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Introducao

O presente texto pretende ser um texto de apoio as aulas da unidade curricular

Algebra Linear CC.



1. Matrizes

1.1 Conceitos basicos

Neste capitulo introduz-se o conceito de matriz e estudam-se operagoes e pro-
priedades relacionadas com matrizes. As matrizes sao um objeto central no estudo de
algebra linear e sao bastantes os contextos em areas da matematica e suas aplicagoes
em que o conceito de matriz se revelou ser fundamental. Por exemplo, para a
representacao e tratamento de informacao que esteja dependente de parametros é
frequente o recurso a quadros (tabelas) aos quais se da a designagdo de matrizes.

Ao longo deste capitulo designamos por K o conjunto dos nimeros reais ou
o conjunto dos ntimeros complexos; quando necessario indicaremos explicitamente
se nos referimos ao conjunto R dos ntmeros reais ou ao conjunto C dos nimeros
complexos. Aos elementos de K damos a designacao de escalares.

Definicao 1.1.1. Sejam m,n € N. Chama-se matriz do tipo m x n (ou de
ordem m x n) sobre K a uma funcio A : {1,...,m} x {1,...,n} — K definida
por A(i, j) = a;j e que se representa por um quadro em que os mn elementos a;; $ao
dispostos em m filas horizontais e n filas verticais do sequinte modo

ai 12 T A1n-1 A1n

a21 22 T a2n—1 a2n

asi as2 e azn—1 agn

A= _
am—-11 AGm-12 *°° Om-1n-1 Gm-1n

Am 1 Am 2 e Amn—1 Amn
Para cadai € {1,...,m}, chama-se linha i da matriz A ao elemento (a;1,. . ., ai,)
de K",
Para cada j € {1,...,n}, chama-se coluna j da matriz A ao elemento (ay;, ..., ay;)
de K™,

Ao elemento a;; de K, i € {1,...,m}, j € {1,...,n}, chama-se entrada (i, j) ou
elemento da posicao (i,j) da matriz A. Por vezes, representa-se a entrada (i, 7)
da matriz A por A;;j.
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Notacao e terminologia:

e O conjunto das matrizes do tipo m x n sobre K representa-se por M, (K).
e O conjunto de todas as matrizes sobre K é representado por M (K).

e Em geral, representaremos as matrizes por letras maitusculas e as suas entradas
pela mesma letra, mintscula ou maitscula, com indices que indicam a respe-
tiva posicao na matriz. Havendo ambiguidade na identificacao da posicao da
matriz, coloca-se uma virgula a separar o indice da linha e o indice da coluna.
Por exemplo, escreveremos as 34 ou As 34 para indicar o elemento na linha 2 e
coluna 34 da matriz A.

e Se

a1 ... QA1p
A= GMan(K),
Am1 -+ Amn
representaremos a matriz A abreviadamente de uma das seguintes formas:

A= [aij] i=1 m A= [aij] A= [aij] S men(K) Quando (6] tipO

mxn’
j=
da matriz for claro pelo contexto ou se nao for importante para o estudo em
quest@o, podemos escrever simplesmente A = [a;;].

,,,,,

AAAAA

e Uma matriz diz-se real ou complexa consoante os seus elementos sejam reais
ou complexos.

Exemplo 1.1.2. No lancamento de um objeto foram registados, relativamente a
altura e distancia atingidos pelo objeto, os valores descritos na tabela sequinte:

altura 100 200 300 450
distancia 258 337 395 451

A tabela anterior € um exemplo de uma matriz do tipo 2 X 4.

Exemplo 1.1.3. A matriz

1 0
A=13 4
1 -1

¢ uma matriz real do tipo 3 x 2, i.e. A € M;3ys(K) (é claro que também temos
A € M3,45(C)). A linha 2 da matriz A é o elemento (3,4) de K?. A coluna 2 da
matriz A é o elemento (0,4, —1) de K*. O elemento as, (situado na linha 3 e coluna
2 da matriz) é o real —1.

Exemplo 1.1.4. Por C' = [¢;j|axs, onde ¢;; = i/, para i € {1,2} e j € {1,2,3},
representa-se a matriz
1 1% 13
{ 2 22 23 } )
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Definigao 1.1.5. Sejam m,n € N. Uma matriz A = [a;], ., diz-se matriz nula
de ordem m x n, e representa-se por Opxn (0u apenas por 0, caso nao haja ambi-
guidade), se, para todo i € {1,...,m} e para todo j € {1,...,n}, tem-se a;; = 0.

Exemplo 1.1.6. 053 = { 8 8 8 ] )

Definigao 1.1.7. Sejam m,n,p,q € N. Dizse que as matrizes A = [a;] .. e

B = [bij]pxq sao tguais, e escreve-se A = B, se m =p, n = q e a;; = b;j, quaisquer
que sejam 1 € {1,...,m} e j € {l,...,n}.

Exemplo 1.1.8. As matrizes A = = [bijl3y 5, cOmbyj = m.d.c.(i, j)

— =

[ ORI

W =
3

540 matrizes 1guais.

Definigao 1.1.9. Sejam m,n € N e A € M,xn(K). Diz-se que:
- A € uma matriz linha se m = 1.
- A € uma matriz coluna sen = 1.

- A € uma matriz quadrada se m = n.

1
Exemplo 1.1.10. A matriz A = | 2 | € uma matriz coluna (do tipo 3 X 1) e a
3

matriz B=1[5 6 7 8] éuma matriz linha (do tipo 1 x 4).

Notacao e terminologia:

e E usual representar matrizes coluna e matrizes linha por letras minusculas;
além disso, é usual omitir o indice 1 que é comum a todos os elementos. Por

exemplo,
Y1
$=[371 T2 T3 374} € Yy=1 92
Y3
representam uma matriz linha de ordem 4 e uma matriz coluna de ordem 3,
respetivamente.

e O conjunto M,,»,(K) das matrizes quadradas do tipo n x n também se re-
presenta por M,,(K). Uma matriz A pertencente a M, (K) diz-se uma ma-
triz quadrada de ordem n ou, simplesmente, uma matriz de ordem n e pode
representar-se por A = [a;;],.
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Apresentam-se seguidamente alguns conceitos relativos a matrizes quadradas.

Definicao 1.1.11. Sejamn € N, A € M, (K) ek € {1,...,n}. Dd-se a designagdo
de submatriz principal de A de ordem k a uma matriz quadrada de ordem k
obtida de A retirando n — k linhas da matriz A, digamos i1,1s,...,in_g, € asn —k
colunas com 0s mesmos indices i1,1a, ..., ly—k.

A submatriz principal de A obtida por remocdo das ultimas n—Fk linhas e das ultimas
n — k colunas dd-se a designacdo de submatriz principal primdria de A de
ordem k e representa-se por Ay.

Exemplo 1.1.12. Seja

@11 a2 Q13
A= g1 Q22 Q923 € Mg(K)
a3; dasz2 G33

Entao a matriz A tem:
o uma submatriz principal de ordem 3: a propria matriz A;
e trés submatrizes principais de ordem 2:
Q22 Q23 @11 13 a1 Q12 |
) ) b
gz 433 azy ass Q21 A22
o trés submatrizes principais de ordem 1: [a11], [a] € [ass].
a a ai; Qi2 @13
1 a2
Tem-se Al = [au], A2 = |: } € A3 = g1 Q92 G923

a1 Q22
a31 Q32 as3

Definigao 1.1.13. Sejam n € N e A = [a;;], uma matriz quadrada sobre K. Os
elementos a;;, i € {1,...,n}, designam-se por elementos principais de A. Diz-se
que:

e 0s elementos ay1, a9, ..., Any, Se dispoem na diagonal principal de A;

e 0s elementos Ay, Aap_1, .-, An1 S€ dispoem na diagonal secunddria de A;

e a diagonal principal de A é nao negativa se, para todo i € {1,...,n},
a; = 0;
e a diagonal principal de A é positiva se, para todoi € {1,...,n}, a; > 0.

Definigao 1.1.14. Seja n € N. Uma matriz quadrada A = [a,;], diz-se:

- triangular superior se, para todos i,j € {1,...,n},

Z>j:>a1]:0,
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- triangular inferior se, para todos i,j € {1,...,n},
1< j = Q5 = 0,

- diagonal se é simultaneamente triangular superior e triangular inferior, i.e.,
se, para todos i,j € {1,...,n},

Z7éj2>a1]:0

Exemplo 1.1.15. Sejam

L2 [100 1000

A=|045|,B=[200|¢ C=
000 3 45 0020
000 3

A matriz A € uma matriz triangular superior, B € uma matriz triangular inferior e
C é uma matriz diagonal.

Notagao: Uma matriz diagonal A = [a;;] € M,,(K) pode representar-se abreviada-
mente por A = diag(aiq, a, - - ., anp)-

Exemplo 1.1.16. No exemplo anterior, tem-se C' = diag(1,0,2,3).

Definicao 1.1.17. Uma matriz diagonal em que todos os elementos diagonais sao
tguals diz-se uma matriz escalar.

Definicao 1.1.18. Dd-se a designacao de matriz identidade de ordem n, e
representa-se por I,,, a matriz escalar de ordem n em que todos os elementos diago-
nais sao iguais a 1, i.e., para todos i,j € {1,...,n}, tem-se

_J 1 set=7j;
(In)ig _{ 0 sei#].

Usualmente, o elemento (7,j) da matriz [, é representado por d;;, designado por
simbolo de Kronecker.

Exemplo 1.1.19. I3 =

O O =
o = O
—_ o O
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1.2 Operacoes com matrizes

Nesta seccao definem-se algumas operagoes envolvendo matrizes: adigao de ma-
trizes, multiplicacao de um escalar por uma matriz e multiplicacao de matrizes.

Definicao 1.2.1. Sejam m,n € N ¢ A = [a;;], B = [bij] € Myxn(K). Chama-se
matriz soma de A e B, e representa-se por A+ B, a matriz cuja entrada (i, j)
¢ o elemento a;j + b;j, i.e.,

A+B:[aij+bij]i:1 AAAAA m -
j=1

Exemplo 1.2.2. Sejam A = {é ? g] e B= {3 0 4]. Entao

A+B:{1+3 240 3+4}:{4 2 7]

242 1+(=1) 0+3

Como se podera verificar no resultado seguinte, a adicao de matrizes de M., (K)
satisfaz propriedades semelhantes as da adigao de elementos de K.

Teorema 1.2.3. Sejam m,n € N e A, B,C € M,»,(K). Entdo:
1. A+ B=B+ A (comutatividade da adi¢ao em M.y, xn(K))
2. A+ (B+C)=(A+B)+C. (associatividade da adicdo em My, (K))
3. Opxn + A=A=A+ 0pxn-  (Omxn elemento neutro da adi¢io em My, (K))

4. existe uma matriz A tal que A+ A’ = 0y, = A" + A.
(existéncia de elemento oposto, para a adigdo, de qualquer A € My, xn(K))

Demonstracao. Demonstramos as propriedades 1. e 4., deixando a prova de 2. e 3.
como exercicio.
1. Sejam A = [a;j], B = [bij] € Myxn(K). As matrizes A+ B e B + A sao ambas
do tipo m x n. Além disso,
A+B:[aij—i—bij] i=1,..., m o
i
B+A:[bij+aij]i:1 AAAAA m
j=1,..., n
e, como a adicao em K é comutativa, temos a;; + b;; = b;; + a;j, para quaisquer

ie{l,....,m}eje{l,...,n}. Portanto, as matrizes A + B e B + A s@o iguais.

4. Sejam A = [a;j] € Myxn(K) e A" = [a};] as matrizes de M, (K) tais que
a'ij = —a;;. Entdo A+ A" € M4, (K) e temos

A+ A= oy +ay] izaom
e

onde a;; + aj; = a;; + (—a;;) = 0, para quaisquer i € {1,...,m} e j € {1,...,n}.
Logo, A+ A" = 0yxpn. Por i), temos A"+ A = 05 O
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Notacao:

e Sendo A, B e C' matrizes do mesmo tipo, podemos escrever, sem ambigui-
dade, A+ B + C para representar (A+ B) + C e A+ (B + C), atendendo a
associatividade da adicao.

e A matriz A’ do teorema anterior representa-se por —A.

e Dadas duas matrizes A e B com a mesma ordem, representa-se por A — B a
soma de matrizes A 4+ (—B).

Definigao 1.2.4. Sejam m,n € N, a € K e A = [a;], ., € Mpn(K). Chama-
-se produto do escalar o pela matriz A, e representa-se por oA, a matriz de
Msn(K) cujo elemento (i,7) € aayj, i.e.,

1 2 34

Exemplo 1.2.5. Se A = [ 9 0 -1 3

]entd()ZAz{Q4 68].

4 0 -2 6

Observagao: A matriz A’ do Teorema 1.2.3 é a matriz (—1)A e, tal como ja foi
referido, escrevemos —A para representar esta matriz.

Teorema 1.2.6. Sejam m,n € N, A, B € M,,,«n(K) e a, 8 € K. Entdo:

1. (aBf)A=a(BA).

2. (a+ B)A =aA+ BA.
3. a(A+ B) =aA+ aB.
4. 0A = 0.

5. 1A= A.

6.

(—a)A = a(—A) = —(aA).

Demonstracao. Mostramos a propriedade 1., ficando a prova das restantes pro-
priedades como exercicio.

Sejam o, f € Ke A = [a;;] € Mpn(K). Entao (af)A € M,,,(K) e, uma vez que
(BA) € M, »(K), também temos a(8A) € M,, ,(K). Verifica-se ainda que

(aB)A = [(O‘ﬁ)aij] ;le ~~~~~ m o

Oé(ﬁA) = [Oé(ﬁal'j)] ;il AAAAA m

=1,..., n

e, considerando que o produto de elementos de K é associativo, tem-se (af)a;; =
a(fa;j), para quaisquer ¢ € {1,...,m}, j € {1,...,n}. Portanto, (o)A = a(fA). O
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Definicao 1.2.7. Sejam m,n,p € N, A = [a;5] € Myxp(K), B = [bij] € Mpxn(K).
Designa-se por produto de A por B, e representa-se por AB, a matriz de My, (K)
cuja entrada (1,7) € > 5 _y aigbyj, isto €,

p
AB = [Z aikbkj]
j:: 1,..., m

Exemplo 1.2.8. Sejam

2010
A:{g?l)(ll]eB: 1 20 2
1121

Entao AB € a matriz do tipo 2 X 4 sobre R tal que

(AB)1; =0x2+1x140x1=1, (AB)2=0x0+1x2+0x1=2,
(AB)13=0x1+1x040x2=0, (AB)u=0x0+1x2+0x1=2,
(AB)oy1 =2x2+3x14+1x1=8, (AB)p=2x0+3x24+1x1=T7,
(AB)a3 =2x1+4+3x04+1x2=4, (AB)y=2x0+3x24+1x1=T7,
1.€.,
1 2 0 2
AB_[S 7 4 7}'

Observacao: Contrariamente ao que sucede com a adicao de matrizes, a multi-
plicacao de matrizes nao é, em geral, comutativa, tal como se pode verificar nos
exemplos que a seguir se apresentam.

Exemplo 1.2.9. Considerando as matrizes A e B do exemplo anterior, concluimos
que BA nao estd definido, pois o numero de colunas de B nao coincide com o numero
de linhas de A.

Exemplo 1.2.10. Sejam

Entao

19 22 23 34
AB—{43 50}#{31 46

|- 52

Definicao 1.2.11. Sejam n € N e A e B duas matrizes quadradas de ordem n.
Diz-se que as matrizes A e B sao comutdveis ou permutdveis se AB = BA.
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Embora o produto de matrizes nao seja comutativo, existem outras propriedades
que se prova serem validas relativamente a esta operacao.

Teorema 1.2.12. Sejam m,n,p € N, a € K e A € M,,,«n(K) e B, C matrizes tais
que as operagoes a sequir indicadas estejam definidas. Entao:

1. (AB)C = A(BC). (associatividade da multiplicagao)

2. A(B+C) = AB + AC.

(distributividade, a esquerda, da multiplica¢dao em relagao a adi¢do)

3. (A+B)C = AC+ BC.
(distributividade, a direita, da multiplicagdo em relagdo a adi¢ao)

4. a(AB) = (aA) B = A(aB).

5. OpxmA = Opxn, AOnxp = Opxp-
6. AL, = A, I,,A=A.

7. sem=mn, I,A=AIL =A.

Demonstracao. Provam-se as propriedades 1. e 2., ficando a prova das restantes
propriedades como exercicio.

1. Sejam A = [a;j] € Muun(K), B = [b;j] € Myxp(K) € C = [ci5] € Mpuy(K). As
matrizes A(BC') e (AB)C sao ambas do tipo m x ¢. Além disso, para quaisquer
ie{l,....m}eje{l,..., q}, tem-se
(A(BC))ij = > her 0ie(BC)iy = 34y @ik iy iy
= D pe1 Die QikbreCij,

(AB)C))ij = 2201(AB)uClyi = 321 (2o Gikbre) s
= D pe1 2t Qikbrecij,
pelo que (A(BC));; = ((AB)C));;. Logo, A(BC) = (AB)C.

2. Sejam A = [a;j] € Mpxn(K), B = [bij] € Myxp(K) e C = [c;5] € Mpxp(K). As
matrizes A(B+C') e AB+ AC sao ambas do tipo m x p. Além disso, para quaisquer
ie{l,...,m}eje{l,..., p}, tem-se
(AB+C))ij = > hmraiw(B+Cliy = >4y aimlbes + cxy)

= Dot Gakbrj T Dy Gikcr;

= (AB)y + (AC);
Logo, A(B+C) = AB+ AC. O
Observacgao: Sejam A, B e C' matrizes tais que os produtos (AB)C' e A(BC') estao

definidos. Entao, atendendo a associatividade da multiplicacao, podemos escrever
ABC' para representar qualquer um dos produtos indicados.
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Sejam m,n € N e A € M,,«,(K). Atendendo a definigao de multiplicacao de
matrizes, é simples concluir que a multiplicagao de A por A estd definida se e s6 se
m = n. Neste caso, faz sentido a definicao seguinte.

Definigao 1.2.13. Sejam n € N e A € M, (K). Chamamos poténcia de expo-
ente k de A, com k € Ny, a matriz de M,,(K), que representamos por A*, definida

por
. I, sek=0
) A 1A sekeN

Teorema 1.2.14. Sejam n € N, A € M, (K) e k,l € Ny. Entao:
1. AFAl = Ak
2. (AR = AM.

Demonstracao. Exercicio. O

1.3 Matrizes invertiveis

Nesta seccao, abordamos um tipo especial de matrizes: as matrizes invertiveis.
Também conhecidas como matrizes nao singulares, elas se caracterizam pela existéncia
de uma matriz inversa que, ao ser multiplicada pela matriz original resulta na matriz
identidade. Essa propriedade desempenha um papel relevante em diversas aplicagoes
da algebra linear.

Definigao 1.3.1. Sejan € N. Uma matriz A € M,,(K) diz-se invertivel se existe
uma matriz X € M, (K) tal que AX = XA =1,.

11 1 -1

(1)1 238

xa=[7 2[4 0]

Teorema 1.3.3. Sejan € N. Se A € M, (K) é uma matriz invertivel, entdo existe
uma e uma s6 matriz A" € M,,(K) tal que AA" = I, = A’A.

Exemplo 1.3.2. A matriz A = { b2 } ¢ invertivel, pois existe X = [ -2 }

tal que

Demonstracao. (Existéncia) Se A é uma matriz invertivel, entao existe uma matriz
A tal que AA =1,e AAA=1,.

(Unicidade) Sejam X e Y matrizes de M,,(K) tais que AX = XA =1, e AY =
YA =1,. Entao

X =XI,=X(AY) = (XA)Y =LY =Y. 0
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Definigao 1.3.4. Seja A € M, (K) uma matriz invertivel. A dnica matriz
A e M,(K) tal que A’A = I, = AA’ designa-se por matriz inversa de A e
representa-se por AL,

1 2
11

4 [-1 2
A _{ 1_1}.

Tal como se pode verificar no exemplo seguinte, nem toda a matriz quadrada é
invertivel.

Exemplo 1.3.5. Seja A = [ } . Do exemplo 7.1.8 sabe-se que A € invertivel e

tem-se

1 1

Exemplo 1.3.6. A matriz A = 1 _1

] nao € invertivel. Com efeito, se admi-

b } tal que AX = XA = I, tem-se

a
. e X —
tirmos que existe [ ¢ d

B a-+c b+d| |1 0| |a—=b a—b
AX_{—a—c —b—d}_{O 1}_{c—d c—d

| =xa

pelo que 0 = c—d = 1. (contradi¢ao).

Definicao 1.3.7. Uma matriz quadrada que nao admite inversa diz-se uma matriz
singular ou nao tnvertivel.

Dadas matrizes A, A" € M, (K), diz-se que A’ é a inversa de A se ambas as
igualdades AA’ = I,, e A’A = I, sdo satisfeitas. Contudo, sabendo que A é invertivel,
pode-se concluir que A’ é a inversa de A verificando apenas uma das igualdades

indicadas: AA" =1, ou A/A=1,.

Teorema 1.3.8. Sejam n € N, A € M,,(K) uma matriz invertivel e A € M,,(K)
tal que A’A = I, (respectivamente, AA' = 1,). Entio A’ = A~! e, portanto,
AA" =1, (respectivamente, A’A = I,,).

Demonstracao. Seja n € N e admitamos que A é uma matriz invertivel de ordem n
e que A’ é uma matriz quadrada de ordem n tal que A’A = I,,. Entao, como,

AA=T, =2 AAA ' = A1 = AL =A"1= A=A,
temos A’ = A~! e, portanto, AA’ = I,,. O

Teorema 1.3.9. Sejamn € N e A, B,C € M,(K). Se AB=1, e CA=1,, entio
B=C, A éinvertivele A~' = B=C.
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Demonstracao. Admitamos que AB = 1I,, e CA = I,,. Entao
C=CIl,=C(AB)=(CA)B=1,B=B.
Portanto, A é invertivel e do Teorema 1.3.3 segue que A~! = B. O
Os dois resultados anteriores podem ser generalizados. De facto, se A e B sao
matrizes quadradas de ordem n tais que AB = I,,, entao também se tem BA = I,,,

pelo que A e B sao matrizes invertiveis e A = B™' e B = A~!. A prova desta
generalizacao é apresentada no préoximo capitulo.

A respeito de matrizes invertiveis prova-se também o resultado seguinte.

Teorema 1.3.10. Sejam n € N e A, B € M,,(K) matrizes invertiveis. Entao:
1. A7 ¢ invertivel e (A7) = A,
2. AB ¢ invertivel e (AB)™' = B71A™1.

Demonstracao. 1. Imediata pela propria definicao de matriz invertivel.

2. Como
(AB) (BT'A™') = A(BB ") A ' = ALLA7' = AAT' = I,
(B'AY(AB)=B"'(A"'A)B=B"'1,B=B"'B=1,

conclui-se que a inversa de AB existe e é a matriz B~'A71L. O

Definicao 1.3.11. Sejam p,n € N e A, B € My, (K). Diz-se que a matriz A é
equivalente a matriz B se existem matrizes invertiveis P € M,(K) e Q € M, (K)
tais que B = PAQ.

Como caso particular da definicao anterior, temos a nogao seguinte.

Definicao 1.3.12. Sejamn € N e A, B € M,,(K). Diz-se que a matriz A é seme-
lhante d matriz B se existe uma matriz invertivel P € M,,(K) tal que B = PAP™.

Note-se que se A é equivalente (semelhante) a B, entdao B é equivalente (seme-
lhante a) A e, por isso, dizemos que A e B sao equivalentes (semelhantes).

1.4 Transposicao e conjugacao

Definigao 1.4.1. Sejam m,n € N e A € M, (K). Chama-se transposta de
A, e representa-se por AT, a matriz de Myxm(K) cuja entrada (i,j) € aji, i.e.,
AT = [bl]] =1,..., no onde bij = ajl-.

i
g 1,..., m
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Exemplo 1.4.2. Se A =

ot W =

2
1 35
o AT _
461 , entao A _{2 4 6}

Teorema 1.4.3. Sejam o € K e A, B matrizes sobre K tais que as operacoes
sequintes estejam definidas. Entdo:

1. (A7)’ =

2. (A+B)" = AT + BT

3. (ad)T = aAT.

4. (AB)" = BT AT

5. (AMT = (AT)E, para todo k € Ny.

Demonstracao. Demonstramos a propriedade 4., ficando a prova das restantes pro-
priedades como exercicio.

Sejam m,n,p € N, A = [a;],,. ., e B = [b],,, . Entao (AB)T e BT AT sao ambas
matrizes do tipo n x m. Além disso, para quaisquer i € {1,...,n}ej € {1,...,m},
tem-se

(BTAT)ij = >y briaje = iy aubri = (AB)ji = ((AB)")s;.

Logo, (AB)T = BT AT. O

Teorema 1.4.4. Sejamn € N e A € M, (K). Se A é uma matriz invertivel, entdo
AT ¢ invertivel e (AT)™1 = (A~1)T.

Demonstragao. Pela alinea iv) da proposigao anterior, tem-se
(AN AT = (UAA Y =(1,) =1, e
AT (AN =) = (1) =1,

Logo, a matriz AT é invertivel e (AT)™! = (A~1)T. O

Definicao 1.4.5. Sejam m,n € N e A € Myxn(K). Chama-se conjugada de
A, e representa-se por A, a matriz de M, <, (K) tal que, para cada i € {1,...,m} e

Define-se a transconjugada de A, e representa-se por A*, como sendo a transposta
da conjugada de A.

Observacao: Se K = R, tem-se A = A e, portanto, A* = AT,
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Exemplo 1.4.6. Seja

1—47 0 3
A=|2+37 4 1
0 0 6—41
Entao
1+7 O 3 1+2 2—3 0
A=12-3; 4 —1 e A= 0 4 0
0 0 6+ 4 3 —1 6+ 42

Teorema 1.4.7. Sejam A e B matrizes sobre K e a € K. Entao, sempre que as
operagoes sequintes estejam definidas, tem-se:

1. (A" = A.
2. (A+ B)" = A* + B*.
3. (aA)" =aA*.

4. (AB)" = B*A*.
(AF)" = (A", para todo k € Ny.

Demonstragdo. 1. Sejam A = [a;;] € Mpxn(K) e B = [bj] € Mpxn(K). As
matrizes (A + B)* e A* + B* sdo ambas do tipo n x m. Além disso, para quaisquer
ie{l,...,n}eje{l,...,m}, tem-se

[(A+B)l; = [(A+ B)T]z‘j = (m)]z
= (A+B)ji=A4;i+ By,

B

= Aji+Bji=(A); + (B
= (A7) + ((B)")i; = Ag; + By
Logo, (A+ B)* = A* + B*.

A prova das restantes propriedades é deixada como exercicio. O

1.5 Matrizes simétricas e matrizes hermiticas

Definigao 1.5.1. Seja n € N. Uma matriz quadrada A € M,,(K) diz-se:
e simétrica se AT = A;

o antissimétrica se AT = —A.

1
Exemplo 1.5.2. A matriz A= | 2 ¢ uma matriz simétrica, mas a matriz
3

U = DO
S Ot W

B = nao é, uma vez que oS elementos byz e bs; nao sao iguais.

N N =
Ot = N
S Ot W
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Teorema 1.5.3. Sejamn € N e A € M,,(K). Entao
1. A+ AT € uma matriz simétrica.
2. A— AT ¢ uma matriz antissimétrica.
Demonstracao. Pelas alineas 1. e 2. do Teorema 1.4.3, tem-se
(A+ AT = AT + (AT = AT+ A= A+ AT,
(A— AT = AT — (AT = AT — A= —(A— AT).

Logo, A + AT ¢ uma matriz simétrica e A — A7 é uma matriz antissimétrica. O

Teorema 1.5.4. Sejan € N. Toda a matriz A € M,,(K) pode ser expressa como a
soma de uma matriz simétrica e de uma matriz antissimétrica.

Demonstragao. Sejam n € Ne A € M, (K). Tem-se

A= 1(A + AT) + 1(A — A",
2 2
Pelo teorema anterior, A + A7 é uma matriz simétrica e A — AT é uma matriz
anstissimétrica. Logo, 3(A+ AT) é uma matriz simétrica e $(A — A)” ¢ uma matriz
antissimétrica. Portanto, toda a matriz A é a soma de matriz simétrica e de uma
matriz antissimétrica. U

Teorema 1.5.5. Sejam n € N e A € M, (K). Se A é uma matriz simétrica e
invertivel, entdo A~' é uma matriz simétrica.

Demonstragao. Seja A € M,,(K) uma matriz simétrica e invertivel. Como A é uma
matriz simétrica, temos AT = A. Entao,

() = (4 =

e, portanto, A~ é uma matriz simétrica. O

Defini¢ao 1.5.6. Seja n € N. Uma matriz A € M, (K) diz-se:

e hermitica se A* = A.

e anti-hermitica se A* = —A.
1 0 243
Exemplo 1.5.7. A matriz A = 0 2 = € uma matriz hermitica.
2—31 1 6

No estudo de matrizes simétricas e de matrizes hermiticas destacam-se algumas
matrizes especiais, as matrizes simétricas (hermiticas) definidas positivas, atendendo
as suas aplicagoes praticas (tais como, por exemplo, estudo de cénicas e quéadricas,
estudo de maximos e minimos).
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Para simplificar a notagao, no texto que se segue identificamos uma matriz
[a11] € M11(K) com o elemento a1, sempre que nos referimos a operagoes e afirmagoes
envolvendo o tnico elemento da matriz.

Definicao 1.5.8. Sejam n € N e A € M, (R) uma matriz simétrica. Diz-se que a
matriz A é:

e simétrica semi-definida positiva se v7 Az > 0, para todo x € M, 1 (R).

e simétrica definida positiva se x7 Ax > 0, para todo v € M1 (R)\ {01}

Exemplo 1.5.9. Para qualquer n € N, a matriz I, € definida positiva, pois, para
qualquer © € M1 (K) \ {051}, 27 Lz = 272 > 0.

Sejamn € Ne A € M,(C) e x € Myx;(C). Tem-se 27 Az € M;,,(C) e
identifica-se :cTA:U_:_[cn] com o numero c;;. Se A é hermitica, tem-se 27 Az € R;
de facto, 2T AT = 2T AT = 7T ATz = 7T AT (2T)T = (2T A7) = 2T A7,

Definigao 1.5.10. Sejamn € N ¢ A € M,,(C) uma matriz hermitica. Diz-se que
a matriz A é:

e hermitica semi-definida positiva se v*Ax > 0, para todo x € M, «1(C).

o hermitica definida positiva se x*Ax > 0, para todo x € M,,51(C)\{0px1}-

Teorema 1.5.11. Sejamn € N, K=R (resp. K=C) e A € M, (K) uma matriz
simétrica (resp. hermitica).

1. Se A é uma matriz simétrica (resp. hermitica) semi-definida positiva, entao a
diagonal principal de A € nao negativa.

2. Se A é uma matriz simétrica (resp. hermitica) definida positiva, entio a dia-
gonal principal de A € positiva.

Demonstragao. 1., 2.: Sejam K = R e A € M,(R) uma matriz simétrica semi-
definida (resp. definida) positiva. Para cada i € {1,...,n}, seja ¢; € M, 1(K) tal
que (e;);1 = 0, para todo j € {1,...,n}\ {i} e (e;)qn = 1. Entdo e! Ae; = [ay] e o
resultado segue da definicdo de matriz semi-definida (resp. definida) positiva.

A prova é similar quando K = C e A € M,,(C) é uma matriz hermitica semi-definida
(resp. definida) positiva. O

A prova das propriedades seguintes é um exercicio simples, pelo que é deixada
ao cuidado do leitor.
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Teorema 1.5.12. Sejam n € N, K =R (resp. K = C), A, B € M, (K) matrizes
simétricas (resp. hermiticas) e o € R.

1. Se A e B sdo matrizes simétricas (resp. hermiticas) definidas positivas, entao
A+ B € simétrica (resp. hermitica) definida positiva.

2. Se A ¢é simétrica (resp. hermitica) definida positiva e o« > 0, entdo aA €
simétrica (resp. hermitica) definida positiva.

1.6 Matrizes ortogonais e matrizes unitarias

Definigao 1.6.1. Seja n € N. Uma matriz A € M, (K) diz-se:
e ortogonal se AAT =1, = AT A.
o unitdria se AA* =1, = A*A.

Observagao: Se A é uma matriz ortogonal (resp. unitaria), entao A é uma matriz
invertivel e A=t = AT (resp. A~ = A*).

1 V3
Exemplo 1.6.2. A matriz A = é f ] é uma matriz ortogonal, pois
2 2
. 1 _ V3 1 V3 1 0
ar=| g ) T =] ]
2 2 2 2
e
. 1 V3 1 _ V3 1 0
ATA= _2@ i é f :[01}212.
2 2 2 2

Teorema 1.6.3. Sejamn € N e A, B € M, (K).
1. Se A é uma matriz ortogonal (resp. unitdria), entdo A~1 é também uma matriz
ortogonal (resp. unitdria).
2. Se A e B sao matrizes ortogonais (resp. unitdrias), entao AB é ortogonal
(resp. unitdria).
Demonstragao. 1. Sejamn € Ne A € M,,(K). Se A é uma matriz ortogonal, temos
AAT =1, = ATA.
Entao

A71<A71>T — A71<AT>71 — (ATA)fl — [71 — [n

n

(Afl)TAfl — (AT)flAfl — (AAT)fl — [;1 — [n’
pelo que A~! é também uma matriz ortogonal.

2. Exercicio. O
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1.7 Matrizes elementares

Nesta secgao o estudo é dedicado a uma classe especial de matrizes, as matrizes
elementares.

Para definirmos esta classe de matrizes, comegamos por definir algumas operacoes
que se podem efetuar sobre as linhas (colunas) de uma matriz, designadas por
operagoes elementares sobre linhas (colunas).

Definicao 1.7.1. Sejam m,n € N e A € M,,, ,(K). Definem-se como operagoes
elementares sobre linhas da matriz A as sequintes operagoes:

i) troca da linha i com a linha j;
ii) multiplicagao da linha i por a € K\ {0};

iii) substituicao da linha i pela sua soma com a linha j multiplicada por € K,
com i # j,

Analogamente, define-se operacao elementar sobre as colunas de uma ma-
triz, bastando substituir “linha” por “coluna” na definicao anterior.

Ao longo do texto adotaremos as seguintes notagoes para as operagoes elemen-
tares sobre linhas:

e A l—l> B: para indicar que a matriz B é obtida da matriz A efetuando a troca
il

das suas linhas 7 e 7;

o A l—>l B: para indicar que a matriz B é obtida de A multiplicando a linha 7
i Qg

da matriz A por a € K\ {0};

e A l l—>6l B: para indicar que a matriz B é obtida de A substituindo a linha
i—li+bl;

© da matriz A pela sua soma com a linha j multiplicada por § € K.

Para representar as operacoes elementares por colunas adota-se notagao semelhante
a anterior, mas escreve-se ¢; para indicar a coluna 7.

Teorema 1.7.2. Sejam m,n € N e A, B € M5, (K). Se a matriz B € M« (K)
pode ser obtida da matriz A € M, (K) efetuando uma operagdo elementar sobre
linhas (resp., colunas), entio a matriz A também pode ser obtida de B efetuando
uma operacao elementar sobre linhas (resp., colunas).

Demonstracao. No caso das operagoes elementares por linhas, basta ter em conta
que:

-se A — B,entao B — A;
li<—)j lj<—)li
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-se A — B,com a#0, entao B — A;
li—>04li li_)éli

-seA — B,emtao B — A.
l¢~>l¢+ﬁlj li%lifﬁlj
De forma andloga, justifica-se o resultado para o caso das operagoes elementares por
colunas. 0

Defini¢ao 1.7.3. Sejam m,n € N e A, B € M,,, ,(K). Diz-se que A é equivalente
por linhas (resp., por colunas) a B se B pode ser obtida a partir de A efetuando
um nimero finito de operagoes elementares sobre as linhas (resp., colunas) de A.

Com base no Teorema 1.7.2 é facil concluir que se A € M,, ,(K) é equivalente
por linhas (resp., colunas) a B € M,,,,(K), entdo B é equivalente por linhas (resp.,
colunas) a A e, por isso, podemos dizer apenas que A e B s@o equivalentes por
linhas.

O resultado seguinte mostra-nos que podemos efetuar uma operacao elemen-
tar sobre as linhas de uma matriz premultiplicando A (ou seja, multiplicando A a
esquerda) por uma matriz adequada.

Teorema 1.7.4. Sejamn,m € N, o, € K e A € M, ,(K). Entdo:

1. Se E € a matriz quadrada de ordem m obtida da matriz identidade 1I,,, trocando
as suas linhas i e j, entdo a matriz EA € obtida da matriz A trocando as suas
linhas i e j.

2. Se E é a matriz de ordem m obtida da matriz identidade I, multiplicando a
linha i por a € K\ {0}, entio EA é a matriz obtida de A multiplicando a
linha © por a.

3. Se E ¢ a matriz quadrada de ordem m obtida da matriz identidade I,, substi-
tuindo a linha na posicao i pela sua soma com [ vezes a linha na posicao j,
entdo EA € a matriz obtida da matriz A substituindo a linha na posicdao i pela
sua soma com 3 vezes a linha na posicao j, i # j.

Demonstracao. Exercicio. O

Analogamente ao que acontece com as operagoes elementares sobre linhas, uma
operagao elementar sobre as colunas de uma matriz A € M,,«,(K) pode ser obtida
posmultiplicando A (ou seja, multiplicando A & direita) por uma matriz obtida da
matriz [,, efetuando nas suas colunas a mesma operacao elementar que se pretende
efetuar na matriz A.

Defini¢ao 1.7.5. Seja n € N. Chamamos matriz elementar sobre linhas (res-
petivamente, colunas) de M,,(K) a toda a matriz que pode ser obtida da matriz
identidade I,, por aplicacdo de uma operagdao elementar sobre as suas linhas (respe-
tivamente, colunas).
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Teorema 1.7.6. Toda a matriz elementar sobre linhas (respetivamente, colunas) é
também uma matriz elementar sobre colunas (respetivamente, linhas).

Demonstracao. Facilmente se prova o resultado enunciado. De facto, tem-se:

-1, — Eseesosel, — E,;
li<—)l]‘ C¢<—>Cj

-1, — FEseesosel, — FE,

li—>ali Ci—QC;
-1, — FEseesésel, — F; ]
li%lrl’ﬁlj C¢~>C¢+5Cj

A respeito de matrizes elementares é também conveniente observar que toda a
matriz elementar sobre linhas (respetivamente, colunas) é uma matriz invertivel.

Teorema 1.7.7. Sejan € N. Toda a matriz elementar E € M,,(K) € invertivel e,
para quaisquer i,j € {1,...,n}, tem-se:

1) Sei#jel, — E, entao I, — E7';
lﬁ—)lj lﬁ—)lj

2) Sea € K\ {0} e I, " E, entio I, — E7%;
il

liﬁéli

3) Seitj feKel, — E entiol, — E
) Seidj BeKeln oo Boenttoln, o,

Demonstracao. Exercicio. 0

1.8 Formas de escada e caracteristica de uma matriz

Definigao 1.8.1. Sejam m,n € N. Uma matriz A € M,xn(K) diz-se uma matriz
em forma de escada se satisfaz as sequintes condi¢oes

- se o primeiro elemento nao nulo numa linha estd na coluna j, entao a linha
sequinte comega com pelo menos j elementos nulos;

- se houver linhas totalmente constituidas por zeros, elas aparecem depois das
outras.

Ao primeiro elemento nao nulo de cada linha de uma matriz em forma de escada
dd-se a designacao de pivot.

Exemplo 1.8.2.

1. As matrizes 0,,x, € I, sdo matrizes em forma de escada.

2. A matriz

SO O
o O OO
S O N O
O = O N
O N O -

estd em forma de escada.
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3. A matriz

101 21
00200
00012}’
000T1O0

embora muito parecida com a matriz anterior, nao estd em forma de escada
(o primeiro elemento nao nulo na linha 3 estd na coluna 4 e a linha 4 nao
comega com 4 elementos nulos).

4. A matriz
00121
01000
0001 2
00 00O

nao estda em forma de escada (o primeiro elemento nao nulo na linha 1 estd
na coluna 3 e a linha 2 nao comega com 3 elementos nulos).

Teorema 1.8.3. Sejam m,n € N. Toda a matriz A € M, (K) € equivalente por
linhas a uma matriz em forma de escada.

Demonstragao. Sejam m,n € Ne A € M, (K).
Se A = 0,,xn, entao A é uma matriz em forma de escada.

Consideremos, agora, o caso em que A # 0,,x, € fagamos a prova do resultado por
inducao em m.

Base de indugao: Se m = 1, entdao A é uma matriz em forma de escada.

Passo de inducgao: Seja k € N. Admitamos que toda a matriz B € My, (K) é
equivalente por linhas a uma matriz em forma de escada.

Seja A € Mj11,(K). Mostremos que A é equivalente por linhas a uma matriz em
forma de escada. Uma vez que A é uma matriz nao nula, existe pelo menos uma
coluna com um elemento nao nulo. Seja k € {1,...,n} o menor indice tal que a
coluna k tem um elemento nao nulo e coloque-se na entrada (1, k) um elemento nao
nulo, trocando, se necessario, a linha 1 com uma linha que tenha um elemento nao
nulo na coluna k. Obtem-se, assim, uma matriz da forma

0 ... 0 by biges ... b
s |0 0 ba bosn ban
0 ... 0 bun bukstr - Do

Agora, para ¢ = 2,3, ...m, soma-se a linha ¢ a linha 1 multiplicada por —Z;;’;. Esta
combinagao de operacgoes elementares transforma a matriz B na matriz

0 ... 0 by big -.. b
0 ... 0 0 C2,k+1 Con,

0o ... 0 0 Cm’k+1 . Cmn
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Por hipétese de inducao, a matriz

0 ... 0 0 C2.k+1 e Con
D — . .

0 ... 0 0 cmps1 -+ Con

é equivalente por linhas a uma matriz £ em forma de escada. Assim, aplicando
a C' as operacoes elementares que permitem a partir de D obter a matriz E (com
a respetiva adequacdo no indice das linhas), obtem-se uma matriz em forma de
escada equivalente por linhas a matriz a matriz C' e, portanto, a matriz A também
é equivalente por linhas a uma matriz em forma de escada. O

Apresenta-se seguidamente um processo, baseado na demonstracao anterior, que
permite obter uma matriz em forma de escada equivalente por linhas a uma dada
matriz. A este processo da-se a designacao de método de eliminagao de Gauss.

Método de eliminacao de Gauss

Sejam m,n € N e A = [a;j] € My,x,,(K). Entao a matriz A pode ser reduzida a
uma matriz em escada, efectuando operacoes elementares sobre as suas linhas, de
acordo com o seguinte processo.

Para k£ de 1 até m:

i) Procurar a primeira coluna com elementos nao nulos na linha k& ou abaixo
desta.

ii) Se nao existir a coluna indicada em i), dd-se o processo por terminado.

iii) Caso exista a coluna referida em i) e se jp é essa coluna, j, € {1,....,n},
assegura-se que o elemento na linha k desta coluna é nao nulo, trocando, se
necessario, a linha k com alguma linha que esteja abaixo; representemos por
a,(;;i esse elemento.

iv) Para cada i € {k + 1,...,m}, adiciona-se a linha 7 a linha k& multiplicada por

(k)

a.: .
_ Yy (k)
oK onde a; ;.
FIk L .
obtida apds a aplicacao dos passos anteriores.

representa o elemento na linha ¢ e coluna j, da matriz que foi

Terminado o processo a matriz que se obtém ¢é uma matriz em escada.

1 (2
Aos elementos A1y Gy e

vots da eliminacao.

referidos no processo anterior da-se a designacao de pi-

Exemplo 1.8.4. Consideremos a matriz

_w = O
W KRR V)
_ = O N
_ = O N
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Aplicando o método de eliminacao de Gauss a esta matriz, temos

01 2 2 13 1 1
1100 |——~1100]_
311 1| 29" 311 1
1 31 1 01 2 2
1 3 1 1 1 3 1 1
lQ — lQ — ll 0o -2 -1 -1 l3 — l3 — 412 0o -2 -1 -1 _
l3 — I3 — 31 0 -8 -2 =2 l4—>l4+%l2 0 0 2 2
3 3
0o 1 2 2 0o o0 &
1 3 1 1
ol |V =2 -1~
4TMTIB L g 0 2 2
0O 0 0 0

A dltima matriz obtida é uma matriz em forma de escada e equivalente por linhas a
matriz A.

Observacao: Pela Proposigao 1.7.6, toda a transformacao que pode ser feita numa
matriz por meio de operagoes elementares sobre linhas também pode ser realizada
por meio de operacoes elementares sobre colunas. Por conseguinte, toda a matriz
pode ser transformada numa matriz em escada por meio de operacoes elementares
sobre colunas.

O método de eliminacao de Gauss, quando aplicado a uma matriz A, permite
obter uma matriz em escada equivalente por linhas a matriz inicial. Porém, a matriz
em escada que é obtida no final do processo pode nao ser sempre a mesma, uma vez
que que ha alguma flexibilidade na escolha das transformacoes elementares a efetuar
sobre a matriz A (nomeadamente, na escolha das linhas que se trocam para colocar
um elemento na posigao de pivot). No entanto, embora nao seja possivel garantir a
unicidade da matriz em escada que é obtida por aplicacao do método de eliminagao
de Gauss, prova-se que o numero de pivots usados no método de eliminagao de
Gauss, que ¢é igual ao nimero de linhas nao nulas da matriz em escada obtida de
A, é univocamente determinado pelas entradas da matriz A. Com efeito, quaisquer
matrizes em escada equivalentes por linhas a uma matriz A tém o mesmo nimero
de linhas nao nulas, pelo que faz sentido considerar a definicao seguinte.

Definicao 1.8.5. Sejam m,n € N e A € M,, ,(K). Designa-se por caracteristica
da matriz A, e representa-se por car(A), o nimero de linhas ndo nulas de qualquer
matriz em forma de escada que seja equivalente por linhas a A.

Exemplo 1.8.6. Como vimos no exemplo anterior, a matriz

1 2 2
A=

_w = O
— = O

1 0
1 1
3 1
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¢ equivalente por linhas a sequinte matriz em forma de escada

SO O
o
(N}
(N}

Entao, como U tem 3 linhas nao nulas, temos car(A) = 3.

O processo descrito no método de eliminacao de Gauss pode ser complementado
com outras operagoes elementares de forma a que uma matriz seja transformada até
se obter uma matriz em forma de escada reduzida.

Definigao 1.8.7. Sejam m,n € K e A € M,«n(K). Diz-se que A é uma matriz
em forma de escada reduzida (ou que estd em forma de escada reduzida) se
satisfaz as sequintes condi¢oes:

- A € uma matriz em escada;

- se uma linha tem elementos nao nulos, entao o primeiro elemento nao nulo
da linha € igual a 1;

- se o primeiro elemento nao nulo de uma linha © estd na coluna j, entdao todos
os elementos da coluna j, com excep¢ao do elemento que estd na linha i, sao
1guals a 2ero.

Exemplo 1.8.8.
1. As matrizes O,xn € I, sao matrizes em forma de escada reduzida.

2. A matriz

1 00 21
01 000
0011 2
00 00O
estd em forma de escada reduzida.
3. A matriz
1 01 21
01 000
0011 2]’
00 0O00O0

embora muito parecida com a matriz anterior, nao estd em forma de escada
reduzida.

0
4. A matriz | 1 | nao estd em forma de escada reduzida.
0
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Seguindo uma prova similar a do teorema anterior, prova-se que toda a matriz
pode ser transformada numa matriz em forma de escada reduzida.

Teorema 1.8.9. Sejam m,n € N. Toda a matriz A € M,«n(K) € equivalente por
linhas a uma matriz em forma de escada reduzida.

Demonstragao. Sejam m,n € N e A € M, (K).
Se A = 0,,xn, entao A é uma matriz em forma de escada.

Consideremos, agora, o caso em que A # 0,,x, € fagamos a prova do resultado por
inducao em m.

Base de inducao: Se m = 1, a matriz A também é equivalente por linhas a uma
matriz em forma de escada reduzida. De facto, para obter uma matriz em forma de
escada reduzida equivalente por linhas a matriz A, basta multiplicar a matriz A por
ﬁ, onde k é o indice mais pequeno entre os indices das colunas que tém elementos
nao nulos.

Passo de indugdo: Seja k € N. Admitamos que toda a matriz B € My, (K) é
equivalente por linhas a uma matriz em forma de escada reduzida.

Seja A € Myi1,(K). Mostremos que A é equivalente por linhas a uma matriz em
forma de escada reduzida. Uma vez que A é uma matriz nao nula, existe pelo menos
uma coluna com um elemento nao nulo. Seja k € {1,...,n} o menor indice tal que
a coluna k tem um elemento nao nulo e coloque-se na entrada (1, %) um elemento
nao nulo, trocando, se necessario, a linha 1 com uma linha que tenha um elemento
nao nulo na coluna k. Seguidamente, multiplique-se a linha 1 por ﬁ Obtem-se,

assim, uma matriz da forma

0 ... 0 1 bipsr ... b
0 ... 0 bun boksr - b

Agora, para i = 2,3,...m, soma-se a linha ¢ a linha 1 multiplicada por —b;;,. Esta
combinacgao de operacoes elementares transforma a matriz B na matriz

0 ... 0 1 by ... b
O — 0 ... 0 0 C2,k+1 . Con,
0 ... 0 0 Cmk+1 - -- Cmn

0 ... 0 0 C2 k+1 e Con,

0 ... 0 0 cugt1 --- Com

é equivalente por linhas a uma matriz £ em forma de escada reduzida. Assim,
aplicando a C' as operacoes elementares que permitem a partir de D obter a matriz
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E (com a respetiva adequacao no indice das linhas), obtem-se uma matriz em forma
de escada reduzida equivalente por linhas a matriz a matriz C' e, portanto, a matriz
A também é equivalente por linhas a uma matriz em forma de escada reduzida. [

Ao processo de transformar uma dada matriz numa matriz em forma de escada
reduzida da-se a designagao de condensag¢ao da matriz. O método a seguir des-
crito para condensacao de uma matriz é designado por método de eliminacao de
Gauss-Jordan, por ser uma extensao do método de eliminacao de Gauss.

Método de eliminacao de Gauss-Jordan

Sejam m,n € N e A € M,,x,(K). Se A é a matriz nula, entdao a matriz ja estd
na forma de escada reduzida. Caso A nao seja a matriz nula, entdao A pode ser
transformada numa matriz em escada reduzida, efectuando operacoes elementa-
res sobre as suas linhas, de acordo com o seguinte processo: aplicando o método
de eliminacao de Gauss a matriz A obtemos uma matriz em escada A’ equiva-
lente a A. Uma vez obtida a matriz em escada A’, anulam-se todos os elementos
nao nulos que estejam acima dos pivots ay;, (k) da matriz A’; para tal, para cada

i € {1,...,k — 1}, adiciona-se a linha ¢ da matriz A" a linha k& multiplicada por
(k)

—%. Finalmente, multiplica-se cada linha nao nula da matriz pelo inverso do
Ik

pivot dessa linha. Terminado o processo, obtém-se uma matriz em escada reduzida
e equivalente por linhas a matriz A.

E conveniente observar que uma matriz A é equivalente por linhas a uma tinica
matriz em forma de escada reduzida - a esta matriz em escada reduzida da-se a
designacao de forma de Hermite de A.

Exemplo 1.8.10. Consideremos a matriz a sequir indicada

012 20 2
012 —20 1
A:036 2 1 -1
000 20 1

Aplicando o método descrito anteriormente de forma a transformar a matriz A numa
matriz em forma de escada reduzida, obtemos

012 20 2 012 10 2
036 21 —1| l—=k-3, |000 —4 1 —7
(000 20 1| 000 20 1
(0012 10 2] 012 100

s >ls—1y |0 00 —4 0 -1 l;iliifll‘l 000400/

b—latgl 000 01 6| 2 727" 1000 010
o000 o0 L] PPV loo0oo0 002
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012 000 012000
— 1000 =40 0| 15— -1 000100

1 27 e
h=h+il g 00 01 0| us2s (000010
000 00 3 000001

A dltima matriz obtida é a forma de Hermite de A.

Observacao: Pelo Teorema 1.7.6, a transformacao de uma matriz A numa ma-
triz em forma de escada reduzida também pode ser obtida por meio de operacoes
elementares sobre colunas.




2. Sistemas de Equacoes Lineares

2.1 Conceitos basicos

Sao frequentes os problemas cuja resolugao envolve sistemas de equacoes lineares.
Embora alguns destes sistemas sejam simples de resolver, outros ha que, devido as
suas dimensoes e complexidade, requerem métodos sistematicos para a sua resolucao.
Neste capitulo iremos estudar um desses métodos.

Tal como no capitulo anterior, representamos por K o conjunto R ou o conjunto C.

Definigao 2.1.1. Sejamn € N. Uma equagao linear nas incognitas i, s, . .., Ty,
sobre K, € uma equacao do tipo

a1xy + asxs + ...+ apx, = b,

com ay,ag, ..., ay,b e kK.

Os elementos a; (i € {1,2,...,n}) designam-se por coeficientes da equag¢io e o
elemento b designa-se por termo independente da equacao.

Definicao 2.1.2. Sejam n,m € N. Dd-se o nome de sistema de m equacgoes
lineares em n incognitas v, s, ..., x,, sobre K, a uma colecao de equacgoes li-
neares

1121 + A12T2 + *+ + + ATy = bl
A21T1 + Q229 + * + + + Aop Ty = b2

() | ,

Am1T1 + AmaT2 + -+ - + AppTn = bm

onde a;;,b; € K, para todo i € {1,2,....m} e j € {1,2,...,n}.

O sistema (S) diz-se homogéneo se by = by = ... = b,, = 0, i.e., se os termos
independentes de (S) sdo todos nulos.

Chama-se solugao de (S) a qualquer n-uplo (aq,ao, ..., o) de K" tal que, para
todo i € {1,....,m}, a1 + apas + ... + oy, = b;.

Representa-se por Sol(sy o conjunto de solugoes de (S), i.e.,

SOl(s) = {(()417042, ...,Oén) e K": a; 100 + a0 + ... + G0, = bZ,VZ € {1, ,m}}

28
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Definigao 2.1.3. Se (S) e (S') sdo sistemas de equagoes lineares sobre K com o
mesmo conjunto de solugoes, diz-se que (S) e (S') sao equivalentes.

Definicao 2.1.4. Um sistema (S) de m equagdes lineares em n incognitas e de
coeficientes em K diz-se:

e impossivel se nao tem solugao i.e., se Solg) = 0;

e possivel se tem, pelo menos, uma solugao, i.e., se Solgy # 0;

e possivel determinado se o sistema tem uma unica solugao;

e possivel indeterminado caso o sistema tenha mais do que uma solugao.
Observagao: Um sistema (S) de m equagdes lineares em n incognitas que seja

homogéneo é sempre possivel, uma vez que (0,0, ...,0) € K" é solucao de (5); a esta
solugao da-se a designacao de solugao trivial.

Dado um sistema (.S) de equagoes lineares entende-se por:

e discutir o sistema, verificar se (S) é possivel e, neste caso, se é determinado
ou indeterminado;

e resolver o sistema, determinar o conjunto de solugoes do sistema.

Exemplo 2.1.5. A equacao
1 + Ty — 833‘3 =0

¢ equivalente a
r1 = —x9 + 8.

Uma vez que x9 e x3 sao arbitrdrios, este sistema € possivel e indeterminado. Para
obtermos uma solucao diferente da trivial podemos considerar, por exemplo, xo = 1
e x3 =1, donde resulta x1 = 7.

Exemplo 2.1.6. Consideremos o sequinte sistema de 3 equagoes lineares em 3
imcognitas:

—xr — by — 2z = 2 (1)
20 — 2y + z = 0 (i)
3v + 3y + 3z = -1 ().

Se adicionarmos (i) e (iii), obtemos obtemos a equagao
20 =2y + 2z =1,

0 que nao € consistente com a equagao (i), pelo que o sistema ndo admite nenhuma
solucao, i.e., € um sistema impossivel.
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Exemplo 2.1.7. Dado o sistema de 3 equacgoes lineares em 3 incognitas

Ol‘l + 1ZL‘2 — 8[L‘3 = 17 (Z)

vamos determinar o seu conjunto de solugoes.

Se trocarmos a equagdo (i) com a equagdo (i), obtemos

ley — lag + Oz3 = 0 (111)

Agora, se substituirmos a equa¢ao (i) por (iii)-(i) ficamos com

Substituindo a equagdo (iii) por (i1i)+(ii) tem-se

Finalmente, se multiplicarmos a equagao (iii) por —1/9, obtém-se

Oxy + Oz + lag = 3 (111)

O ultimo sistema é de resolugdo mais simples do que o sistema inicial: substituindo
xg por 3 em (ii) obtém-se xo = T e da equacao (i), por substitui¢ao de x3 e x3,
resulta que r1 = 7. Assim, uma vez que o sistema admite solucao e que esta €
unica, concluimos que o sistema € possivel e determinado.

Em cada um dos exemplos anteriores, o sistema inicial foi sucessivamente trans-
formado noutros sistemas efectuando apenas as seguintes operagoes sobre equagoes:

i) troca da equagao i com a equagao 7j;
ii) multiplicagao da equacao i por a € K\ {0};

iii) substituicdo da equacdo i pela sua soma com a equagdo j multiplicada por
B €K, com i # j.

A estas operacoes damos a designacao de operacoes elementares sobre equacoes.
E simples de verificar que se (') for um sistema obtido a partir de um sistema (S)
efectuando uma operagao elementar sobre as equagoes de (.5), entdo os dois sistemas
sao equivalentes.
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Um sistema (S) de equagoes lineares e de coeficientes em K

a11T1 —+ a12T9 + -+ ATy = bl
9171 + G99%o + - - - + Gon Ty = by

Am1T1 + AQpaXe + -+ - + App Ty = bm

pode ser representado pela equacao matricial

Az =10
onde
@11 Q2 -+ Qin by T
Q21 Q22 -+ Q2 by X2
A= , b= , T =
am1 Am2 - Amn bm Tp

As matrizes A, x e b designam-se, respetivamente, por matriz simples de (5),
matriz incognita de (S) e matriz dos termos independentes de (S). Tendo
em conta que as incégnitas tém um papel secundario na resolugao de um sistema
e que as operagoes elementares sobre as equagoes envolvem apenas os coeficientes e
os termos independentes, o sistema (.S) pode ainda ser representado, de uma forma
mais abreviada, pela matriz

ai a12 A1n by
a1 22 Aon by
am1 Am2 Amn bm

a qual se d& a designagdo de matriz ampliada de (S) e que se representa por
[A|b]. O sistema (5) fica completamente representado por esta matriz, uma vez que
cada linha da matriz representa uma equagao de (.5).

Exemplo 2.1.8. Se considerarmos o sistema (S) apresentado no exemplo 2.1.7,
a matriz simples, a matriz incognita e a matriz dos termos independentes deste
sistema sao, respetivamente,

0 1 -8 ) ~17
A=|1 0 1], r=| e b= 10
1 -1 0 o 0

A matriz ampliada associada ao sistema € a matriz

0 1 —-8|-17
A=1|11 0 1| 10
1 -1 0 0
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Dado um sistema (5) de m equagoes lineares em n incognitas e de coeficientes
em K, o seu conjunto de solugoes pode ser determinado através da resolucao da
equacao matricial Az = b que lhe estd associada. De facto, (aq, o, ...,a,) € K" é
solugdo de (S) se e s6 se

Nos exemplos 2.1.5, 2.1.6 e 2.1.7, os sistemas foram resolvidos recorrendo apenas
a operacoes elementares sobre equacgoes. Efectuar uma destas operacoes sobre as
equagoes de um sistema (S) corresponde, em termos matriciais, a efectuar operagoes
andlogas sobre as linhas da matriz ampliada [A|b] associada ao sistema. Mais
precisamente:

e trocar a equagdo ¢ com a equagao j no sistema (S) corresponde a trocar a
linha ¢ com a linha j da matriz [A |b];

e multiplicar a equacdo i do sistema (S) por @ € K\ {0} corresponde a multi-
plicar a linha ¢ da matriz [A|b] por «;

e substituir a equacao ¢ do sistema () pela sua soma com a equacao j multi-
plicada por 8 € K corresponde a substituir a linha i da matriz [A | b] pela sua
soma com a linha 7 multiplicada por § € K, com 7 # j.

E simples verificar que, da mesma forma que as operagoes elementares sobre as
equacoes de um sistema nao alteram o seu conjunto de solucoes, as operacoes ele-
mentares sobre as linhas da sua matriz ampliada também nao alteram a solucao da
equacao matricial associada ao sistema.

Teorema 2.1.9. Sejam m,n € N e Ax = b a equagao matricial de um sistema de
m equagoes lineares em n incognitas, sobre K. Se a matriz [A"| V] € obtida de [A| D]
efectuando uma operacao elementar sobre as linhas, entdo A'x =V e Ax = b tém o
mesmo conjunto de solucoes.

Demonstracao. Cada operagao elementar sobre as linhas da matriz ampliada [A | b]
corresponde a multiplicar (& esquerda) ambos os membros da equagao Ax = b por
uma matriz elementar F. Assim, tendo em conta que A’ = FA, b = Eb e que
as matrizes elementares sao invertiveis, o resultado é imediato. De facto, dado

c € Myx1(K),
Ac=b= FAc=FEb= A'c=1

Alc=b = FAc=Eb= E 'EAc= E"'Eb= Ac=0b. O

Observacao: No primeiro capitulo observdmos que toda a matriz que é equiva-
lente por linhas a uma matriz A também é equivalente por colunas a matriz A.
Porém, o resultado anterior nao é valido para todas as operacoes elementares por
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colunas. Com efeito, quando se aplicam operacoes elementares sobre matrizes tendo
por objetivo a resolucao de sistemas, a Unica operagao sobre colunas que pode ser
aplicada é a troca de colunas, sendo que neste caso tem de se proceder a uma troca
de incégnitas no sistema final que seja coerente com a troca de colunas efetuada.
Por este motivo, na resolucao de sistemas optaremos por recorrer apenas a operacoes
elementares sobre linhas.

2.2 Discussao e resolucao de sistemas

Nesta seccao, vemos como aplicar o método de eliminagao de Gauss na discussao
e resolucao de sistemas. Este método transforma o sistema original em um sistema
equivalente, porém de mais facil resolucao.

No Exemplo 2.1.7, o sistema

0[L‘1 + 1ZL‘2 — 8l‘3 = 17
11’1 + 01’2 + 1373 = 10
11’1 — 11’2 + O.T3 = 0

foi sucessivamente transformado, efectuando operagoes elementares sobre equacoes,
até obtermos o sistema

1371 + O.TQ + 11’3 = 10
Ory + lzg — 8x3 = —17
O.Tl + O.TQ + 11’3 = 3

o qual é de resolucao bastante mais simples. Considerando a representagao do
sistema em termos de matrizes, esta transformacao corresponde a efectuar sucessivas
operacoes elementares sobre as linhas da matriz ampliada do sistema

0 1 —-8|-17

1 0 1 10

1 -1 0 0
até obtermos a matriz

1 0 1 10

0 1 —8|-—-17

00 1 3

Esta ultima matriz tem a particularidade de ter a forma de escada.

O processo que foi adoptado na resolugao do sistema do Exemplo 2.1.7, e que
permitiu reduzir a matriz ampliada deste sistema a uma matriz em escada, é o
método de eliminacao de Gauss descrito no capitulo anterior.

O método de eliminacao de Gauss permite simplificar e sistematizar a resolucao
de sistemas de equacoes lineares. Um passo elementar deste método, quando apli-
cado & matriz ampliada [A|b] de um sistema Az = b, consiste em adicionar a uma
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certa equagao um multiplo de outra, de forma a que na equacao obtida seja nulo o
coeficiente de certa incégnita. Diz-se que se eliminou essa incognita da equacao. Os
passos elementares sao conduzidos de maneira a eliminar a incégnita x; de todas as
equacoes a partir da 2% equacao, depois eliminar a incégnita x5 de todas as equacoes
a partir da 3% equacao, etc. Quando termina o método de eliminacao de Gauss,
obtemos uma matriz em escada [Ulc]. O sistema correspondente a esta matriz,
Uz = c, é de resolucao mais simples e hd a garantia de ser equivalente ao sistema
Az = b, uma vez que [U|c] é obtida de [A|b] efectuando apenas operagoes elementares
sobre linhas. Quando se obtém o sistema correspondente a matriz [Ulc], é fécil
verificar se o sistema é possivel ou impossivel. Se o sistema for possivel, resolve-se
de baixo para cima, escrevendo, se necessario, as incégnitas bdsicas (as que estao
a multiplicar pelos pivots) em fungao das livres (as restantes variaveis).

Exemplo 2.2.1. Consideremos o sequinte sistema de 4 equacoes lineares em
ncognitas
Ty + 2x9 + x3 4+ T4 =
T+ X9
2r7 + wy + T3 + 14
To + 2.1’3 + x4y =

I
[NCRSy N g

Aplicando o método de eliminacao de Gauss a matriz ampliada do sistema, temos

1 21 11 1 2 1 1| 1
1 1 0 02 lo = 1o — 1y 0O -1 -1 -1 s
2 1 1 1|1 | s—=53-2, |0 -3 -1 —1|-1
01 2 1|2 0o 1 2 1| 2
1 2 1 1| 1 1 2 1 1| 1
ly—ly=3 | 0 -1 -1 =1 1 | ————2]0 -1 -1 -1 1
Lb=ol+l [0 0 2 2|—4 |77 280 0o 2 2|4
0o 0 1 0] 3 0O 0 0 —-1| 5

Desta forma obtém-se o sistema

T1 + 2x9 4+ x3 + x4 = 1
—XTy — XT3 — X4 = 1

233‘3 + 2.1’4 = —4

— Ty = 5

equivalente ao inicial, mas de mais facil resolu¢ao. Da ultima equagao obtém-se
x4 = =5, substituindo x4 na 3% equagdo temos x3 = 3, donde 1o =1 e xy = 1.

Exemplo 2.2.2. Consideremos o sequinte de 4 equacoes lineares em 4 incognitas

2[L‘1 + 4l‘2 + 6l‘3 + 8[L‘4 = ]_
—2x7 — 2wy — 4dx3 — b6xy4 = 1

4r1 + 8xy + 1ldx3 + 8zy = —6 °

41’1 + 8372 + 16373 + 81’4 = —6




sistemas de equacoes lineares

35

Aplicando o método de eliminacao de Gauss a matriz ampliada do sistema, temos

2 4 6 8] 1]—m—

—2 =2 -4 =6 zl2—_>>zl2j2lz1
4 8 14 8 l3—>l3—2l1
4 12 16 20 e

l4 — l4 — 2[2

O sistema correspondente a ultima matriz,
sistema

207 + 4xy + 623 + 814
2.1’2 —+ 2.1’3 + 233‘4
2[L‘3 - 8l‘4

Resolvendo o sistema por substituicao inversa, obtem-se

5
:6a4+_7a'2

SOZ(S) = {(a'la a2, a3, a4) | ai 9

[eciN v RN vl \V]

S O O

O N

S O N

NN O

O N NS

e equivalente ao

1

-8

8| 1
2| 2
8|8 |
4] 4
8 1
2 2
—8 | —8
0 0

sistema inicial, € o

= —5(1,4 —+ 5, az = 4(1,4 — 4}

Como vimos nos exemplos anteriores, quando se aplica o método de eliminacao de
Gauss na resolugao de um sistema de equagoes lineares, a matriz ampliada do sistema
¢é transformada, por meio de operacoes elementares sobre linhas, numa matriz em
forma de escada. Mas, como foi referido no capitulo anterior, o processo descrito
no método de eliminacao de Gauss pode ser complementado com outras operacoes
elementares, de forma a obter uma matriz equivalente por linhas a matriz ampliada
e que esteja em forma de escada reduzida. Este método, conhecido por método de
eliminagao de Gauss-Jordan, quando aplicado na resolucao de sistemas de equacgoes
lineares, permite obter sistemas equivalentes aos sistema dados e que, de uma forma

geral, terao uma resolugao ainda mais simplificada.

Exemplo 2.2.3. Consideremos de novo o sistema indicado no Exemplo 2.2.1.

r, + 233‘2 —+ T3 + X4

ry + )
2r7 + wy + T3 + 14
) + 2[L‘3 + Ty

N — DN

Nesse mesmo exemplo vimos que, aplicando o método de eliminagcao de Gauss a
matriz ampliada deste sistema, € possivel obter a matriz em escada

1 2 1 1 1
0 -1 -1 -1 1
0 0 2 2|4
0 0 0 -1 )
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Partindo desta ultima matriz e sequindo o processo descrito no Teorema 1.8.9 temos

1 2 1 1 W 1 2 1 0 6
0 -1 -1 —-1| 1 ;1?*_34 0 -1 -1 0|—4|_
0o 0 2 2|-4 12—>12—|—l4 0O 0 2 0| 6
0 0 0 —1| 5 P74 o 0 0 —1| 5
"1 2 0 0] 3 1 00 0] 1
lb >lb+3; |0 -1 0 0|-1|———>»|0 -1 0 0]-1
hoh—d; |0 02 of ¢ |72y oo o] 6|7
0 0 0 —1| 5 0 0 0 —1| 5
ﬁ'l 0 0 0 1
Ly 010 0f 1
S oo0 1 0] 3
4 1000 1|-5

A dltima matriz obtida, em forma de escada reduzida, ¢ equivalente por linhas a
matriz [A]b]. Por conseguinte, o sistema inicial (S) € equivalente ao sistema

T, = 1
To = 1
I3 = 37
Ty = -5

donde obtemos Solgy = {(1,1,3,=5)}.

Seguidamente debrugamo-nos sobre um outro tipo de problema que também ja
foi referido no inicio do capitulo - a discussao de sistemas de equacoes lineares.
Como iremos ver, a discussao de um sistema de equagoes lineares pode ser feita
recorrendo a caracteristica da sua matriz simples e da sua matriz ampliada, sem
que seja necessario determinar o seu conjunto de solucgoes. Aplicando o método de
eliminacao de Gauss a matriz ampliada do sistema, representada por [A | b], podemos
determinar a caracteristica dessa matriz e a caracteristica da matriz simples do
sistema, ou seja, da matriz A. Sendo [Ulc] a matriz em escada obtida a partir de
[A]b] por aplicacao do método de eliminagao de Gauss, entao car([A|b]) é o nimero
de linhas nao nulas de [Ulc] e car(A) é o nimero de linhas nao nulas de U. Note-se
que se tem sempre car(A) < car([A]b]).

Sendo (S) um sistema a m equagoes lineares e n incdgnitas, [A|b] a matriz ampliada
do sistema e designando por r a caracteristica de A, tem-se um dos seguintes casos:

1) r=m=n; 2)r=m <mn; 3) r < m.

No primeiro caso, a matriz [U | ¢] tem a forma

Uil U2 e Ulin C1
0 U292 ... Uop | C2

(U] = 0 0 ... us,|cs

0 0 ... Upp|cCn
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que corresponde ao sistema

U111 + Uexs + ... + uUpr, = C
U99Toy -+ ... + U9, = Co
UpnTn = Cp

em que u; # 0, para todo 7 € {1,...,n}.
A partir da dltima equacao deste sistema obtemos z, = 2= e, por substituicao
inversa nas equacoes anteriores, obtemos sucessivamente x,,_1,%,_oa,...,2x1. Neste
caso, o sistema é possivel determinado.

No segundo caso, em que temos r = m < n, a matriz [U | ¢] serd da forma

0 ... U‘ljl . U1j2 . UUS . uljm . Uin C1

0 0 e U2, e U245 e U2, e Uon Co

[U|C]: 0 ... 0 0 ~e. U3j3 ... U35, ... U3p | C3
_0 0 0 0 coo Umgy  oo- Ump | Cn |

onde, para todo k € {1,...,m}, ug;, # 0 e, para todo j < ji, ug; = 0.

No sistema correspondente a [U | ¢] s@o livres as incégnitas x;, com j € {1,...,n}\
{j1,J2, -, Jm}, € obtemos as restantes incégnitas em funcao destas. Desta forma, o
sistema é possivel indeterminado.

No caso em que r < m, temos

0 ... U4, U1, U4 U1j,, Uin C1

0 0 U5y - - - Ugjs - - U2jy, - - - U, Co

0 ... 0 0 cee Uzj3 ... UBG, .- U3p C3
Ul =

0 ... 0 0 0 R T N 1 e

0 ... 0 ... 0 ... 0 ... 0 ... 0 |ecmn

(0 ... 0 ... 0 .. 0 . 0 . 0| cm |

Se ¢; # 0, para algum i € {r + 1,...,m}, o sistema é obviamente impossivel.

Sec, 1 == ¢, =0, entao as ultimas m—r equagoes do sistema correspondente a
matriz [Ulc] sdo identidades, e o sistema é equivalente ao das r primeiras equagoes.
Este sistema estda num dos casos estudados antes: de facto, se r = n, o sistema
enquadra-se no primeiro caso, e se r < n, temos um sistema do tipo que foi estudado
no segundo caso.

Do que foi observado conclui-se o seguinte:
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Teorema 2.2.4. Sejam m,n € N e Ax = b um sistema de equacoes lineares, com
A € Mun(K). Entao:

e 0 sistema € possivel se e sd se car(A) = car([A|b]);
e 0 sistema € possivel determinado se e sd se car(A) = car([A|b]) = n;

e 0 sistema ¢ possivel indeterminado se e s se car(A) = car([A]b]) < n.

Exemplo 2.2.5. Consideremos o sistema de 4 equagoes lineares em 4 incognitas

+ 2.1’2 — I3 =
1+ X2 =
-1 + X2 + T3 + T4 =
21’2 + 3 + 14 =

N — N =

Aplicando o método de eliminacao de Gauss a matriz ampliada do sistema, temos

02 -1 0]1 11 0 0]2
L0 0|2 |2 0 2 -1 01| |
-1 1 1 1}t [ *72 ] 11 1 1|1
02 1 1]2 0 2 1 1/2
1 1 0 02 1 1 0 0]2
m 0 2 -1 0]1 I3 =13 —1s 0 2 -1 01 N
3TBTH 0 2 1 13| bu=l—-1L |0 0 2 1]2
002 1 1]2 00 2 11
11 0 0] 2
00 2 1] 2
00 0 0]-1

O sistema correspondente a ultima matriz, e equivalente ao inicial, é o sistema

r, + To = 2
+ 2[L‘2 — T3 = ]_
21’3 + x4 = 2

1

que obviamente € impossivel.

Exemplo 2.2.6. Consideremos o sistema do Fxemplo 2.2.1. Aplicando o método
de eliminagao de Gauss a matriz ampliada deste sistema obtemos a matriz

2 1 1 1
-1 -1 -1 1
0 2 2| -4
0 0 -1 )

o O O
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a qual corresponde o sistema

r1 + 2wy + w3y + x4y = 1
—Ty — rs — Ty = 1

2l‘3 + 2[L‘4 = —4

— Ty = 5

Uma vez que car(A) = car(A|b) =4, o sistema é possivel e determinado. De facto,
da ultima equacao resulta que xy = —5 e substituindo sucessivamente nas equacgoes
anteriores, obtemos x3 =3, xo =1, x1 = 1.

Exemplo 2.2.7. Consideremos o sistema (S) de 3 equagdes lineares em 3 incognitas

r1 — 3xy + 233 = 1
2[L‘1 + 4[L‘3
—r; + 4l‘2 - 2[L‘3 =0

I
o0

Como

1 -3 2[1]———— 1 -3 2|1 1 -3 2]1
_ _—

2 0 48 l;iljflll 0 6 0|6|lsslk-1]0 60[6]|.

—1 4 =20 ?* 72" o 1 0]1 0 0 0/0

concluimos que ¢ (A) = ¢ (Alb) = 2 < 3, pelo que o sistema € possivel indeterminado.
O sistema correspondente a ultima matriz € dado por

.T1—3.§L’2—|—2.§L’3:1
6[L‘2 =

onde x3 € arbitrario, xo = 1, r1 = 4 — 2x3. Assim,

Solig) = {(4 —2a,1,a) € R?*: a € R}.

No caso particular dos sistemas homogéneos, ja haviamos observado que estes sis-
temas sao sempre possiveis. Agora, com base no teorema anterior, sabe-se também
que o sistema Az = 0, com A € M,,»,(K), é determinado se e s6 car(A) = n.

Definigao 2.2.8. Sejam m,n € N e Axr = b, com A € M,xn(K), um sistema
de equagoes lineares. Dd-se a designacao de sistema homogéneo associado a
Ax = b ao sistema Az = 0.

O conjunto de solugoes de um sistema e do sistema homogéneo associado estao
relacionados de acordo com o estabelecido no teorema seguinte.

Teorema 2.2.9. Sejam m,n € N, Az = b um sistema de equagoes lineares, com
A € Myn(K), ey € Mpx1(K) uma solugao do sistema. Entio w € M« (K) €
solug¢do de Ax = b se e s6 se w =y + z, onde z € M,x1(K) € solugio de Ax = 0.




sistemas de equacoes lineares 40

Demonstracao. Seja y € M, x1(K) uma solugdo de Az = b.
Suponhamos que z € M,,1(K) é uma solugao do sistema homogéneo Az = 0. Entao

Aly+2) =Ay+Az=0b+0=0,

pelo que w = y + z é solugao de Ax = b.

Reciprocamente, suponhamos que w é uma solucao de Ax = b. Entao
Alw—y)=Aw—-Ay=b—->b=0.

Por conseguinte, w pode escrever-se como a soma de y com uma solucao do sistema
Az =0, pois w =y + (w — y) onde w — y é solucao de Az = 0. O

Do teorema anterior segue de imediato o resultado seguinte.

Corolario 2.2.10. Sejam m,n € N e Ax = b um sistema de equacoes lineares, com
A € Myxn(K). Entao, se for possivel, o sistema Ax = b é determinado se e so
se o sistema homogéneo associado é determinado (i.e., admite como unica solugdo

Onxl)-
2.3 Inversao de matrizes

A determinacao da inversa de uma matriz, caso exista, corresponde a resolucao
de um sistema de equacoes lineares. Assim sendo, o método de eliminacao de Gauss-
-Jordan, para além de nos facultar um algoritmo para a resolugao de sistemas, da-nos
também um processo para o calculo da inversa de matrizes invertiveis.

Antes de vermos de que forma o método de eliminacao de Gauss-Jordan pode ser
aplicado no cédlculo da inversa de uma matriz, apresentamos uma caracterizagao de
matrizes invertiveis que nos permite decidir sobre a invertibilidade de uma matriz
através do calculo da sua caracteristica.

Teorema 2.3.1. Sejam n € N e A € M, (K). Entio A ¢é invertivel se e sd se
car(A) =n.

Demonstracdo. Suponha-se que A é invertivel. Entao
Ar=0=A"Az)=0= (A"'A)z=0=2=0
Logo, como o sistema Az = 0 ¢ determinado, temos car(A) = n.

Reciprocamente, suponhamos que car(A) = n e mostremos que A é invertivel. Por
definicdo, uma matriz A € M, (K) é invertivel se existir uma matriz
X = [x] € M,(K) tal que AX = I, = XA. A existéncia de X € M, (K) tal
que AX = I, é equivalente a existéncia de
T T12 Tin
T21 T22 Ton
Ir = . , X9 = . )y ey, XTp =

Tn1 Tn2 Tnn
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tais que
1 0 0
0 1 0
Avy = | |, Azg=1| . |, ..., Ax,=| . ()
0 0 1

Como car(A) = n, cada um dos sistemas indicado em (x) é possivel e determinado,
o que significa que existe X € M, (K) tal que AX = I,. Para podermos concluir
que X ¢ a inversa de A falta verificar que XA = [,. Para tal, comecemos por
mostrar que se B € M,,»,(K) é uma matriz tal que AB = 0, entdo B = 0. De
facto, se representarmos por b; a coluna i de B, i € {1,...,n}, entao de AB = 0
segue que, para todo i € {1,...,n}, Ab; = 0. Como car(A) = n, o sistema Ax =0 é
determinado e, portanto, b; = 0, para todo i € {1,...,n}. Logo, B = 0.

Assim, de

AXA—T,)=AXA) — A= (AX)A—A=I,A— A=0,

concluimos que XA — I, =0, i.e., XA =1,. Logo, A é invertivel. O

J& sabemos, pelo Teorema 1.3.8, que se A, X € M, (K) sdo matrizes tais que
A é invertivel e AX = I, entao XA = I,,. Logo, sendo A uma matriz invertivel,
para determinarmos a sua inversa basta resolver os sistemas referidos em (x). Além
disso, uma vez que a matriz simples destes sistemas é a mesma, podemos optar pela
resolucao de todos os sistemas em simultaneo. Tal é conseguido aplicando o método
de eliminacao de Gauss-Jordan & matriz [A|I,]; a matriz obtida apds a aplicacao
deste método é a matriz [I,, |A71].

Exemplo 2.3.2. Seja

12 3
A=10 2 2
5 6 14
Entao, de
(12 31007 f1 2 3] 100 |
0 2 2 010 I3 — I3 — 5y 0 2 2 010 I3 — I3+ 2l
|56 14 [0 0 1 0 -4 —1 -5 0 1
1 2 3 100 ] ——"—=[120 6 —2 -1
22| 010 TR lo20] 0 1 2|
l2—>l2—§l3 3 3 3
003|521 003|-5 2 1
8§ 5 1 18 5 1
el BN I N S B e VA I B M B
003 |-5 2 1] 7273 |oo0o1]|-2 2 1
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concluimos que a matriz A admite inversa e que

8 _5 _1

L a1 3
S B
3 3 3

Sejam A, B € M,,(K). Ja foi estabelecido anteriormente que se A é uma matriz
invertivel e AB = I,,, entao BA = I,,. O teorema seguinte generaliza este resultado.

Teorema 2.3.3. Sejamn € N e A, B € M, (K). Se AB = I, entio A e B sao
matrizes invertiveis, B-' = A e BA=1,.

Demonstracao. Admitamos que AB ¢ invertivel. Entao
Br=0=ABx=0=2=0.

Assim, o sistema Bx = 0 é possivel e determinado, pelo que car(B) = n. Logo, B
é invertivel. Provemos, agora, que A é invertivel. De facto, como AB = I, e B é
invertivel, tem-se

A= Al,= A(BB™)=(AB)B™' =1,B'=B"

Como a matriz B~! é invertivel, entdo A é uma matriz invertivel.
Considerando que B~! = A, também se tem BA = I,,. O

Teorema 2.3.4. Sejamn € N e A, B € M, (K). Entao AB ¢ invertivel se e so se
A e B sao invertiveis.

Demonstracao. Foi provado, no Teorema 1.3.10, que se A e B sao invertiveis, entao
AB ¢é invertivel, pelo que resta provar a implicacdo contraria.

Para provar o resultado reciproco, comecemos por mostar que se AB é invertivel,
entao A é invertivel. No sentido de se fazer esta prova por reducao ao absurdo,
admitamos que AB é invertivel e que A nao é invertivel. Entao

car(AB) =n e car(A) < n.

Sejam A’ uma matriz em forma de escada equivalente por linhas a matriz A e
E,, ..., By matrizes elementares tais que A’ = E,--- E;A. Logo A'B=E, --- E1AB,
donde segue que

car(AB) = car(E, - - E,(AB)) = car((E, - - - E1A)B) = car(A'B).

Como car(AB) = n, também se tem car(A’B) = n. No entanto, como car(A) < n,
a matriz A’ tem, pelo menos uma linha nula, pelo que A’B também tem pelo menos
uma linha nula e, portanto, car(A’'B) < n (contradigao).

Mostremos, agora, que se AB é invertivel, entao B é invertivel. De facto, como
AB ¢ invertivel, existe X € M, (K) tal que (AB)X = I,. Entdao A(BX) =1, e
do resultado anterior segue que BX é invertivel. Consequentemente, pelo que foi
provado anteriormente, B é invertivel. O




3. Espacos Vetoriais R"

Muitas estruturas matematicas tém propriedades em comum que podem ser
generalizadas através de um estudo mais abstrato. Um dos principais objetos de
estudo da Algebra Linear sao os Espacos Vetoriais. Esta nogao é uma generalizacao
da estrutura associada ao conjunto formado por todos os segmentos orientados com
origem num determinado ponto, munido das operacoes de adicao de segmentos orien-
tados e multiplicagao de um escalar por um segmento. Os elementos deste conjunto
sao conhecidos por vetores, termo que que da origem a denominacao espaco vetorial.
Além disso, os pontos e segmentos orientados no plano sao geralmente identificados
com elementos de R?, onde a adicao de vetores de R? e a multiplicacao de nimeros
reais por vetores de R? possuem uma interpretacao geométrica natural. De modo
analogo, no espaco tridimensional, os pontos e segmentos orientados correspondem
a elementos de R3?, e as operacoes de adicao de vetores e multiplicacao de escalares
por vetores também tém significado geométrico. Estas duas estruturas servem de
motivacao para o estudo dos chamados espacos vetorias R™.

3.1 Dos segmentos orientados aos espacos vetoriais R"

As quantidades fisicas mais simples ficam completamente definidas pela sua
magnitude, ou seja, por um tnico valor numérico, eventualmente associado a uma
unidade de medida adequada. A uma quantidade deste tipo déd-se a designacao de
escalar. Quantidades tais como temperatura, comprimento e volume sao exemplos
de escalares.

H& outro tipo de quantidades fisicas, tais como forga e deslocamento, que s

ficam completamente definidas se, para além da sua magnitude, for indicada uma
direcao e um sentido; a este tipo de quantidade da-se a designacao de vetor.
A magnitude de um vetor é especificada por um numero real nao negativo que
pode estar associado a uma unidade de medida (a magnitude dos vetores e dos
escalares também pode ser especificada por um niimero complexo, mas neste curso
consideraremos apenas nimeros reais). A diregdo de um vetor é especificada pela
sua relagdo com determinadas linhas e/ou planos de referéncia. O sentido do vetor
¢ determinado pela ordem de dois pontos.

No plano ou no espaco, os vetores podem ser representados geometricamente por
setas: o comprimento da seta é proporcional a magnitude do vetor e a direcao e o
sentido da seta indicam a direcao e o sentido do vetor.

43
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A origem da seta é designada ponto inicial do vetor e a extremidade da seta é o
ponto final do vetor.

Ponto final

Ponto inicial

Se um vetor v tem ponto inicial A e ponto final B, denotamos o vetor por v = 1@
quando pretendemos explicitar os pontos inicial e final.

Nas aplicacoes ocorrem dois tipos de vetores: os vetores fixos e os livres. Um
vetor fixo é um vetor cujo efeito fisico depende da localizagdo do ponto inicial,
além da magnitude, direcao e sentido. Um vetor livre é um vetor cujo efeito fisico
depende apenas da magnitude, direcao e sentido. Neste curso trataremos apenas de
vetores livres e passamos a denominda-los apenas de vetores. Atendendo a que os
vetores livres nao sao afetados por translacao, dizemos que dois vetores u e v sao
iguais (ou equivalentes) se tém a mesma magnitude, a mesma diregdo e 0 mesmo
sentido.

O vetor cujos ponto inicial e ponto terminal coincidem tem comprimento zero,
pelo que denominaremos este vetor de vetor zero ou vetor nulo. O vetor nulo
nao tem direcao nem sentido e, portanto, convencionamos que tem a direcao ou o
sentido que forem convenientes.

Existem varias operacoes que podem ser efetuadas com vetores.

Adicao de vetores

—
Sejam O, A e B sao pontos do plano ou do espago. Supondo que u = OA e v = 1@,
entao a soma dos vetores u e v, representada por u + v, corresponde ao vetor OB.

OUA

A regra de adicao de vetores apresentada anteriormente da-se a designagao da Regra
do Triangulo para a Adigao Vetorial.

De forma equivalente, a adicao de vetores pode ser definida com base na Regra do
Paralelograma para a Adicao Vetorial: se O, A, B, C' sao pontos do plano ou do

espago e u e v sao vetores tais u = OA = BC ev=0B = AC, entao u+v =0

- I

7
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Mutiplicacao de um escalar por um vetor

Sejam o € R e v um vetor do plano ou do espaco. O produto do escalar « pelo
vetor u é o vetor au definido da seguinte forma:

(a) se « =0 ou u = 0, entdo au = 0;

(b) se  #0ewu # 0, au é o vetor com a mesma diregao de u, mas cuja magnitude
é |a| vezes a magnitude de u e cujo sentido é o mesmo de u se & > 0 e 0 oposto
de u se v < 0.

A\

Embora a representacao geométrica seja extremamente 1til para a intuicao e justi-
ficacao de diversos conceitos vetoriais, em muitas situacoes torna-se necessario des-
crever os vetores de forma algebricamente precisa, de modo a possibilitar o estudo
sistematico da algebra vetorial por métodos analiticos.

A descricao analitica dos vetores resulta de forma natural da descrigao geométrica,
desde que se introduza um sistema de coordenadas. A ideia de utilizar um nimero
real para localizar um ponto sobre uma reta ja era conhecida pelos antigos gregos.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Cada numero real é representado por exatamente um ponto P na reta e cada ponto
P da reta representa um e um sé nimero real.

Em 1637, Descartes generalizou a ideia anterior, utilizando um par de nimeros
reais para localizar um ponto P no plano. Para tal, foram definidos sistemas de
coordenadas cartesianas. Um sistema de coordenadas cartesianas do plano
consiste de duas retas perpendiculares que usualmente sao designadas por eixo x e
eixo y.

)

O ponto de intersecao dos dois eixos, representado por O, é denominado a origem
do sistema de coordenadas.

Denotando por R? o conjunto {(z,y) : x,y € R} de todos os pares de nimeros
reais e considerando um sistema de coordenadas do plano, podemos estabelecer
uma correspondéncia bijetiva entre os pontos do plano e R?; a cada ponto P estd
associado um e um sé par ordenado (a;, ay) e, reciprocamente, a cada par de nimeros
reais estd associado um e um sé ponto.
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CL2 ...... .P: (al,az)

1 75¢m T
aj

Aos numeros a;,a, damos a designacao de coordenadas de P e escrevemos
P = (a4, ay) para indicar as coordenadas de P no plano.

Um par de niimeros reais pode ter outras interpretacoes, em particular podera ser
usado para representar um deslocamento. Se um vetor v representar um desloca-
mento com inicio na origem de um sistema de coordenadas cartesianas no plano e
com término num ponto P, o vetor v fica completamente determinado pelas coorde-
nadas do ponto P. Ao vetor v, usualmente representado por O P, da-se a designagao
de vetor posicao de P.

CL2 ...... P — (al,az)

Se v é o vetor posigao de P = (ay,as), isto é, se v = O?, escrevemos v = (ay, as)
para identificar o vetor. De um modo geral, qualquer deslocamento entre dois pontos
de um plano pode ser representado por um par de ntimeros reais; este par devera
medir o deslocamento que é efetuado em cada uma das direcoes. Se A e B sao pon-
tos cujas coordenadas no sistema de coordenadas cartesianas sao, respetivamente,
A = (ay,a3) e B = (b1,bs), entdo o vetor ﬁ , correspondente ao deslocamento de A
até B, é representado pelo par (b; —ay, by — as), e escreve-se ﬁ = (by —ay, by —ay).
Dois deslocamentos que tenham a mesma direcao, sentido e magnitude sao conside-
rados equivalentes, pelo que o deslocamento correspondente a AB é equivalente ao
deslocamento com inicio na origem do sistema de coordenadas e término no ponto
de coordenadas (by — a1, by — az).

Analogamente ao que sucede no espago bidimensional, todo o triplo de niimeros reais
(a1, ag, a3) pode ser identificado com um ponto P no espago tridimensional. Neste
caso consideramos um sistema de coordenadas cartesianas do espaco definido
por trés eixos perpendiculares, geralmente designados por eixo z, eixo y e eixo z.

z

Y

Desta forma, é possivel estabelecer uma bijecao entre o conjunto de todos os pontos
do espago e o conjunto R = {(ay,as,a3) : aj,as,a3 € R} de todos os triplos de
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nimeros reais; cada ponto P do espaco é identificado com um e um sé triplo de
nimeros reais (aq,as,as). Aos nimeros aj, as, az damos a designagdo de coorde-
nadas de P e escrevemos P = (aj,as,a3) para indicar as coordenadas de P no
espaco.

Dados dois pontos A e B no espaco, de coordenadas (ay, as,as) e (by,bo, b3), o des-
locamento de A até B também pode ser representado por um triplo de reais, mais
precisamente, por (by — ay, by — as, by — as).

O wuso de pares e triplos de ntimeros reais para representar pontos e vetores no
plano e no espaco ja era comum nos séculos XVIII e XIX. No entanto, no final do
século XIX e inicio do século XX, matematicos e fisicos passaram a reconhecer a
importancia de considerar espacos de dimensao superior. Um exemplo notavel é o
trabalho de Albert Einstein, que adicionou uma componente temporal ¢ as trés com-
ponentes espaciais (z,y, z), formando assim um quéadruplo (z,y, z,t) para descrever
um ponto no universo espaco-tempo de quatro dimensoes. Matematicos como A.
Cayley e H. G. Grassmann também fizeram referéncia a espacos de dimensao supe-
rior e recorreram a n-uplos (aq,as,...,a,) de nimeros reais para localizar pontos
em um espaco n-dimensional. Essas sequéncias ordenadas de ntimeros reais podem
ser interpretadas nao apenas como posicoes de pontos, mas também como vetores
de deslocamento ou posigao, além de servirem para modelar diversos fenomenos em
areas como a economia.

3.2 Espacos vetoriais reais R"

Nesta seccao, introduzimos os espagos vetoriais R™ que constituem o modelo
algébrico fundamental para o estudo dos vetores em qualquer dimensao. Nes-
ses espacos, as operacoes vetoriais sao definidas de forma puramente numérica,
o que permite desenvolver uma teoria unificada e independente da interpretacao
geométrica, mas que preserva toda a intuicao construida a partir da representagao
de vetores como segmentos orientados no plano e no espago.

3.2.1 Definicao
Dado n € N, define-se

R" = {(.Tl,l’z, 7xn) IS R7VZ - 1,2, 777,}
como o conjunto dos n-uplos ordenados de elementos de R.

O vetor (0,0,...,0) de R™ é designado por vetor nulo de R" e é representado por
Ogn.
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Teorema 3.2.1. Sejam + : R"xR" — R" e - : RxR"” — R" as operagoes definidas,
respetivamente, por
e z+y= (21 +y, T2+ Y2, s T + Yn),
para todos © = (x1, %9, ..., Tn) Y = (Y1, Y2y -, Yn) € R,
o a1 = (awy, g, ..., axy,),
para todos a € R e x = (21, o, ..., ) € R".
Entao, sao validas as sequintes propriedades:
(1) Vayern +y=y+;
2) Voysern x+y+2)=(x+y) + 2
3

Viern T+ Ogn = 2 = Opn + ;5

4 vmeR” El:v’eR” T+ = ORn =a + x;
6 vaana,ﬁeR (a+5)x:ax+ﬁx,
vaR”va,ﬁER (Oéﬁ) U= (ﬁx)u

vmeRn 1.2 =nx.

7

(2)
(3)
(4)
(5) Voyern Vacr  a: (z+y) =a-z+ay;
(6)
(7)
(8)

Definicao 3.2.2. Ao quddruplo (R",+,-,R), onde + : R" x R* — R" ¢
-t R X R™ — R" sdo as operagoes definidas, respetivamente, por
o v +y= (1 + Y1, Ta+ Y2, Tn + Yn),
para todos x = (1, Ta, ..., Tn) , Y = (Y1, Y2y -y Yn) € R,
o a1 = (awy, e, ..., axy,),
para todos a € R e x = (21, 23, ..., ) € R",

dd-se a designagao de espago vetorial real R" (ou espago vetorial R").
Os elementos de R™ sao designados por vetores e os elementos de R designam-se
por escalares.

Terminologia e notagao: Consideremos o quadruplo (R™, +, -, R) definido anteri-
ormente.

e Nao havendo ambiguidade, o espago vetorial (R", +, -, R) sera referido apenas
por R™.

e A operacao + definida em R™ designa-se por adi¢cao de vetores e a operacao
- por multiplicacao de um escalar por um vetor.

e Para cada x € R" e para cada a € R, é usual escrever ax para representar
-,

e Para cada = € R™, ao elemento 2’ determinado na condigao (4), chama-se
sitmétrico de x e representa-se por —zx.

e Dados z,y € R", representa-se por x — y o vetor x + (—y).
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3.2.2 Subespacos vetoriais

Definicao 3.2.3. Um subconjunto V de R™ diz-se um subespaco vetorial do
espaco vetorial R™, e escreve-se V< R", se:

i) V£D; i) Vyoyev, t+y eV, i11) Yeev, Vaer, -z € V.

Terminologia: Um suconjunto de R" que satisfaca a condicao ii) diz-se fechado
para a adigao de vetores. A condigao iii) descreve-se dizendo que o conjunto V'
é fechado para a multiplicacao de niimeros reais por vetores.

Teorema 3.2.4. Seja V' um subespago vetorial do espago vetorial R™.  Entao
Orn € V.

Demonstracao. Se V é um subespaco vetorial do espaco vetorial R", entao existe
x € V, pelo que, pelas condigoes i) e iii), x + (—z) = Ogn € V. O

Observacao: Caso um subconjunto de R™ nao contenha o vetor nulo de R"”, ele
nao podera ser um subespaco de R™. Assim, a definicao anterior pode ser enunciada
de forma equivalente substituindo a condicao V' # () por Ogn € V.

Exemplo 3.2.5. O conjunto V = {(x1,22) € R? : 29 = 0} é subespago vetorial do
espaco vetorial R%. De facto, V é um subconjunto de R? e

i)V #0, pois (0,0) € V;

it) para quaisquer x = (r1,%2),y = (y1,y2) € V, temos x +y € V, uma vez que
71,91 ER, 29 =0 eyp =0, pelo que v+ 1y = (v1 +y1, T2 + 1y2) € R? e 19 + o =
0+0=0;

ii1) para quaisquer x = (r1,x2) € V e € R, temos a-z €V, poisx € R e x5 =0,
pelo que a-x = (-1, 0 29) ER* e -1y =a-0=0.

Exemplo 3.2.6. O conjunto V = {(z1,73) € R?*: x5y = 2} nao € subespaco vetorial
do espago vetorial R?, pois existem v = (1,2) ey = (0,2) tais que z,y € V e
r+y=(1,4)¢V.

Seguidamente, vamos estudar formas de construir subespagcos vetoriais do espago
vetorial R™ a partir de outros subsespacos vetoriais dados.

Exemplo 3.2.7. No espaco vetorial R3, consideremos os subespagos vetoriais
V=A(z,y,2) ER*:x+y+2=0} e W={(z,y,2) ER’:y =22}

Entao

VW = {(z,y,2) eR3: (z,y,2) €V e (x,y,2) € W}
r,y,2) ER3 :x+y+z2=0ey =22}

(
(
Ex,y,z) ER:x=-3zey=2z}

e é simples verificar que V. NW € um subespaco vetorial de R?.
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De forma geral, a intersecao de quaisquer dois subespacos vetoriais de um espago
vetorial R™ é também um subespaco vetorial de R".

Teorema 3.2.8. Sejam V e W subespacos vetoriais do espaco vetorial R™. Entao
VNW é um subespaco vetorial de R™.

Demonstracao. Sejam V, W subespagos vetoriais do espaco vetorial R”. Como V' e
W sao subespacos vetoriais de R", tem-se V, W C R"”, pelo que VNW C R". Além
disso, verifica-se que:

i) VW # @, pois V e W s@o subespagos vetoriais de R”, pelo que Ogn € V' e
Or» € W e, portanto, Ogn € VN .

ii) Para quaisquer z,y € VNW, tem-se x +y € VNW. De facto, se z,y € VW,
entao z,y € Vex,y e W. Logo, x+y €V ex+y e W uma vez que V e W sao
subespacos vetoriais de R" e, portanto, x +y € VN W.

iii) Para quaisquer t e VNWea €R, ax e VNW. Sex € VNI, entdo x € V
e r € W. Logo, atendendo a que V e W sao subespacos vetoriais de R", tem-se
ar €V eareW. Assim, ax e VNW.

De i), ii) e iii) conclui-se que V N W é subespago vetorial de R". O

O resultado anterior pode ser generalizado a qualquer familia nao vazia de subuni-
universos de R™.

Teorema 3.2.9. Seja I um conjunto. Se {V; : i € I} € uma familia nao vazia de

subespagos vetoriais do espago vetorial R™, entdo (,c; Vi € um subespago vetorial de
R™.

Demonstracao. Exercicio. O

Na sequéncia dos resultados anteriores, coloca-se a questao se a uniao de dois
subespacos vetoriais de um espago vetorial R” também serd um subespaco vetorial

de R".
Exemplo 3.2.10. Considerando, novamente, os subespacos vetoriais
V={(z,y,2) eER¥*:24+y+2=0} W={(x,y,2) cR:y=2z}
do espaco vetorial R3, tem-se
VUW = {(x,y,2) eR®: (z,y,2) €V ou (z,y,2) € W}

Facilmente se verifica que VU W nao é um subespago vetorial de R®, uma vez que
(2,0,-2) e V. C VUW, (0,4,2) ¢ W C VUW, mas (2,0,-2) + (0,4,2) =
(2,4,0) € VUW.

Como mostra o exemplo anterior, a uniao de dois subespacgos vetoriais de um
espaco vetorial real R™ nem sempre é um subespaco vetorial de R™. De facto, tal s6
se verifica nas condicoes seguintes.
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Teorema 3.2.11. Sejam V, W subespagos vetoriais do espago vetorial R". Entao
VUW é um subespaco vetorial de R™ se e s se VCW ou W C V.

Demonstracao. Suponhamos que VC W ou que W C V. Entao VU W = W ou
V UW =V, respetivamente. Logo, V U W é um subespaco vetorial de R".

Reciprocamente, admitamos que VUW é um subespaco vetorial de R™ e mostremos
que VC W ou W C V. No sentido de fazermos esta prova, admitamos que V¢ W.
Entao existe v € V tal que v € W. Como v € V, entao v € V U W. Para todo
w € W, também temos w € VU W. Sendo V U W um subespaco vetorial de R,
segue que w+v € VUW. Logo, w+v € Vouw-+wveW. Como—veVe
—w € W, resulta que (w +v) + (—v) € V ou (—w) + (w +v) € W, ou seja, w € V
ouv € W. Atendendo a que v € W, temos, entao, w € V. Fica assim provado que
todo o elemento de W é também elemento de V', ou seja, provou-se que W C V. O

Definicao 3.2.12. Sejam V', W subespacos vetoriais do espago vetorial R™. Designa-
-se por soma dos subespacos V e W, e representa-se por V .+ W, o conjunto
{v+weR":veV eweW}.

Observacao:

e Se V e W sado subespacos vetoriais do espaco vetorial R, entao V C V + W.
De facto, se W é subespaco vetorial de R", tem-se Og» € W. Entao, consi-
derando que, para todo v € V, v = v + Ogn, temos v € V + W. Assim, fica
provado que V C V + W. De modo anélogo, prova-se que W C V + .

e Da definicao de soma de subespacos vetoriais e da comutatividade da adicao de
vetores também ¢é imediato que, sendo V' e W subespacos vetoriais do espaco
vetorial R", temos V +W =W + V.

Exemplo 3.2.13. Consideremos, no espaco vetorial real R*, os subespacos

U = {(s,t,u,v) eR*:5s=0,u=0},
V = {(a,be,d) R :b+d=0eb—d=0},
W = {(z,0,y,2z) e R*: 2,y € R}.

Entao
U={0,t,0,0) eR*:t,veR} e V =1{(a,0,0c0)cR:accR}
e, portanto,

V+U = {(a,t,c,v) €RY:a,c,t,veR},
V4+W = {(a+z,0,c+y,2x) eR :a,c,z,y € R},
U+W = {(z,t,y,v+2z) eR*: z,t,v,y € R}.

Facilmente se verifica que qualquer um destes conjuntos é um subespaco vetorial do

espaco vetorial real R*,

Generalizando o exemplo anterior, prova-se que a soma de quaisquer dois su-
b
bespacos de um espaco vetorial R” é ainda um subespaco vetorial de R".
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Teorema 3.2.14. Sejam V' e W subespacgos vetoriais do espaco vetorial R". Entao
V + W € um subespago vetorial de R™.

Demonstracao. Sejam V e W subespacgos vetoriais do espaco vetorial R". FEntao
V + W C R" pois, para qualquer z € V + W, tem-se ¢ = v+ w, comv € V e
w € W. Por conseguinte, como V, W C R"”, segue que v,w € R". Logo, v+w € R".
O conjunto V4+W também satisfaz as condigoes 1), 2) e 3) da defini¢ao de subespagco
vetorial:

i)V 4+ W #£0, uma vez que V #£ 0 e W £ ().
ii) Dados x,y € V + W, tem-se

T=v+w ey =uvy+ wy comuv,vy €V ew,wy W
Logo, recorrendo as propriedades associativa e comutativa da adicao de vetores,
r+y= <U1+w1)+<U2+U}2) = (Ul +U2)—|—<U}1 —|—w2).

Como V é subespaco vetorial de R™ e vi,v5 € V, 0 vetor v; + v é um elemento
de V. De modo andalogo, concluimos que w; + ws é um elemento de W. Logo,
r+yeV4+W.

ii1) Dado x € V + W tem-se x = v +w, comv € V e w € W. Logo, para qualquer
a € R,
ar = a(v+w) = av + aw.

Uma vez que V e W sao subespacos vetoriais de R", temos que av € V e aw € W.
Assim, ax € V + W.

De 1), 2) e 3) conclui-se que V + W ¢é subespaco vetorial de R™. O

Definicao 3.2.15. Sejam V', W subespacos vetoriais do espago vetorial R™.

Diz-se que V + W ¢é uma soma direta se VW = {Og}.

Diz-se que R" € soma direta de V e W, e escreve-se R" = VAW, seR" = V+W
e a somaV + W é direta. Caso R" seja soma direta de Ve W, diz-se que V é
suplementar de W relativamente a R™ (e que W € suplementar de V relativamente
a R™ ou que Ve W sao suplementares).

Exemplo 3.2.16. Consideremos o espaco vetorial real R* e 0s subespacos
= {(s,t,u,v) €R*: s =0,u=0},

U
V. = {(a,bc,d) eR*:b+d=0eb—d=0},
W = {(z,0,y,2z) e R*: 2,y € R}.

Entao
uvnv = {(x,y,z,w) eR*:2=0,2=0,y —w =0,y + w =0}
= {<0707070)}7
Vvnw = {(a,bc,d)eR*:b+d=0b—d=0,b=0,d=2a}
= {(0,0,¢,0)|c € R},
Unw = {(a,b,c,d)eR*:a=0,c=0,b=0,d=2a}
= {(0,0,0,0)}.
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Logo, V + W nao é uma soma direta e U +V e U+ W sao somas diretas.

Uma vez que U +W =R* e UNW = {Ops}, entdo R* é soma direta de U e W; o
espaco W é um suplementar de U relativamente a R*.

Atendendo a que R* g V + W, pois (0,1,0,0) € V + W, concluimos que R* nao é
soma direta de V e W.

Como podemos verificar no exemplo que se segue, existem subespagos do espago
vetorial R™ que admitem mais do que um suplementar relativamente a R".

Exemplo 3.2.17. Consideremos no espaco vetorial real R?, os subespacos

Vi = {(a,b,c) eR?:b=c=0},
Vo = {(x,y,2) e R?: 2 =0},
Vs = {(s,t,u) e R®:s=1t}.

Tem-se R3 =V, 0V, e R3 =V, & V3 eV, # V.

Teorema 3.2.18. Sejam V e W subespacos vetoriais do espago vetorial real R™.
Entao:

1. R™ € soma direta de V e W se e so se cada vetor de R™ se escreve, de modo
unico, na formav+w comv eV ew e W.

2. R™ é soma direta de V e W se e s0 se R®" =V +W e Orn se escreve, de modo
unico, na formav+w comv eV ew e W.

Demonstracao. 1. Sejam V e W subespacos vetoriais do espago vetorial R™. Admi-
tamos que R é soma direta de V e W, ou seja, que R" =V +W e UNW = {Ogn}.
Vamos mostrar que todo o elemento de R™ se escreve, de modo unico, na forma
v+wcomveVewell.

Uma vez que R" =V + W, entao, para todo x € R", existem v € V e w € W tais
que x = v +w. Além disso, se admitirmos que x é um elemento de R" tal z = v+ w
comveEVeweWerxr=v+w comv € Vew €W, provase que v = v e
w = w'. De facto, como v+w = v +w’, vem que v —v' = w —w’. Como v,v' € V e
w,w € W, entao v—v,w—w" € VAW = {Ogn}. Logo, v—v" = Ogn € w—w' = Ogn,
pelo que v =v' e w = w'.

Reciprocamente, suponhamos que cada elemento de R" se escreve, de modo tnico,
na forma v +w comv € Ve w € W. Logo, R* =V + W. Para concluir que R"
é soma direta de V' e W resta provar que VNW = {Og-}. Uma vez que VN é
um subespago vetorial de R" é claro que {Og-} € V' NW. Também se prova que
VAW C {0g:}. De facto, dado x € VN W, tem-se © = x + Ogn com = € V e
Opn € Wex =0ge +2 comOgn € Vex € W. Entao, como z € R" e todo o
vetor de R" se escreve de, modo tnico, como soma de um elemento de V' com um
elemento de W, temos x = Ogn. Portanto, V. NW C {Ogn}.

2. Exercicio. O
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As nogoes de soma e de soma direta de subespagos podem ser generalizadas a
mais de dois subespagos da forma seguinte.

Definigao 3.2.19. Sejamr € N\{1} e Vi, Vs, ..., V.. subespacgos vetoriais do espago
vetorial real R™.

Designa-se por soma dos subespacos Vi, V5, ..., V. e representa-se por
Vi+ Vo4 ...+ V., o conjunto

Vi4Vot+. ..+ Vo={zi+ao+... 4z, 01 € Vi,a0 € Vo, ...,z €V, }.
Diz-se que Vi + Vo + ...+ V,. € uma soma direta se
Vin(Vi+...+Via+Via+...+ V) ={0rn}, para todoi € {1,...,r}.

Diz-se que R" € soma direta de Vi, Vs, ..., V., e escreve-se R" =V, ®Vod. .. DV,
se

i) Rr=Vi+Vo+ ... +V,;
it) Vi +Vo+ ...+ V. é uma soma direta.

Os dois ultimos resultados podem também ser generalizados a somas de mais de
dois subespacos.

Teorema 3.2.20. Sejam r € N\ {1} e V1, V4, ..., V. subespacos vetoriais do espago
vetorial real R™. Entao Vi + Vo + ...+ V, é um subespaco vetorial de R™.

Teorema 3.2.21. Sejam r € N\ {1} e V1, Vs, ..., V. subespagos vetoriais do espago
vetorial real R™. Entao sao equivalentes as trés afirmacgoes sequintes:

i) R™ é soma direta de Vi, Vs, ..., V.

it) R =Vi+ Vo + ...+ V. e cada elemento de R™ escreve-se, de modo inico, na
formavi+uve+...+v. comuvy €V, v € Vo, ..., v, €V,

i) R* = Vi + Vo + ...+ V. e o vetor Orn escreve-se, de modo tnico, na forma
viF+v+...+v. comuv €V, v € Vo, ..., v €V,

3.2.3 Combinagao linear de vetores

Definicao 3.2.22. Seja S um subconjunto nao vazio de R". Diz-se que:

e v € R" é combinacao linear dos elementos v, v, ..., € R", k € N, se
existem escalares o, ao, ..., ap € R tais que

k
V= E Q;U; = QU] + QgUg + ... + QpUg.
i=1
Neste caso, aos escalares aq, s, . . ., ay da-se a designacao de coeficientes da

combinacao linear.
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e v € R"” é combinagao linear de elementos de S se existem vy, vy, ...,
v, € S tais que v é combinacao linear destes elementos.

Exemplo 3.2.23. No espago vetorial real R?, consideremos os vetores v; = (1,2,0),
ve = (—2,3,4) evy = (—1,12,8). O vetor vs é combinagao linear de vy e vy, pois

(—1,12,8) = 3(1,2,0) + 2(—2, 3, 4).

Exemplo 3.2.24. No espago vetorial real R?, consideremos os vetores v; = (1,2,0),
ve = (—2,3,0) evs = (—1,2,2). O vetor v nao é combinagao linear de vy e vy, pois

(—=1,2,2) # «a(1,2,0) + B(—2,3,0), para quaisquer a, 3 € R.

Exemplo 3.2.25. No espago vetorial real R™, temos
(x1, 22, ..., tp) = 21 (1,0,...,0) + 22 (0,1,0,...,0) + - - - + 2, (0, ..., 0, 1) ,

para qualquer (1, xa, ..., x,) € R™. Assim, qualquer vetor de R™ é combinagao linear
dos vetores

er = (1,0,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,0,1).

Exemplo 3.2.26. No espaco vetorial real R?, todo o vetor (z,y) é combinagao linear
dos vetores (1,0), (0,1) e (1,1), uma vez que

(r,y)=(x—1)(1,0)+ (y—1)(0,1) +1(1,1).

3.2.4 Subespaco gerado por um conjunto de vetores

Teorema 3.2.27. Seja S um subconjunto nao vazio de R™. Entao,

1. o conjunto
V ={z:x é combinacdo linear de elementos de S}
¢ um subespaco vetorial de R™;
2. 5CV;
3. 'V € o menor subespaco vetorial de R™ que contém S.

Demonstracao. Sejam S e V' conjuntos nas condigoes indicadas no enunciado do
teorema.

1. Mostremos que V é subespago vetorial de R™. Claramente, V' é um subconjunto
de R™, pois S C R"™ e, como R" é espago vetorial, toda a combinacao linear de
elementos de S é um elemento de R™. Assim, todo o elemento de V' é também
elemento de R™. Além disso, verifica-se que:




espagos vetoriais \" o6

i) V #, pois Ogn € V. De facto, como S # (), existe z € S. Logo, como Og» = Oz,
Ogn € combinacao linear de elementos de S e, portanto, Og» € V.

ii) Para quaisquer x,y € V| tem-se z +y € V. De facto, se z,y € V, existem
L1, X9y ooy Ty Y1, Y2, s Ym € S € (i, Qg oovy sy B, P2,y -on, B € R tais que

T=oqr + Qo+ .+ ogx; e Y=Ly + Baya + oo+ Bl
Assim,
T+y =T+ aoTy + ... + axTr + B1y1 + Boye + oo+ Brlym,
i.e.,  + y é combinagao linear de k + m elementos de S. Portanto, x +y € V.
iii) Para quaisquer « € R e x € V| tem-se ax € V. Com efeito, se z € V, existem
T1,%9,....,Tp €S € ay,qq,...,qr € R tais que r = a1x1 + s + ... + agx. Entao
ar = a(ogr) + asxs + ... + agxy)
= o)+ a(agrs) + ... + a (apzg)
= (am)z + (@ag) x9 + ... + (aag) g,
com aa, QQ, ..., aq, € R, Portanto, ax é combinacgao linear de elementos de S,
pelo que ax € V.

De i), i1) e iit) conclui-se que V' é subespago vetorial de R™.
2. Para todo x € S, x = 1z e, portanto, x € V. Logo, S C V.

3. Pretendemos mostrar que se U é um subespaco de R™ tal que S C U, entao
V C U. De facto, se x € V, existem 1, o, ...,21 € S € a1, Qa, ..., € R tais que

T = 1T + Qo + ... + .

Entao, se admitirmos que U é um subespacgo vetorial de R" tal que S C U, também
temos x1, 2, ..., v € U e, consequentemente, x € U. Logo, V C U. O

Definigao 3.2.28. Seja S um subconjunto nao vazio de R™. Ao subespago vetorial
do espaco vetorial R™ definido por

V ={z € R" : x é combinagado linear de elementos de S}

chama-se subespago de R" gerado por S, e representa-se por (S). Ao conjunto
S chamamos conjunto gerador de V.

Convenciona-se que () = {Ogn}.

Notagao: Se S é um subconjunto de R™ tal que S = {1, s, ..., 2%}, onde k € N,
pode-se representar o subespago de R" gerado por S por (x1,zs, ..., zx) em vez de

({1, 29, ..., 1 }).

Exemplo 3.2.29. Na sequéncia do exemplo 3.2.26, tem-se
R? = ((1,0),(0,1), (1,1).
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Exemplo 3.2.30. Consideremos o espaco vetorial real R™ e sejam
er = (1,0,0,...,0),e5 = (0,1,0,...,0),...,¢e, = (0,0,...,0,1).
Com base no exemplo 3.2.25, podemos afirmar que

R"™ = (€1, €9, ...,€,) .

Exemplo 3.2.31. Considere-se, em R3, o conjunto V = {(x,y,2) € R®: z = x — y}.
Verifica-se facilmente que V' é um subespaco vetorial de R3. Uma vez que

Vo= {(:L’,y,x—y)ER?’:x,yER}
= {z-(1,0,1)+y-(0,1,-1) e R®: 2,y € R}
= <(17071)7(0717_1)>7

conclui-se que {(1,0,1),(0,1,—1)} € um conjunto gerador de V.

Teorema 3.2.32. Sejam k € N, vy, ..., v, v € R" tais que v € combinacao linear de
V1, ..., Vg. Entao,
(U1, ooy Uy ) = (U1, .., Ug) -

Demonstragao. Sejam V = (vq,...,vx) e W = (vy, ..., v, v). Para provar a igualdade
V =W, vamos mostrar que VC W e W C V.

(V. C W): Do teorema anterior segue que {vy,...,v,v} C W. Logo, como V é
o menor subespago de R™ que contém {vy,...,v} e W é um subespaco de R™ que
também contém este conjunto, temos V C W.

(W C V): Por hipdtese, v é combinacao linear de vy, ..., vg, pelo que v € V. Logo,
como {vy,...,v5, v} CV e W é o menor subespago de R™ que contém este conjunto,

temos W C V. Ol
Teorema 3.2.33. Sejam k € N, vy,...,0p € R", aq, ..., a1, Qiy1, ..., ap ER e
a; € R\ {0}. Entao
k
<’U17 ey Vi1,V 0501, - -+ Uk) = <’U17 ey Ui, ZO[J'U]', Vitly .- - 7Uk>-
7j=1
Demonstracao. Exercicio. O

Teorema 3.2.34. Todo subespago vetorial do espago vetorial R™ admite um conjunto
gerador finito.

Demonstracao. Seja V um subespaco vetorial de R™.

Se V= {0gn}, entdo V = () e o conjunto gerador é o conjunto vazio, que é finito.
Se V' # {Ogn}, existe vy € V. Se V = (v1), entdao V é gerado pelo conjunto {v;},
que ¢ finito. Caso contrério, isto é, se V' # (vy), consideremos «ay,...,a, € R tais
que v; = aje; + ... + ape,, onde, para cada i € {1,...,n}, ; é o n-uplo cujo
elemento na coordenada 7 é 1 e todos os outros elementos sao zero. Note-se que
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existem «q,...,qa, nas condicoes indicadas, pois < eqy,...,e, >= R" e v; € R".
Como vy # Ogn, tem-se «;, # 0, para algum i; € {1,...,n}. Entao, pelo teorema
anterior,

Ly ey €156, €41y vy Cp =< €1,...,€5;_1,V1,C141,.--,Cp > .

Consideremos, agora, vo € V\ < wv; >. Se V = (vy,v3), entao V é gerado pelo con-
junto {v1, v2}, que é finito. Caso contrario, consideremos reais 31, . . ., Bi; —1,3i, ,5i1 415
., B, tais que

vy = fre; + ...+ Bi—1€i,—1 + Bi,v1 + Biy+1€i,+1 + Bnén.

Como vy € V\ < vy >, temos vy # vy, para todo 8 € R e, por conseguinte, tem-se
Bi, # 0, para algum i € {1,...,n}\ {i1}. Assim,

< €1, -5 €i1—1,€i1,Ciy41, -5 Cig—1, €y, Cig 15 - -+, En >

= <161V 6415 Cin1, V2, €1,y €y >

Seguidamente considera-se v € V\ < wy,vy > e repete-se o processo. Este pro-

cesso termina, uma vez que {ej,...,e,} é finito e se tivermos vy,...,v, € V
tais que < ey,...,e, >=< vy,...,v, >, entao V = R" e, portanto, nao existe
Upp1 € V\ < vy, 0, >.

Logo, V' admite um conjunto gerador finito. O

3.2.5 Dependéncia e independéncia linear

Definigao 3.2.35. Seja k € N. Uma sequéncia (vy, ...,vy) de vetores de R™ diz-se

linearmente independente se, para quaisquer aq,...,ap € R,
a1+ ... +apuy, =0prn = a1 = = o = 0.
Caso contrario, isto €, se existirem escalares ay,...,ax nao todos nulos tais que

a1 + ... + apvr = Ogn, a sequéncia (v, ..., vx) diz-se linearmente dependente.

Observacao:

e Note-se que se vq,...,v, sao vetores de R", entao é sempre possivel escrever
Ogr» como combinagao linear destes vetores, pois Ogn = Ovy + ... 4 Ovg. Logo,
a sequéncia (v, ...,v;) é linearmente independente se e s6 se Ovy + ... + Oy
é a unica forma de escrever Og» como combinacao linear de vy, ..., vs.

e Se v = Ogn, entao (v) é linearmente dependente pois Ogn = 1 - Ogn € 1 # 0.

e Se v € R"\ {Ogn}, é simples verificar que (v) é linearmente independente. De
facto, dado o € R, se av = Ogn, entdao a = 0 ou v = Og». Como, por hipdtese,
v # Ogn, entdo a = 0. Logo, (v) é linearmente independente.




espagos vetoriais \" 29

Exemplo 3.2.36. No espaco vetorial real R*, a sequéncia de vetores
((1,0,0,0),(1,0,—1,1),(2,1,0,1))
¢ linearmente independente, pois, para quaisquer o, 3,7 € R,

a(1,0,0,0) + 5(1,0,—1,1) +~(2,1,0,1) = (0,0,0,0)
= (a+ [+ 2v,v,—6,6+7v) =(0,0,0,0)
=a+0+2y=0,7y=0,—=0,64+7=0
=a=p=7=0

Exemplo 3.2.37. No espaco vetorial real R?, a sequéncia de vetores

((1,0),(0,1),(1,1))
¢ linearmente dependente, pois
1(1,0)+1(0,1)+ (—1)(1,1) = (0,0).

Note-se que o vetor nulo pode ser escrito como combinacao linear dos trés vetores
indicados utilizando escalares nao nulos.

Exemplo 3.2.38. No espaco vetorial real R", a sequéncia de vetores (eq, ..., €e,),
onde cada e; € o n-uplo cujo elemento na coordenadai é 1 e todos os outros elementos
sao zero, € linearmente independente. De facto,

arer + ...+ ape, = Ogn
= (ag,...,a,)=(0,...,0) .

= ap=---=a,=0
Teorema 3.2.39. Sejamk € N evy,..., v, € R". A sequéncia de vetores (vy, ..., vg)
¢ linearmente independente se e so se qualquer combinacao linear de vy, ..., v tem
coeficientes Unicos, i.e., Se € SO Se, Para qQUAISqUET Qv . .., g, B1, ..., Bk € R,
a1+ ...ty =0+ .o+ Gy = a1 =01 e ... e qp = [
Demonstragao. =) Admitamos que (vq,...,v;) é linearmente independente e que
A1y .., B, ..., Br € R sao tais que

()61U1—|—...+Oék1}k:ﬁl’Ul—F...—l—ﬁkUk.

Entao
(a1 — Br)vr + ...+ (o — Br)vr = Opn
e, uma vez que a sequéncia (vi,...,v) é linearmente independente, da igualdade
anterior resulta que
ar— 01 =0,...,0,—Fr=0
ie.
o =01, ..., ap = .
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<) Suponhamos que qualquer combinagao linear dos vetores vy, ..., v) tem coefici-
entes Unicos, i.e., para quaisquer aq, ...,Qg, 81, ..., 0k € R,

alvl+...+akvk:ﬁ1v1+...+6kvk:>a1:61e eak:ﬁk.

Entao a sequéncia (vy,...,v) é linearmente independente, pois, dados escalares
aq,...,0r € R tais que
o101 + -+ + oV = Opn,

temos
ovy + -+ apvr = Ovg 4 - - - + Ovy,

donde segue que ay = - -+ = o = 0. O

Teorema 3.2.40. Sejam k € N\ {1} e vy,..., v, elementos de R". A sequéncia
(v1,...,v) € linearmente dependente se e so se existe i € {1,...,k} tal que v; é
combinacao linear de vy, ..., V;_1,Vit1,. .., V.

Demonstragao. =) Sejam vy, ...,v,, com k € N\ {1}, vetores de R" tais que
(v1,...,v;) é linearmente dependente. Entao existem ag, ..., a; € R tais que a; # 0,
para algum ¢ € {1,... k}, e

a1y + -+ v = Ogn.
Como a; # 0, existe a; ! € R e da igualdade anterior resulta que
Ozi_l (v + - F o vim1 + U F QUi o ) = Oéi_loRn,
i.e.,
(Oéi_lm) v+t (Qi_lai—l) Vi1 + v + (ai_lai-i—l) Vig1 + -+ (Oéi_lak) v = Ogn.
Assim,
v = (—Oéi_loq) (2 i (—Oéi_lai—l) Vi—1 + (_ai_lai-i—l) Vig1 + -+ (—Oéi_loék) Uk,

e portanto, v; é combinagao linear dos restantes vetores.

<) Suponhamos que existem i € {1,...,k} e ay,...,q;_1,Qi41,. .., € R tais que
Vi =V + s+ QU1+ QUi + 0 QU
Entao,
a1vy + -+ oovimg + (1) v+ i vipr + - -+ v = O,

i.e.,
QiU F - F Q11 + QU+ 01V + -+ U = Ogn,

com «; = —1 # 0. Logo, (v1,...,v;) é linearmente dependente. O
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Corolario 3.2.41. Seja k € N. Se vy,..., v, sao vetores de R" tais que v; = Ogn,
para algum i € {1,... k}, entao a sequéncia de vetores (vy,...,v;) € linearmente
dependente.

Teorema 3.2.42. Sejam k € N e vy, ..., v, v vetores de R™. Sao vdlidas as proprie-

dades sequintes:

1. se a sequéncia de vetores (Vq,...,Vi_1,0;, Vit1,--.,V) € linearmente indepen-
dente, entdo a sequéncia (vy,...,V;_1,Vis1,...,V) também é linearmente in-
dependente;

2. se a sequéncia de vetores (vy, ..., vx) € linearmente dependente, entdo a sequéncia
(v1,...,0k,v) também € linearmente dependente.

3. se a sequéncia de vetores (v, ..., vx) € linearmente independente e a sequéncia
(v1,...,v5,v) € linearmente dependente, entdo v é combina¢ao linear dos ve-
tores vy, ..., V.

Demonstragao. 1. Admitamos que a sequéncia (vq, ..., v;_1, Vi, Vg1, - - -, Ug) € linear-
mente independente. Mostremos que a sequéncia (vq, ..., v;_1, Vi1, - - ., Ux) também
¢ linearmente independente. De facto, para quaisquer escalares oy, ..., q; 1, i1,
.., o € R tais que

QU+ Q11+ QiU + 00+ gV = O,

temos

vy + -+ 101 + Oxv; + i1V + - -+ v = O
Entao, como a sequéncia (vy,...,v;_1,V;, Vi1, ...,V) € linearmente independente,
tem-se @ = -+ = ;1 = ;41 = -+ = o = 0. Logo, a sequéncia

<U17 ce . 7,Uifluvi+17 L 7Uk)

é linearmente independente.
2. Admitamos que a sequéncia de vetores (vy,...,v,) é linearmente dependente.
Entao existe i € {1,...,k} tal que a; # 0 e

ajvy + -+ v+ 4 o = Oge.

Logo,
apvr + -+ v+ 4 v + 0 = O,

com «; # 0. Portanto, (vy, ..., v, v) é linearmente dependente.

3. Admitamos que a sequéncia de vetores (vq,...,vx) é linearmente independente
e que a sequéncia (vi,...,vg,v) é linearmente dependente. Como a sequéncia
(v1,...,v,v) é linearmente dependente, existem escalares aj, ..., ax, @ nao todos
nulos tais que
a1V + -+ agup +av = 0.
Como a sequéncia (vy,...,v;) é linearmente independente, entdao o # 0. De facto,
se a = 0, ter-se-ia
CY1U1+"'+CYkUk:0,
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com «; # 0, para algum i € {1,...,k} (contradi¢ao). Como « # 0, entao
v=(—ata)v 4+ (—a o)y

e, portanto, v é combinacao linear de vy, ..., vs. O

Teorema 3.2.43 (Teorema de Steinitz). Sejam V' um subespaco vetorial de R",
r,peN, eS={v,...,v.} e W ={wy,...,w,} subconjuntos de R™ com, respeti-
vamente, r e p vetores.

SeV =< S > ewy,...,w, sio vetores de V' tais que (wy,...,wy,) € linearmente
independente, entao p < r e é possivel substituir p dos vetores de S por wy, ..., w,
de forma a obter um subconjunto S' de R™ tal que V =< 5" >.

Demonstragao. Sejam r € N, V um subespaco vetorial de R" e S = {v,...,v,.} um
subconjunto de R™ com r vetores tal que < .S >= V. Pretendemos mostrar que se
wy, ..., Wy, p € N, sdo vetores de V tais que (wy, . .., w,) é linearmente independente,
entao p < r e é possivel substituir p dos vetores de S por wy,...,w, de forma a
obter um subconjunto S’ de R™ tal que V =< 5" >.

A prova é feita recorrendo ao método de indugdo matematica aplicado a p ( 0 nimero
de vetores linearmente independentes).

Caso p = 1: Suponhamos que w; € V e que (w;) é linearmente independente.
1) E 6bvio que 1 < r, qualquer que seja r € N.

2) Como (wy) é linearmente independente, entdo w; # Og». Por outro lado, como
wy € V', wy é combinagao linear de vy, vs, ..., v, e, portanto, existem Aq,..., A\, € R,
com \; # 0, para algum ¢ € {1,..., 7}, tais que

wy = AU+ AUy + -+ A
Suponhamos, sem perda de generalidade, que A; # 0. Entao, pelo Teorema 3.2.33,
V = (v1,v9,...,0,) = (W1,09,...,0,).
Logo, o resultado é valido para p = 1.

Passo de inducao: Admita-se, por hipotese de inducao, que as afirmacgoes sao ver-

dadeiras para k € N, ou seja, admita-se que se wy,...,w, € R" sao k vetores de V'
tais que (wy, ..., wy) é linearmente independente, entao

hi) k <;

hs) é possivel substituir k& dos vetores de S por wy, ..., w, de forma a obter um

subconjunto S de R™ tal que V =< 5’ >.

Pretendemos mostrar que o resultado é valido para k + 1, ou seja, temos de provar

que se Wy, Wa, . .., Wk, Wrr1 sa0 k + 1 vetores de V' tais que (wy,..., Wk, wiy1) €
linearmente independente, entao
ty) € possivel substituir k£ + 1 dos vetores de S por wy, ..., wy, wiy de forma a

obter um subconjunto S” de R™ tal que V =< §" >.
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De facto, se admitirmos que a sequéncia (wy, ..., wy, wgi1) é linearmente indepen-
dente, entao, pelo Teorema 3.2.42, a sequéncia (wy, ..., wy) é linearmente indepen-
dente. Logo,

t1) Por hy), temos k < r. Se admitirmos que k = r, entdo por hs) segue que
(v1,...,0.) = (wq,...wg), pelo que wyy1 é combinagao linear de wy, ... wy, 0 que
contaria a hipdtese de que (wy, ..., wk, wry1) € linearmente independente. Assim,
k < r e, portanto, k +1 <r.

to) Por hg) é possivel substituir k& dos vetores de S por wy, ws,...,w, de forma a
obter um subconjunto S’ de R" tal que R™ = (S’). Suponhamos, sem perda de
generalidade, que

!
S'= {wla cooy Wiy Vg1, U425 - - - 7UT‘}'
Logo, wiy1 é combinagao linear dos vetores wy, ..., Wk, Vki1, Vkso, ..., Up, isto é,
existem Ar, ..., Mg, Aga, -, Ay tais que

Wry1 = MWL+ -+ AMWr + Apy 1V, + Arg2Upg2 + 0 Ay

Como (wq, ..., wy, wgs1) € linearmente independente, temos \; # 0, para algum
ie€{k+1,...,r}, caso contrario viria

W1 = Mwy + -+ + Agwy,

0 que contraria a hipdtese de que a sequéncia (wy, ..., wy, wyy1) é linearmente in-
dependente. Suponhamos, sem perda de generalidade, que A\iy; # 0. Entao, pelo
Teorema 3.2.33,

(Wi, .o Wiy Uk 1, Vg -, V) = (W1 ooy Wy W15 Vkg2 - - -5 V)
Logo, 8" = {wy, ..., Wk, W1, Vg2, - .., 0.} € um conjunto obtido de S substituindo
k + 1 dos vetores de S por wy, ..., wg, wryq e tal que V = (S”). O

Observacao: Do teorema anterior, resulta que se um subespaco vetorial V' do
espaco vetorial R™ é gerado por r vetores, entao qualquer sequéncia de vetores de
V' que seja linearmente independente nunca pode ter mais do que r vetores. Em
particular, qualquer sequéncia de vetores de R™ que seja linearmente independente
nao pode ter mais do que n vetores.

Exemplo 3.2.44. No espaco vetorial R*, consideremos os vetores w, = (—2,0,0,2),
wy = (1,0,2,-1), u3 = (0,0,0,1), us = (0,0,1,0), ug = (1,0,0,0). Seja U o
subespaco vetorial de R* gerado por S = {uy, us, us}, i.e., U =< uy, us, uz >.
Tem-se

wp = 2U1 + OUQ + (—2)’LL3,

Wy = (—1)U1 + QUQ + ]_U3

e, portanto, wy e wy sao vetores de U. Além disso, € simples verificar que a sequéncia
(w1, ws) € linearmente independente. Logo, pelo teorema anterior, é possivel substi-
tuir dois dos vetores de S = {uy, us, us} por wy e wy de forma a obter um conjunto
S’ tal que U = (S"). A substituicao faz-se vetor a vetor sequindo o processo descrito
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na demonstragao do referido teorema. Note-se, no entanto, que pode haver mais de
uma maneira de efectuar a substituicio e o conjunto S’ obtido no final do processo
pode nao ser tinico. Porém, todo o conjunto S’ obtido pelo processo indicado no
teorema anterior gera o mesmo subespaco que o conjunto {ui,us,us}. Vamos ver
duas formas de efectuar essa substituicao.

1) Temos wy = 2uy + Ous + (—2)us e 2 € R\ {0}, logo, pelo Teorema 3.2.33,
< Ui, U2, Uz >=< W71, Uy, U3 > .

Como wy € combinacao linear de uy,us, us, entao também € combinacao linear de
w1, ug, ug. De facto, tem-se )
Uy = 511]1 + OUQ + 1U3,
pelo que |
Wo = (-1)U1 -+ 2U2 -+ 1U3 = —§UJ1 —+ 2U2 + OUg

onde 2 € R\ {0}. Entdo, novamente pelo Teorema 3.2.33, seque que
< Wi, U, Uz >=< W1, Wy, U3 > .

Logo U =< uy, ug, ug >=< wy, Wy, Uz >.

2) Uma vez que wy = 2uy + Oug + (—2)uz e —2 € R\ {0}, entao, pelo Teorema
3.2.33, tem-se
< U1, U2, Uz >=< U1, Ug, W1 > .

Como wy € combinacao linear de uy,us, us, entao também € combinacao linear de
uy, ug, wy. De facto, como

1
uz = luq + Oug — §w1,
seque que

we = Ouy + 2up — S W
com 2 € R\ {0}. Logo, pelo Teorema 3.2.33,
< U, Uz, W >=< Uy, Wo, W1 >

e, portanto, U =< uy, ug, ug >=< Uy, Wa, Wy >.

Teorema 3.2.45. Sejam r,p € N tais que p < 17 e S = {v1,...,v.} e
W = {w,...,w,} subconjuntos de R™ com, respetivamente, r e p vetores e tais
que as sequéncias (vy,...,v.) e (wy,...,w,) sdo linearmente independentes. Se S’
¢ um conjunto que se obtém de S substituindo p dos vetores de S por wy, ..., w, e
< 8" >=< S >, entdo uma sequéncia formada pelos vetores de S’ € linearmente
independente.

Demonstracao. A prova pode ser feita por inducao sobre p. O
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3.2.6 Bases e dimensao

Como foi referido anteriormente, qualquer subespaco vetorial de R™ é gerado por
algum conjunto finito de vetores de R"™. Além disso, qualquer sequéncia de vetores
de R™ que seja linearmente independente pode ter, no maximo, n vetores. Assim,
qualquer sequéncia de vetores que gere um subespaco de R" e que seja linearmente
independente tem de ser finita. Tal motiva a definicao seguinte.

Definigao 3.2.46. Sejam r € N, (vq,...,v,) uma sequéncia de vetores de R" e V
um subespaco vetorial nao nulo de R™. Diz-se que a sequéncia (vy,...,v,.) € uma
base de V se:

i) a sequéncia (v, ...,v,) € linearmente independente;
it) {v1,...,v.} € um congunto gerador de V.

Convenciona-se que (v;)icp € a Unica base do espago {Ogn}.

Observacao: Uma vez que uma base é definida como sendo uma sequéncia, duas
bases com os mesmos elementos ordenados de forma diferente sdo distintas.

Definigao 3.2.47. Sejam V' um subespago vetorial de R", r € N, B = (vy,...,v,)
uma base de V ev € V. Chamam-se componentes ou coordenadas de v na base
(v1,...,v,.) aos coeficientes oy, . .., a, da combinagao linear v = ayvy + ...+ a,0,.

Exemplo 3.2.48. Considerando o espago vetorial R, a sequéncia (eq,. .., e,), onde
cada e; € o n-uplo cujo elemento na coordenada i € 1 e todos os outros elementos sao
zero, € uma base de R™. De facto, de exemplos anteriores sabemos que a sequéncia
(e1,...,6,) € linearmente independente e que {ey,...,e,} € um conjunto gerador de
R™. A base (e1,...,e,) dd-se a designacao de base candnica de R™.

Exemplo 3.2.49. A sequéncia ((1,0),(0,1),(1,1)) nao é uma base do espago ve-
torial real R?, pois, embora {((1, 0) ,(0,1),(1,1)} seja um congunto gerador de R?,
a sequéncia ((1, 0),(0,1),(1,1)) € linearmente dependente.

Teorema 3.2.50. Sejam V' um subespaco vetorial de R", r € N e (vq,...,v,) uma
sequéncia de vetores de V. FEntdo (vi,...,v,.) € uma base de V se e sé se todo
o elemento de V' se escreve, de modo unico, como combinac¢ao linear dos vetores
Viye ooy Up.

Demonstragao. =) Sejam r € N e (vy,...,v,) uma base de V. Seja v € V.
Como {vy,...,v,.} é um conjunto gerador de V, existem ay, ..., o, € R tais que
v = aiv; + ...+ a,v,.. Além disso, como a sequéncia (vy,...,v,) é linearmente in-

dependente, sabemos, pelo Teorema 3.2.59, que v se escreve de modo tinico como
combinagao linear destes vetores. Logo, cada vetor de V' escreve-se de modo tnico
como combinagao linear dos vetores vy, ..., v,.
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<) Reciprocamente, admitamos que cada vetor de V' se escreve de modo tinico como
combinacao linear dos vetores vq,...,v,. Entao, pelo Teorema 3.2.59, a sequéncia
(v1,...,v,) é linearmente independente. Como todo o vetor de R™ se escreve como
combinagao linear destes vetores, também temos V' = (vy,...,v,). Logo (vy,...,v,)
¢ uma base de V. O

Teorema 3.2.51. Sejam V # {Orn} um subespago do espago vetorial R™ e vy, ..., v,

vetores de R™ tais que V =< vy,...,v, >. Entdo exvistem iy,...,i, € {1,...,p},
tais que (v;,,...,v;.) € uma base de V.

Demonstragao. Sejam V' # {Og»} um subespaco do espago vetorial R” e vy,..., v,
vetores de R™ tais que V =< wvy,...,v, >. Se a sequéncia (vy,...,v,) ¢ linearmente
independente, entao ela é, por definicao, uma base de V. Caso contréario, pelo
Teorema 3.2.40, sabe-se que existe i € {1,...,p} tal que v; é combinagao linear de
Vi, ..., Vi1, Vig, - - ., Up. Consequentemente, pelo Teorema 3.2.32,

{'Ula ce oy Vi1, Uig1y - - - 7vp}
¢ um conjunto gerador de V. Se (vy,...,0;—1,Vi41,...,0py) ¢ linearmente indepen-

dente, entao esta sequéncia é uma base de V. Caso contrario, repete-se o proce-
dimento, removendo vetores dependentes, até se obter uma sequéncia linearmente
independente que ainda gera V. Como V' # {0~ }, existe pelo menos um vetor nao
nulo entre vy, ..., v,, garantindo que o processo nao elimina todos os vetores. Além
disso, como o numero de vetores é finito, o processo termina apds um ntmero finito
de passos. Portanto, existem i1,...,4, € {1,...,p}, tais que (v;,...,v;) é uma
base de V. O

Exemplo 3.2.52. No espaco vetorial real R3, consideremos os vetores
u; = (—1,0,0),us = (1,0,1),u3 = (0,0,2),uq = (1, —1,1),us = (1, 1,0).

E simples verificar que {uy, us, us, ug, us} € um congunto gerador de R3.
De facto, dados (a,b,c) € R® e ay, am, as, ay, a5 € R, tem-se

ap = —a+b+ay+ 20y
(a,b, c) = ayus+agustasuztayustasus se e sé se ag = (c—as—ay)/2
a5 = b + Oy

Assim,
(a,b,¢) = (—a+ b+ as + 2a4)u; + asus + ((¢ — ag — ay)/2)us + aqug + (b+ ay)us.
Em particular,

(0,0,0) = (ag + 2ay)uy + agus + ((—ag — ay)/2)us + aqug + aqus,

para quaisquer oo, oy € R e, portanto, a sequéncia (uy, us, us, Uy, us) € linearmente
dependente. Tomando, por exemplo, as = —1 e ay = 1, tem-se

Ug = —UL + U2 +OU3 — Us,
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pelo que < uy, ug, Us, Ug, Uz >=< Uy, Uy, Uz, Uz >.
Agora, para quaisquer oy, o, a3, as € R,

Q= Qo
Uy + aous + agus + asus = (0,0,0) = a; = —(a2/2)
a5 = 0

e, portanto,
(0, O, 0) = iUy + (U9 + (—a2/2)u3 + 0u5,

para todo ay € R. Logo (uy,us, us, us) € linearmente dependente. Tomando, por
exemplo, ag = 1, seque que

Ul = —Uy + (1/2)U3 + O’LL5,

pEZO que < U1, U2, U3, Us >=< Ug, U3, Us >.
Para quaisquer as, asz, as € R,

oy + agus + asus = (0,0,0) = as = az = a5 = 0.

Assim, a sequéncia (ug,ug, us) € linearmente independente. Portanto, (us,us, us) €
uma base de R3.

Teorema 3.2.53. Todo subespaco vetorial do espago vetorial R™ admite uma base.

Demonstracao. Seja V um subespaco vetorial de R™.
Se V' = {0Ogn }, entao, por convengao, a sequéncia vazia () é uma base de V.
Se V' # {0Ogn}, o resultado segue dos teoremas 3.2.34 e 3.2.51. O

Teorema 3.2.54. Sejam V' # {Opn} um subespago vetorial de R™ e (wy,...,w,),
p € N, uma sequéncia de vetores de V' linearmente independente. Entao existe uma
base de V' da qual fazem parte os vetores wy, ..., wy.

Demonstragao. Sejam V' # {Ogn} um subespaco vetorial de R" e (wy, ..., w,) uma
sequencia de vetores de V' linearmente independente.

Pelo teorema anterior, V' admite uma base; seja (vy,...,v,.), r € N, uma dessas ba-
ses. Entao S = {vy,...,v.} é um conjunto gerador de V' com r elementos distintos.
Logo, pelo Teorema 3.2.43, temos p < r e é possivel substituir p dos elementos de S
pelos vetores wy, ..., w, de forma a obter um conjunto S’ gerador de V.

Se p =r, temos S’ = {wy,...,w,} e, portanto, (wy,...,w,) é uma base de V.

Se p < r, suponhamos, sem perda de generalidade que S" = {wy, ..., wy, Vpt1, ..., 0. }.
Uma vez que as sequéncias (vy,...,v,) e (wy,...,w,) sdo linearmente independen-
tes e < S >=< 5" >, do Teorema 3.2.45 conclui-se que (wy, ..., Wy, Vpi1, ..., V) €
linearmente independente. Logo (wy, ..., wy, Upi1, ..., v,) ¢ uma base de V. O

Exemplo 3.2.55. Consideremos, mno espaco wvetorial real R3, o0s wvetores
w; = (0,1,—1) ewy = (1,—1,—1). A sequéncia (wy,wsy) € linearmente indepen-
dente, logo existe uma base de R? da qual fazem parte estes vetores. Vamos deter-
minar uma dessas bases sequindo o processo descrito na demonstragao anterior.
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Sendo e; = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0,1), a sequéncia (e1,eq,€3) € uma
base de R3. Uma vez que wy, = ey — e3, tem-se < eq,e,e3 >=< e, W, e3 >.
AgOT&, como W9 — €1 — €y — €3 € 2 = Wy + €3, vem Wy = €1 — W1 — 263, pGZO
que < e, wy,e3 >=< e, wi,wy >. Logo, < e1,ey,e3 >=< e, wy,we >. Pelo
Teorema 3.2.45, conclui-se que a sequéncia (e1,wy,ws) € linearmente independente
e, portanto, (e, wy,wy) € uma base de R3.

Teorema 3.2.56. Sejam V' um subespago vetorial de R™ e (vy,...,v,) uma base de
V. Entao qualquer base de V' tem exatamente r vetores.

Demonstracao. O resultado é imediato a partir do Teorema 3.2.43. O
O resultado anterior fundamenta a definigao que se segue.

Definicao 3.2.57. Seja V' um subespago vetorial de R™. Chama-se dimensao de
V', e representa-se por dimV', ao numero de elementos de uma sua qualquer base.
Por convengao, diz-se ainda que dim {Og-} = 0.

Exemplo 3.2.58. Paran € N, dimR" = n.

Teorema 3.2.59. Seja V' um subespaco vetorial de R™ de dimensao r > 1. Entao:

1. se vy,...,v, sao p vetores de V. com p > r, entao (vi,...,v,) € linearmente

dependente;

2. se (v1,...,v,.) € uma sequéncia de vetores de V' linearmente independente,
entao (vy,...,v.) € uma base de V;

3. se vy,...,v. sao r vetores de V', distintos dois a dois, e {vy,...,v.} € um
conjunto gerador de V', entao (vy,...,v,) é uma base de V.

Demonstracao. O resultado 1. é imediato a partir do Teorema 3.2.43, a alinea 2.
resulta dos teoremas 3.2.56 e 3.2.54, e 3. resulta dos teoremas 3.2.56 e 3.2.51. [

Teorema 3.2.60. Sejam V e W subespacos vetoriais de R™ tais que W C V. Entao
1. dimW < dimV;
2. sedimW =dimV, entao W =V.

Demonstracao. 1. A prova é feita com base no Teorema 3.2.43.
2. Resulta do teorema anterior. O

Teorema 3.2.61. Seja V um subespaco vetorial de R". Entao existe um suplemen-
tar de V relativamente a R™.
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Demonstracao. Seja V um subespaco vetorial de R™.

Se V' = {0Ogn}, entdo R™ é um suplementar de V' relativamente a R™.

Se V =R", entao {Og»} é um suplementar de V' relativamente a R™.

Se V#{Ogn} e V #R" sejar =dimV e (vy,...,v,) uma base de V. Uma vez que
V # R", temos r < n. Por outro lado, como (vy, ..., v,) é linearmente independente,
segue, pelo Teorema 3.2.54, que existe uma base de R™ da qual fazem parte os vetores
v1,...,0. Suponha-se, sem perda de generalidade, que (vy,..., 0., U, .., Uy_p) é
essa base. Seja U =< uq,...,u,_, >. Fica ao cuidado do leitor a verificacao de que
R*"=VeaU. O

Exemplo 3.2.62. Consideremos, no espago wvetorial real R®, o subespago
V =< (0,1,-1),(1,-1,—-1) >. A sequéncia ((0,1,—1),(1,—1,—1)) € linearmente
independente e ((1,0,0), (0,1, —1),(1,—1,—1)) é uma base de R? que inclui os veto-
res (0,1,—1), (1,—1,—1) (ver exemplo 3.2.55). Por consequinte, U =< (1,0,0) >
¢ um espago suplementar de V relativamente a R3.

Teorema 3.2.63. Sejam V e W subespacos vetoriais de R™. Entdo
dim(V + W) = dimV + dimW — dim(V N'W).

Demonstracao. Sejam V' e W subespacos vetoriais de R"™.

Se V = {0gn} ou W = {0Ogn}, o resultado ¢é imediato.

Se V # {Ogn} e W # {Ogn}, admitamos que dimV =t > 1 e dimW =k > 1. Sejam
(vi,...,v) uma base de V' e (wy, ..., wy) uma base de W. Entao

V+W=<uv,...,000 >4+ < Wy,...,W >=< Vp,...,0W1,..., WL > .

Consideremos, agora, dois casos:
1) VN W = {0Ogn}: Neste caso, prova-se que (vq,...,0;,wy,...,w;) € linearmente
independente. De facto, dados aq,...,a, B1,...,0: € R,

pror+ -+ B + aqwy + -+ agwg = Ogn

= w4 -+ opwp = —fivy — - — By
= i+ taw, VAW e =y —-— By e VW
= a1w1+-~-+akwk:0Rne—Blv1—~-—ﬁtvt:0Rn
= agp=-=aq,=0e —pf1=---=0=0.
Assim, (vy,..., v, w1, ..., wg) ¢ uma base de V + W, e tem-se

dim(V + W) =t+k = dimV + dimW — dim(V N'W).

2) Caso VNW # {Ogn}: Sejam p = dim(V N W) e (u,...,u,) uma base de
V NW. Uma vez que (uq,...,u,) é linearmente independente, existe uma base de
W da qual fazem parte estes vetores; consideremos, sem perda de generalidade, que
(ur,...,up,wi, ..., w,_,) € essa base. De modo andlogo, existe uma base de V' da
qual fazem parte os vetores ug,...,u,; consideremos, sem perda de generalidade,
que (U, ..., Up,vy,...,0_,) ¢ essa base. Entao

VAW = <up,e. o Up, Ui, U0y >+ < U Up, W o Wy >
= <ul,...,up,wl,...,wk,p,vl,...,vt,p>
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Vamos, agora, verificar que a sequéncia (uy, ..., Up, Wi, ..., Wg—p, V1, - . ., Vt—p) € line-
armente independente. De facto, dados A1,..., Ay, a1, ..., 00—p, B1, ..., Bip €ER,
Aug + -+ )\pup +owy + - p Wiy + 61@1 + -+ Bt,pvt,p = Ogn
= Mup+ -+ AUy oy Wiy = =101 — - = B pUyp.
. . , , .
Entao —fivy — -+ — Bipvr—p € VN W. Logo, existem A}, ..., A\, € R tais que
/ /
—Bivr — = BrpUep = Ajur - AU,
donde
/ /
ULt AU+ Bror + o+ B pvrp = Ope
e, como (Uy, ..., Up,vy,...,0_,) ¢ base de V, temos
/ /
AN=..=X=0=...=6,=0.
’ !/ _ ! _ _ —
De modo analogo, prova-se que A} = ... =X, =a; = ... = a;—, = 0. Uma vez que
ap=...=qpp=0=...=fp=0¢ (uy,...,up) é linearmente independente,
tem-se também A\; = ... =\, = 0. Logo, a sequéncia
(UL, ooy Upy Wy e ey Wy U1y ey Vppp)
¢ linearmente independente. Portanto, (uy,. .., up, Wi, ..., Wg_p, V1, ..., V—p) ¢ UMAa

base de V 4+ W, e tem-se

dim(V+W) = p+(k—p)+(t—p)
= k+t—p O
= dimW + dimV — dim(W N V).

3.3 Dos espacos vetoriais R"” aos espacos vetoriais abstratos

As operacoes de adi¢ao de vetores de R™ e de multiplicacao de um escalar por
um vetor de R”, tal como definidas na seccao anterior, satisfazem um conjunto de
propriedades fundamentais: a adigdo é comutativa e associativa, existe um vetor
nulo que atua como elemento neutro para a adicao de vetores, cada vetor tem um
oposto aditivo, a multiplicacao por escalares distribui-se em relacao a adigao, entre
outras. Estas propriedades nao dependem da dimensao do espago considerado, nem
da interpretacao geométrica, mas apenas da forma como as operagcoes estao definidas.
Por essa razao, é natural considerar mais abstratamente quaisquer conjuntos de
objetos em que se possam definir operacoes de adicao e multiplicacao por escalares
que satisfagam as mesmas regras.

Definig¢ao 3.3.1. Sejam V' um conjunto nao vazio, K € {R,C} e

VXV = V. KXV o=V
(z,y) — zty’ (¢,2) — ax

fungoes. Diz-se que (V,+,7,K) é um espago vetorial sobre K ou que V jun-
tamente com as aplicacoes + e - é um espaco vetorial sobre K se sio
satisfeitas as condi¢oes sequintes:
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8) Viey 17z =1.

Notacao e terminologia:

Seja (V, +,7, K) um espaco vetorial sobre K. Para simplificar a linguagem, em
vez de dizermos que um conjunto V' juntamente com as aplicacoes + e = é um
espaco vetorial sobre K, dizemos apenas que V' é um espaco vetorial sobre K
(subentendendo as operagoes envolvidas).

Um espaco vetorial sobre R diz-se um espac¢o vetorial real e a um espaco
vetorial sobre C dé-se a designacao de espacgo vetorial complexo.

Aos elementos de V' da-se o nome de wvetores e aos elementos de K o de
escalares. O elemento 0y indicado na propriedade (V3) da definigao de espago
vetorial é Unico. Ao elemento 0y da-se a designacao de vetor nulo e ao zero
de K damos o nome de escalar nulo. Desde que nao exista ambiguidade
podemos representar tanto o vetor nulo como o escalar nulo por 0.

A operaciao + designa-se por adicdo de vetores e a operacao - por multi-
plicacao de um escalar por um vetor. Simplificamos também a notacao,
escrevendo + quer se trate da adicao em K quer se trate da adicao de vetores
e escrevemos - quer seja a multiplicacao em K quer o produto de um escalar
por um vetor.

Para cada x € V e para cada o € K, é usual escrever ax para representar « - x.

Para cada x € V, ao elemento 2’ determinado na condi¢ao (4), chama-se
sitmétrico de x e representa-se por —zx.

Dados x,y € V, representa-se por x — y o elemento x + (—v).

Exemplo 3.3.2. O espago vetorial real (R™, +, -, R).

Exemplo 3.3.3. O conjunto Ry[z] = {az? + bz + ¢ : a,b,c € R} dos polindmios,
na indeterminada x e com coeficientes reais, que tém grau menor ou igual a 2,
algebrizado com as operagoes + : Raoz] X Ralz] — Rofz] e - : K x Ro[z] — Ryfx],
definidas, respetivamente, por
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o (a12% + bix + 1) + (agx® + baza + o) = (ay + a)x? + (by + ba)x + (1 + 2),
DPara qQUALSqUET ay, as, by, by, c1,co € R,

e a-(ax® +br +c¢) = (aa)z? + (ab)x + ac, para quaisquer a,b,c € R e a € R.

¢ um espaco vetorial real.

Exemplo 3.3.4. O conjunto Rx] de todos os polindmios na ideterminada x e de
coeficientes reais, com a adi¢ao usual de polindmios e a multiplicagao de um nimero
real por um polinomio, € um espaco vetorial real.

Exemplo 3.3.5. Sejam m,n € IN. O conjunto M,,x,(R), das matrizes reais de
ordem m X n, algebrizado com a adigcao de matrizes e a multiplicagao de um real
por uma matriz, € um espaco vetorial real.

No contexto de R", estuddmos nogoes tais como subespaco vetorial, conjunto
gerador de um subespaco, sequéncias de vetores linearmente independentes, etc. Na
apresentacao de tais conceitos e dos teoremas e demonstracoes a eles associados, s6
utilizamos as propriedades da adicao de vetores e da mutiplicacao de escalares por
vetores, nao sendo feita referéncia a natureza dos elementos de R"™. Tal sugere que
no estudo dos espacos vetoriais arbitrarios podem ser definidos conceitos analogos.
Porém, como o estudo de espagos vetoriais arbitrarios nao faz parte do ambito do
programa deste curso, ficara ao cuidado do leitor um estudo mais geral sobre espagos
vetoriais.

3.4 Relacao entre R" e os espacos vetoriais de matrizes

Nesta seccao, destacamos a relacao existente entre os espacos vetoriais R" e os
espacos vetoriais de matrizes.

Do que foi estudado no primeiro capitulo, é simples concluir que o quadruplo
(Mpsn(R), 4+, -, R), onde + representa a adigdo de matrizes e - a multiplicagdo de
um escalar por uma matriz, ¢ um espacgo vetorial sobre R.

Em particular, M, «1(R) e Miy,(R) sdo espagos vetoriais. Estes espagos sdo na-
turalmente identificados com R™. De facto, um vetor de R™ pode ser representado
de diferentes formas: como matriz coluna, matriz linha ou n-uplo ordenado. Todas
essas representacoes descrevem a mesma estrutura algébrica, pois as operacgoes de
adicao e multiplicacao por escalar atuam componente a componente.

Por exemplo, na forma de matriz coluna:

Ui U1 U1 + Vq
U9 Vo Ug + V2

Unp Un Up + Up
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sendo o raciocinio analogo para matrizes linha ou n-uplos.

Dessa forma, identificamos os espagos M, «1(R), Mix,(R) e R™, escolhendo a forma
mais conveniente conforme o contexto. Ao longo deste texto, usaremos a notacao
R™ para qualquer uma dessas representagoes, salvo quando a forma exata do vetor
for relevante, como no produto de matrizes.

Dada uma matriz A € M,,x,(R), também podemos associar cada linha i de A
ao vetor (a;1,...,a;) € R" e cada coluna j ao vetor (aij, ..., an,;) € R™.
O subespago de R" gerado pelas linhas de A é chamado espago das linhas de A
e denotado por L(A). O subespago de R™ gerado pelas colunas de A é chamado
espago das colunas de A e denotado por C(A).
As dimensdes de L£(A) e C(A) sao, respectivamente, chamadas caracteristica linha
e caracteristica coluna de A, representadas por car;(A) e car.(A).

Pelo Teorema 3.2.59 é simples perceber que a caracteristica linha de uma matriz
A é igual ao nimero maximo de linhas de A que sao linearmente independentes e,
analogamente, a caracteristica coluna de A é igual ao nimero maximo de colunas
de A que sao linearmente independentes.

Exemplo 3.4.1. Se

2 00 200
A=10 0 1 e B=]10120
000 000

tem-se

L(A) =< (2,0,0),(0,0,1),(0,0,0) >, L£(B) =< (2,0,0),(0,1,0),(0,0,0) >

C(4) =< (2,0,0),(0,0,0),(0,1,0) >, C(B) =< (2,0,0),(0,1,0),(0,0,0) > .
A respeito destes espagos vetoriais facilmente se verifica que L(A) # L(B), C(A) =
C(B), car)(A) = car.(A) e car(B) = car.(B).
Observagao: Para qualquer matriz A € M,,,(R), tem-se C(A) = L(AT).
Teorema 3.4.2. Sejam m,n € N e A, B € M,,xn(R). Se B é uma matriz obtida
de A por meio de uma operagdao elementar sobre linhas, entdo car;(A) = car|(B).

Demonstracdo. Se B é uma matriz obtida de A por meio de uma operacao elementar
sobre linhas, entdo do Teorema 3.2.33 segue que L(A) = L(B). Logo, cari(A) =
cary(B). O

Teorema 3.4.3. Sejam m,n € N e A, B € M,,,x,(R). Se B é uma matriz obtida
de A por meio de uma operagao elementar sobre linhas, entao car.(A) = car.(B).
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Demonstragao. Sejam A, B € M,,«,(R) tais que B é obtida de A por meio de uma
operacao elementar sobre linhas.

Pretendemos mostrar que dimC(A) = dimC(B), ou seja, que o nlimero maximo
de colunas de A linearmente independentes é igual ao nimero maximo de colu-
nas de B linearmente independentes. Para tal, basta mostrar que, para qualquer
ke {1,...,n}, qualquer sequéncia (A4;,, A4;,, ..., Aj,) com k colunas de A e quais-
quer aq, o, ...,q € R,

OélAjl + OéQAjQ + ... OékA]k =0

se e sO se
alle + Ongj2 + e Oszj = O,

onde A;, e Bj, representam a coluna j; de A e de B, respetivamente. Ora, como
B = FEA para alguma matriz elementar F, tem-se

onde [A; Aj,...A;] representa a matriz cuja coluna i é a coluna Aj; de A e
[B;,Bj, ... Bj,] ¢ a matriz construida de modo andlogo a partir da matriz B. Por
conseguinte, e tendo em conta que E ¢ invertivel, segue que

OzlAjl + Oz214j2 + Ce akAjk = 0

se e sO se
aq
%)

[Alejé - 'Ajk] . =0

6773

se e sO se
(@51
(&%)

A

se e sb se
(631
(&%)
[Bj Bj B]k] . :O

73

se e sO se
alBj1 + Ongj2 + e akBjk = 0

Do que acabamos de provar segue que o niimero maximo de colunas de A linearmente
independentes € igual ao niimero maximo de colunas de B linearmente independentes
e, por conseguinte, car.(A) = car.(B). O

Exemplo 3.4.4. Sejam
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A matriz B € equivalente por linhas a matriz A, uma vez que

11 11
Tem-se L(A) = L(B) e, portanto, car,(A) = cary(B). Embora C(A) # C(B) (pois
(1,2) € C(A), mas (1,2) € C(B)), também temos car.(A) = car.(B).

Como vamos verificar nos resultados seguintes, a nocao de caracteristica linha e
de caracateristica coluna estao relacionadas com a nocao de caracteristica de uma
matriz.

Teorema 3.4.5. Sejam m,n € N. Se A € M,,«n(R) € uma matriz em forma de
escada, entao a sua caracteristica linha e a sua caracteristica coluna sao iguais e
coincidem com a caracteristica de A, isto €,

cary(A) = car.(A) = car(A).

Demonstragao. Seja A € M,«n(R) uma matriz em escada. Entao temos

0 ... aij, ... Qi .. Aljz ... Q15, .. QAip

0 0 cee Qo4 o Q243 ... Q25 ... Aop

0 ... 0 0 a3j3 agjm ... Q3p
A: . T . c. : . : .. . :

O ... 0 ... 0 ... 0 ... «aj ... G

o ... 0 ... 0 ... 0 ... 0o ... O

0 0 0 0 0 0 |

onde:
e para todo i € {1,...,7}, a;;, # 0,
e para todo r < ¢ < n, a linha ¢ é nula,

e para todo j € {1,...,n} \ ({51,742, .-, J4r} U{jrs1,...,n}), a coluna j é nula.

Pretendemos mostrar que car(A) = car(A) = car.(A). Para tal, comegamos por
observar que car(A) = r, uma vez que A é uma matriz em escada com 7 linhas nao
nulas.

Como vamos verificar de seguida, também temos car;(A) = r. De facto, se repre-
sentarmos por [; o vetor de R™ que representa a linha ¢ de A, temos

,C(A) =< ll,lg,...,lr,...,lm >=< ll,lg,lg,...,lr >,

uma vez que que, que para todo ¢ > r, l; = Ogn. Por outro lado, é simples verificar
que a sequéncia (ly,ls,l3,...,1,.) é linearmente independente, pois, para quaisquer
a1, Qo, ..., 0, € R,

Oélll —+ 06212 —+ 06313 A Oérlr = O]Rn
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se e sO se
041<O, ) aljp sy a1j27 ) a1j37 ) aljm? ceey aln)
+ Oég(O, ) 07 y  A2js, y (253, y o A2y oy a2n)
+ Oég(O, ) 07 ) 07 9 a’3j37 ) a3jm7 ) a3n)
+
+ ar(oa ) 07 ) 07 ) 07 s Qrj.y ooy a’rn)
= (07 ) 07 ) 07 ) 07 ) 07 ) 0)
se e sO se
2 3 r r
(0, ceey Oéla,ljl, ceey Zi:l OéiaijQ, ey Zi:l aiaijS, ey Zi:l Oéiaijr, ey Zi:l Oéiaijn)
= (0,...,0,...,0,...,0,...,0,...,0)
se e s se
ozlzozg:ozg:...:ozr:O.

Logo, (I1,1s,13,...,1.) ¢ uma base de L(A) e, por conseguinte, dim L(A) = r, isto é,
car;(A) = r. Assim, car)(A) = car(A).

Facilmente também provamos que car.(A) = r. Com efeito, se representarmos por
c¢; o vetor de R™ que representa a coluna j da matriz A, é imediato que
C(A) =< cy,¢9,¢3,...,Cp >=< Cjy, Cjy, Cjgs -

<3G Gy e Cn >y

uma vez que, para todo j € {l,...,n} \ ({J1,72,73, -, Jr} U {Jra1,---,1}),
¢; = Ogm. Além disso, verifica-se que, para todo kK > r + 1, ¢; é combinagao li-
near de ¢j,, ¢j,, Cjs, - - -, Cj,., OU s€ja, existem aq, ag, a3 ..., € R tais que

Q1Cjy + QaCj, + Q3Cj; + ...+ Qi.Cj. = Cp.

De facto, se representarmos por A" a matriz que tem as colunas ji, jo, js, . .
A e por Ay a matriz coluna com a coluna k de A, i.e.,

. Jr de

Aijy Qigy Qijy A, 1k
0 agj, agj ag, A2k
0 0 355 A3j, sk
A ) e Ak =
0 0 0 ayy Qri
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
¢ ¢ combinacgao linear de ¢, ¢j,, ..., ¢;, se e s6 se o sistema
Qi
Q2
A as = Ak
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é possivel. Ora, para todo i € {1,...,r}, a;;, # 0, pelo que car(A’) = r =
car([A’|Ag]) e, portanto, o sistema anterior é possivel.
Entao, considerando que, para todo k > r+1, ¢, é combinacao linear de ¢;,, ¢, ¢, - - -
temos

C(A) =< Cj1,Cjyre vy CjrsCirprs oy Cp >=<Cjy, Cjyy v, Cj >

T

Por 1ltimo, e de forma semelhante ao que foi feito no caso das linhas, prova-se que
a sequéncia (¢j,, ¢y, ..., ¢;.) € linearmente independente. Logo, (¢;,, ¢y, ..., ¢5,) €
uma base de C(A), pelo que dimC(A) = r. Assim, car.(A) = car(A). O

O resultado anterior pode ser generalizado para qualquer matriz.

Teorema 3.4.6. Sejam m,n € N. Para qualquer matriz A € Mpxn(R), a sua
caracteristica linha e a sua caracteristica coluna sao iguais e coincidem com a ca-
racteristica de A, isto €,

cary(A) = car.(A) = car(A).

Demonstragao. Por definicdo de caracteristica de uma matriz, tem-se car(A) =
car(U) onde U é uma matriz em escada obtida de A por meio de operagoes elementa-
res sobre linhas. Por outro lado, pela Proposicao 3.4.5, tem-se car(U) = car(U). Fi-
nalmente, da Proposicao 3.4.2 segue que cary(A) = car(U). Logo car(A) = cari(A).

De forma simples também provamos que car.(A) = car(A). Com efeito, pela
Proposicao 3.4.5 sabemos que car.(U) = car(U) e pela Proposicao 3.4.3 tem-se
car.(A) = car.(U). Logo, como car(A) = car(U), temos car.(A) = car(A). O

Teorema 3.4.7. Sejam m,n € N. Para qualquer matriz A € M,«n(R), tem-se
car(A) = car(AT).
Demonstracao. O resultado segue de imediato, uma vez que

car(A) = car;(A) = car.(A) = car(AT) = car(A").

» Cjrs



4. Aplicacoes Lineares

4.1 Definicoes e propriedades

Uma aplicacao linear é uma funcao entre espacos vetoriais que preserva a es-
trutura desses espacos. Embora este conceito possa ser formulado em geral para
aplicagoes entre quaisquer espagos vetoriais, neste capitulo restringimos o estudo a
aplicagoes lineares definidas entre subespagos de R™ e subespacos de R™.

Definigao 4.1.1. Sejam V' um subespaco vetorial de R™ e V' um subespaco vetorial
de R™. Uma aplicagio f : V — V' diz-se uma aplicagdo linear (ou trans-
formacao linear ou homomorfismo) de V em V' se

Z) vm,yEV f(SL’ + y) = f('r) + f(y>:
ZZ) vmev VAER f()\x) = )\f(a:)

O conjunto de todas as aplicagoes lineares de V. em V' € representado por L(V,V').

Da definicao anterior resulta facilmente a seguinte caracterizagao para as aplicagoes
lineares.

Teorema 4.1.2. Sejam V' um subespaco vetorial de R™ e V' um subespaco vetorial
de R™. Entao uma aplicagao f:V — V' é uma aplica¢ao linear se e sé se

vm,yEV va,ﬁeR f(Ozl‘ + By) = Ozf(ZL‘) + Bf(y)

Demonstracao. Exercicio. O

Exemplo 4.1.3. Consideremos os espagos vetoriais reais R? e R3. A aplicagdo
[ :R? = R3 definida por f(a,b) = (2a,a — b,a + 3b), para todo (a,b) € R?*, é uma
aplicagao linear de R? em R3. De facto, para quaisquer (a,b), (a’,b') € R? e qualquer
A € R, tem-se

f((a,b) + (') = fla+d,b+V)
2(a+d),(a+d)—(b+V),(a+d)+30b+V))

= (2a+2d,(a—0b)+ (¢ = V), (a+3b) + (a' + 3V))

= (2a,a—b,a+3b) + (2d/,a' = b',d’ + 30)

= f(a’7 b) + f(alvb/)

78



aplicagoes lineares 79

FA@B) = ()
= (2(Aa), Aa — Ab, a + 3(Ab))
= (M2a),Aa—b), A(a+ 3b))
= A 2a,a —b,a+ 3b)
= Mf(a,b)

Exemplo 4.1.4. A aplicagio f : R* — R definida por f(a,b) = 2a + 3, para todo
(a,b) € R%, nao é uma aplicacao linear de R* em R. Dados, por exemplo, v = (1,0)
ey=(2,1) € R? tem-se

FU(1L,0)+(2,1)=f(3,1)=9 e f(1,0)+ f(2,1) = (2+3)+ (4+3) =12,

i.e., existem x,y € R? tais que f(x +vy) # f(x) + f(y).

Exemplo 4.1.5. Sejam V um subespaco vetorial de R™ e V' um subespago vetorial
de R™. As aplicacoes

OE(V,V’): vV — VvV 'Ldvi V -V
r +— Ogm r — T

sao aplicagoes lineares designadas, respectivamente, por aplicagao linear nula de
V em V' e aplicacao identidade em V.

Teorema 4.1.6. Sejam V' um subespaco vetorial de R™ e V' um subespaco vetorial
de R™ e f e L(V,V'). Entdo

1. f(ORn) = ORm;
2. Para todo x €'V, f(—x) = —f(z);

3. Para todos x1,...,x, €V, ay,...,ap € R,

flaqgzy + ...+ agzy) = aq f(z) + ... + ap fxg).

Demonstragao. 1. f(Ogn) = f(0-Orn) =0+ f(Ogn) = Ogm.
2. Para todo x € V, tem-se f(—z) = f((—=1)x) = (=1)f(x) = —f(x).
3. A prova é feita por inducao em k. O

Sejam V' um subespago vetorial de R™ e V' um subespago vetorial de R™. O
resultado seguinte estabelece que uma aplicagao linear f : V — V' fica completa-

mente determinada se conhecermos a imagem, por f, dos vetores de uma base de
V.

Teorema 4.1.7 (Teorema da Extensao Linear). Sejam V' um subespacgo vetorial de
R™, (v1,...,v,) uma base de V, V' um subespa¢o vetorial de R™ e v, ... v, € V'
Entao existe uma e uma sé aplicagao linear f de V. em V' tal que f(v;) = v}, para
todo 1 € {1,...,1}.
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Demonstragao. Sejam (vy,...v,) uma base de V e v],...,v. € V'. Cada vetor v de
V' escreve-se de modo 1inico tinico como combinacao linear dos vetores vy, ..., v,,
i.e., v pode escrever-se na forma

v= ANV + ...+ AUy,

sendo os escalares univocamente determinados. Pode, entao, definir-se uma corres-
pondéncia de V em V'’ associando a cada vetor v € V o vetor z = f(v) € V|
definido do seguinte modo,

z=MV]+ ...+ A

Como z € V' e é bem determinado, a correspondéncia f assim definida é uma
aplicagao.

Vamos agora provar que f é uma aplicacao linear. Sejam z,y € V e , § € R. Entao
existem aq,...,q,, B1,..., 5 € R tais que

r=qu+...+tou. e y= P+ ...+ G,

Logo,
flaz+By) = [f((aar+ BB)v +... + (aa, + BB:)vr)
= (aaq + BV, + ... + (@, + BBV,
= alav] + ...+ au) + (6] + ...+ Brul)
= af(x)+5f(y).
Portanto, f é uma aplicacao linear.
E também simples verificar que f(v;) = v/, para todo i € {1,...,r}. De facto,

f(’UZ) = f(OUl+...+0Ui,1—|—1’Ui—|—O’Ui+1—|—...+OUT)
= 0v) + ...+ 0v_; + 1v; + O0vj,, + ...+ Ov,
/

= Ui

Falta mostrar que f, assim definida, é a tunica aplicacao linear que satisfaz as
condicoes requeridas. Suponhamos que g : V — V' é uma aplicacao linear tal
que g(v;) = v, para todo i € {1,...,r}. Entao, para quaisquer ay,...,q, € R,
tem-se
glavr + ...+ apv) = ag(vr) + ...+ arg(v,)
= aif(v) +...+a f(v)
= f(Oél’Ul + ...+ Oér’Ur).

Logo g = f.
Existe, portanto, uma tnica aplicacao linear f : V. — V' tal que f(v;) = v, para
todoi € {1,...,r}. O

Exemplo 4.1.8. Consideremos os espacos vetoriais reais R® e R? e a base
((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) de R®. Pelo teorema anterior, eriste uma e uma sé
aplicacao linear f de R® em R? tal que

f(1,1,1)=(2,1), f(1,1,0) = (—4,1), f(1,0,0)=(0,3).

Com base nas imagens dos vetores da base de R3, facilmente determinamos f(2,0,1).
De facto, como

(2,0,1) = 1(1,1,1) + (=1)(1,1,0) + 2(1,0,0)
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tem-se

£(2,0,1) = 1£(1,1,1)+ (=1)f(1,1,0) +2f(1,0,0)
— 12, 1) + (=1)(=4, 1) + 2(0,3) = (6,6).

Conhecidas as imagens dos vetores de uma base de R?, pode-se determinar a imagem
de qualquer vetor de R®. Dado (a,b,c) € R3, escrevemos (a,b,c) como combinagio
linear dos vetores (1,1,1), (1,1,0), (1,0,0) e determinamos f(a,b,c). Uma vez que

(CL, ba C) = C(L L, 1) + (b - C)(L L O) + (CL - b)(L 0, 0)7
Seque que

» Ly )+<a_b)f<17070)

fla,b,¢) = cf(1,1,1)+(b—c)f(1,1
1)+ (a—0)(0,3)

c(2,1) + (b= e)(—4,
= (—4b+ 6¢,3a — 2b).

4.2 Operacoes com aplicacoes lineares

A partir de aplicacoes lineares dadas podem construir-se outras. Estudamos
seguidamente algumas operacoes envolvendo aplicacoes lineares.

Comecamos por definir as operacoes de adi¢cao de aplicagoes lineares e de multi-
plicacao de um escalar por uma aplicacao linear, as quais permitem dar a estrutura
de espago vetorial ao conjunto L(V, V’) de todas aplicagoes lineares de um subespago
vetorial V' de R™ num subespago vetorial V’ de R™.

Definigao 4.2.1. Sejam V' um subespaco vetorial de R™ e V' um subespago vetorial
de R™, f g€ L(V,V') e X € R. Designa-se por:

e soma de [ e g a aplicagio [+ g : V — V' definida por (f + g)(x) =
f(x) + g(x), para todo x € V.

e produto de \ por [ a aplicacio \f : V — V' definida por (\f)(z) = \f(z),
para todo x € V.

Nas condigoes da definicao anterior, é ébvio que f + g e Af sao aplicagoes e é
simples provar que estas aplicagoes também sao aplicacoes lineares.

Teorema 4.2.2. Sejam V' um subespaco vetorial de R™ e V' um subespaco vetorial
deR™ f,ge LV, V') e X€R. Entao f+ge€ LIV, V') e \f € LIV,V').

Demonstracdo. As aplicacoes f + g e Af sao aplicacoes lineares de V em V’. De
facto, para quaisquer z,y € V e para quaisquer «, 5 € R, temos

(f +9)(ax+By) = flax+ By)+ glax + By) (definigao de f + g)
= (af(z)+Bf(y)) + (ag(z) + Bg(y))  (Teorema 6.1.17)
= (af(r)+ag(x)) + (Bf(y) + Bg(y))  (propriedades de R™)
= a(f(z) +g(2)) + B(f(y) +9v)) (propriedades de R™)
= a((f+9)(@)+B((f+9)()) (definigao de f + g)
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0 que permite concluir que f + g é aplicacao linear de V em V.

Relativamente a Af tem-se o seguinte

(Af)(az+ By) = A(f(az+ By)) definicdo de Af

(
= MNaf(x)+ Bf(y)) (Teorema 6.1.17)
= Maf(z))+MBf(y)) (propriedades de R™)
= a(A(f(2))) +B(Af(y))  (propriedades de R™)
= a((Af)(x) + B((Af)(y))  (definicao de Af)
e, portanto, \f é uma aplicacao linear. O

Definigao 4.2.3. Sejam V um subespaco vetorial de R™, V' um subespago vetorial
de R™, V" um subespacgo vetorial de RP, f € L(V,V') e g e L(V',V"). Designa-se
por composta de g com [ a aplicacao go f :V — V" definida por

(g0 f)(x) = g(f(x)),

para todo x € V.

Teorema 4.2.4. Sejam V um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial
de R™, V" um subespaco vetorial de RP, f € L(V,V') e g € L(V',V"). Entdio
go feLlL(V,v").

Demonstra¢ao. Considerando que f é uma aplicagao de V em V' e g é uma aplicagao
de V' em V", entao, por definicao de composicao de funcoes, g o f é uma aplicacao

) Y b1 s s Y s
de V em V”. Além disso,

Vayev (9o f)lz+y) = g(f(z+y)) (definicao de g o f)
= g(f(z)+ f(y)) (f é aplicagao linear)
= g9(f(x)) +9(f(y)) (g € aplicaco linear)
= (9o f)(x)+(gof)ly) (definicao de go f)
L Vet (90 /)0) = g(f0w)  (definigio de go f)
= g(Af(x)) (f é aplicagao linear)
AMg(f(x))) (g é aplicagao linear)
= Mgo f)(z) (definicao de go f).
Portanto, g o f é uma aplicagao linear. O

Teorema 4.2.5. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial
de R™, V" um subespago vetorial de RP, f,.g € L(V,V'), h,k € LV, V") e A € R.
Entao sao vdlidas as sequintes propriedades:

1. ho(f+g)=hof+hogy;
2. (h+k)of=hof+kof;
3. Mho f)=(Ar)of=ho(Af).

Demonstracao. Exercicio. O
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4.3 Nicleo e espaco imagem de uma aplicacao linear

O estudo dos conceitos de nicleo e espaco imagem tem interesse na sistematizagao
do estudo de problemas que envolvem aplicacoes lineares.

No sentido de definirmos estes conceitos, comegamos por recordar algumas nogoes
e notagoes de teoria de conjuntos. Dados conjuntos A e B, C' um subconjunto de
A, D um subconjunto de B e f uma aplicacao de A em B, designa-se por:

e imagem de C' por f o conjunto
f(O)=Af(x):zeCt={yeB:Frecl)y=[f(r)}

e imagem inversa de D por f o conjunto
fo(D)={xz € A: f(x) € D}.
Se D = {y}, é usual representar f< (D) por f<(y).

Teorema 4.3.1. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial
de R™ e f e L(V,V'). Entdo

1. f(V) € um subespago vetorial de R™.
2. f(V') € um subespaco vetorial de R™.

Demonstracao. Prova-se a propriedade 2., ficando a prova de 1. como exercicio.
Por definigao de f<(V’), tem-se f< (V') C R™. O conjunto f< (V') nao é vazio, pois
f(Ogn) = Ogm € Ogm € V'; portanto, Ogn € f< (V).

Para quaisquer x,y € f<(V’), tem-se z,y € V e f(x), f(y) € V'. Logo, para
qualquer c« e R, x +y € V e ax € V, pois V é subespaco vetorial de R”, e

flaty)=fx)+fy) eV e flax)=af(z) eV’

uma vez que V' é subespaco vetorial de R™. Logo, x +y € f< (V') e ax € f<(V').
Portanto, f< (V') é um subespago vetorial de R". O

Teorema 4.3.2. Sejam V um subespaco de R™, vy, ...v, € V, V' um subespaco veto-
rial deR™ e f € L(V,V'). SeV =< wvy,...,v. >, entdo f(V) =< f(v1),..., f(v.) >.

Demonstracao. Admita-se que V =< vy,...,v, >. Entao vy,...,v, € V e, por-
tanto, f(v1),...,f(v,) € f(V). Logo, como f(V) é um subespago de R" e
< f(v1),..., f(v;) > é o menor subespaco de R™ que contém {f(v1),..., f(v.)},

tem-se < f(v1),..., f(v,) >C f(V). Por outro lado,
ye f(V) eV .y=f(x)

dJag, ..., €Kiz =gy + ... + v, ey = f(x)

dag, ..., €Kiy = flaqvy + ...+ a,v;)

dog, ..., €Kiy =ayf(v) + ...+ a . f(v)

y€< f(vl>7"'7f<vr) >,

f(v1),..., f(v,) >. Logo f(V) =< f(v1),..., f(v.) >. O

A

e, portanto, f(V) C
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Definigao 4.3.3. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespago vetorial
de R™ e fe L(V, V).

e Chama-se nicleo de f, e representa-se por Nucf, ao conjunto
Nucf = fC({Orm}) ={z €V : f(z) = Ogm}.

o Chama-se espago imagem de f, e representa-se por Imf ou f(V), ao con-
Junto imagem de V por f.

Exemplo 4.3.4. Consideremos os espacos vetoriais reais R® e R? e a aplicagdo
linear f : R® — R? definida por f(a,b,c) = (a,a + b+ c), para todo (a,b,c) € R3.
Entao

Nucf = {(a,b,c) € R?: f(a,b,c)=(0,0)}
= {(a,b,c) eR3: (a,a+b+c)=(0,0)}
= {(a,b,c)eR3:a=0,a+b+c=0}
= {(a,b,c) eR3:a=0,b=—c}
= {(0,—¢,c) eR?:a,c € R}
= <(0,-1,1) >

Imf = {f(a,b,c) €R*: (a,b,c) € R}
= {(a,a+b+c)eR?:a,b,ce R} =R2

Do Teorema 4.3.1 é imediato o resultado seguinte.

Teorema 4.3.5. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial
de R™ e f e L(V,V'). Entdo

1. Nucf € um subespaco vetorial de R™.

2. Imf é um subespaco vetorial de R™. O

Definigao 4.3.6. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespago vetorial
de R™ e f e L(V,V'). As dimensoes de Nucf e de Imf sao designadas, respectiva-
mente, por nulidade de [ e caracteristica de f. A nulidade de f representa-se
por ny e a caracteristica de f por cy.

O resultado seguinte permite relacionar a nulidade e a caracteristica de uma
aplicagao linear.

Teorema 4.3.7 (Teorema da Dimensao). Sejam V' um subespago vetorial de R",
V' um subespago vetorial de R™ e f € L(V,V’). Entio dimV = dimNucf+dimImf.

Demonstracao. Sejam (vy,...,v,) uma base de Nucf e (wy,...,ws) uma base de
Imf. Como wy,...,ws € Imf, podemos escolher uy, ..., us € V tais que f(u;) = w;,
para i = 1,...,s. Seguidamente, mostramos que (vy, ..., v, u1,...,us) € uma base

de V', o que prova o resultado pretendido.
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Seja x € V. Como f(x) € Imf, existem ay,...,as € R tais que f(z) = >, cyw;,
donde segue que

flz) = Z i f(u;) = Z flogu;) = f (Z Oziui> .

Logo,
S
T — Z%‘Uz‘ € Nucf
i=1
e, portanto, existem [y, ..., 3, € R tais que

S T
xr — E QiU = E Biv;.
i=1 i=1

Da igualdade anterior segue que

r s
xr = E ﬁivi—l— g QU
=1 i=1

Assim, todo o vetor x de V' é combinacao linear dos vetores < v, ..., U, U, ..., Us >
e, portanto V =< vy, ..., U0, Up, ..., Us >.

Mostremos, agora, que a sequéncia (vq,...,v,,u1,...,Us) € linearmente indepen-
dente. De facto, se admitirmos que existem aq, ..., as, 51,..., 5, € R tais que

Zﬁﬂ}l’ —+ Z ;U = ORn, (1)
i=1 i=1
entao . i
Zﬁivi = — Z%‘Uz‘ € Nucf
i=1 i=1

e, consequentemente,

Zaiwi = Zaif(ui) =f (Z 0@%‘) = Ogn,
i—1 i—1 i—1

donde a; = -+ = a; = 0, pois (wy,...,ws) é uma base de Imf. Assim, de (1)
resulta )., B;v; = Ogn €, por conseguinte, /1 = --- = [, = 0, pois (vy,...,v,)
¢ uma base de Nucf. Portanto, a sequéncia de vetores (vy,...,vp, Uy,...,us) é
linearmente independente.
Provou-se que (vy, ..., 0, uq,...,us) é uma base de V' e, portanto,

dimV =r 4+ s = dimNucf + dimIm f. O

De acordo com a notacao introduzida anteriormente e nas condigoes deste tltimo
teorema, tem-se dimV" = ny + cy.
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4.4 Aplicacoes lineares especiais

Algumas aplicacoes lineares tomam designacgoes especiais atendendo as suas pro-
priedades enquanto aplicacoes.

Definigao 4.4.1. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespago vetorial
de R™. Uma aplicacdo linear f :V — V' diz-se:

o um monomorfismo se f ¢ injetiva;

um eptmorfismo se f é sobrejetiva;

um tsomorfismo se [ ¢é bijetiva;

um endomorfismo se V =V';

um automorfismo se f é um endomorfismo e € bijetiva.

As aplicacoes lineares sobrejetivas e as aplicacOes lineares injetivas podem ser
caracterizadas através do seu espago imagem e do seu ntcleo.

Teorema 4.4.2. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial
de R™ e f:V — V' uma aplicagio linear. Entao

1. f € injetiva se e s6 se Nucf = {Ogn}.
2. [ € sobrejetiva se e s6 se Imf =V'.

Demonstracao. 1. Seja f € L(V, V). E claro que Og» € Nucf, pois f(Ogn) = Ogm.
Admitindo que f é injetiva, entao, para qualquer x € V| tem-se

z € Nucf = f(z) =0rm = f(z) = f(Ogn) = & = Ogn.
Logo, Nucf C {Ogn}. Assim, Nucf = {Ogn }.
Reciprocamente, admitamos que Nucf = {Og-}. Entao, para quaisquer z,y € V,
f@)=fly) = [f(&)=[f(y)=0rn = f(z —y) =0rn =z —y € Nucf
= z—y=0pn =>2=y.

Logo, f ¢é injetiva.

2. Imediato pela definicao de funcao sobrejetiva. O

Teorema 4.4.3. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial
de R™, f:V — V" uma aplicacao linear, r € N evy,..., v, € V.

1. Se a sequéncia (f(v1),..., f(v,)) €linearmente independente, entdo a sequéncia
(v1,...,v,) € linearmente independente.

2. Se [ € injetiva e a sequéncia (vy,...,v,) € linearmente independente, entao
(f(v1),..., f(v.)) € linearmente independente.

3. Se [ € sobrejetiva e {vy,...,v.} € um conjunto gerador de V, entao
{f(v1),..., f(v,)} € um conjunto gerador de V'.
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Demonstragao. 1. Suponhamos que a sequéncia (f(v1),..., f(v.)) é linearmente
independente. Entao, para quaisquer aq,...,a, € R,

o+ o, = OR” = f(Oqu +...+ O(TUT) = f(OR”)
= ayf(v) + -+ a.f(vy) = Ogm

= ap=---=aqa, =0.
Logo (v1,...,v,) é linearmente independente.
2. Admitamos que f é injetiva e que a sequéncia (vy,...,v,) é linearmente in-

dependente. Entao, recorrendo ao teorema anterior, prova-se que, para quaisquer
Ay, ..., 0 € R,

C‘élf(Ul) + -t Oérf(vr) = ORm = f(Oélvl + -+ ozrvr) = f(ORn)
= ov + -+ a0, = Ogn
# alz"':aT:O’

Logo a sequéncia (f(vy1),..., f(v,)) é linearmente independente.
3. Imediato pelo Teorema 4.3.2. O

Teorema 4.4.4. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial
de R™, fe L(V,V') e (v1,...,v.) uma base de V. Entado

1. f € injetiva se e s6 se a sequéncia (f(v1),..., f(v,)) € linearmente indepen-
dente.
2. f € sobrejetiva se e s6 se {f(v1),..., f(v.)} € um conjunto gerador de V'.

3. [ € bijetiva se e sd se (f(v1),..., f(v,)) € uma base de V'.

Demonstracao. Seja (v, ...,v,) uma base de V. Entao a sequéncia (vy,...,v,) é
linearmente independente e {vy,...,v,} é um conjunto gerador de V.

1. Como a sequéncia (vy,...,v,) é linearmente independente e f é injetiva, pelo
teorema anterior segue que a sequéncia (f(v1),..., f(v.)) também é linearmente in-
dependente.

Reciprocamente, suponhamos que a sequéncia (f(v1),. .., f(v,)) é linearmente inde-
pendente. Para provar que f é injetiva é suficiente mostrar que Nucf = {Og}. Uma
vez que {Og-} C Nucf, resta provar que Nucf C {Ogn}. Seja x € Nucf. Tem-se
f(z) = Ogm e, como {vy,...,v,} é um conjunto gerador de V', existem ay, ..., a, € R
tais que = aqv; + ... + a,v,.. Entdo f(aqvy + ... + a,v,.) = Ogm €, uma vez que f
é aplicagao linear, segue que oy f(v1) + ...+ a,.f(v,) = Ogm. Por conseguinte, como
(f(v1),..., f(v,)) é linearmente independente, resulta que a; = ... = a, = 0; logo
x = 0v; + ...+ 0v, = Ogn. Portanto, Nucf C {Ogn}.

2. Uma vez que {vq,...,v,.} é um conjunto gerador de V, do teorema anterior
segue que {f(v1),..., f(v.)} é um conjunto gerador de V’. A implicagao reciproca
é imediata a partir do Teorema 4.3.2. De facto, se {f(v1),..., f(v,)} é um conjunto

gerador de V', tem-se V' =< f(vy),..., f(v,) >=Imf e, portanto, f é sobrejetiva.

3. Imediato das alineas anteriores. O
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Corolario 4.4.5. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial
de R™ e f € L(V,V'). Se dimV = dimV’, entao f € injetiva se e sé se f ¢
sobrejetiva. O

Definigao 4.4.6. Sejam V' um subespago vetorial de R™ e V' um subespaco veto-
rial de R™. Diz-se que V ¢ isomorfo a V', e escreve-se V.= V', se existe um
isomorfismo de V em V.

Exemplo 4.4.7. Seja V' um subespago vetorial de R™. Entao V =V, uma vez que
tdy V. — V' é um isomorfismo.

Exemplo 4.4.8. Sejam V e V' os subespacgos vetoriais de R® e R*, respetivamente,
definidos por

V =<(1,0,0),(0,1,0)> e V'=<(0,1,0,0),(0,1,0,1) > .
A aplicagao f:V — V' definida por
f(1,0,0) =(0,1,0,0) e f(0,1,0) = (0,1,0,1)

€ um isomorfismo.

Sejam V um subespaco vetorial de R™ e V/ um subespaco vetorial de R™. O
resultado seguinte permite concluir que se V' = V', entao também se tem V' = V.
Diz-se, entao, que os espagos V e V' sao isomorfos.

Teorema 4.4.9. Sejam V' um subespago vetorial de R™ e V' um subespago vetorial
de R™. Se f:V — V' é um isomorfismo, entdo f~' é um isomorfismo.

Demonstracao. Seja f : V — V' um isomorfismo. Entao f é bijetiva e, portanto,
existe uma e uma sé aplicacdo f~1: V' — V tal que f'of =idgn e fo f~! = idgm.
Para cada a € R™, tem-se a = idgm(a) = (f o f7)(a) = f(f*(a)). Logo, para
quaisquer z,y € R™ e qualquer a € R, tem-se

flety) = AU (@)
= f’l(f(f’l(ﬂfzﬂLf*

= idgn(af Y (z))

= af ().
Entao f~! é aplicacao linear. Uma vez que f~! também é bijetiva, conclui-se que
f~1:V — V'’ é um isomorfismo. O
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Teorema 4.4.10. Sejam V um subespacgo vetorial de R™ e V' um subespaco vetorial
de R™. Entao V=V’ se e $¢ se dimV = dimV".

Demonstracao. Se V= {0gn} ou V' = {Ogm }, o resultado é 6bvio.

Consideremos, agora o caso em que V # {Ogn} e V' # {Ogm }.

Se V e V' sdo espacos vetoriais isomorfos, entdo existe um isomorfismo
f:V = V' Seja (v1,...,v.) uma base de V. Atendendo ao Teorema 4.4.4 se-
gue que (f(vy),..., f(v,)) é uma base de V'. Logo dimV = dimV".
Reciprocamente, suponhamos que dimV = r = dimV’, r € N. Sejam (vy,...,v,)
e (u1,...,u,) bases de V e V'  respetivamente. Pelo Teorema 4.1.7 sabemos que
existe uma aplicagao linear f : V — V' tal que f(v;) = w;, para todoi € {1,...,r}.
Entao, considerando que (f(v1),..., f(v,)) é uma base de V', pelo Teorema 4.4.4
podemos concluir que f é um isomorfismo. O

4.5 Representacao matricial de uma aplicacao linear

Sejam V' um subespaco vetorial de R™ e V’ um subespago vetorial de R™. Se-
guidamente iremos verificar que, se fixarmos uma base do espaco vetorial V' e uma
base do espaco vetorial V', toda aplicacao linear de V' em V' pode ser representada,
em relacao a essas bases, por uma unica matriz, que a caracteriza completamente.
Se V' é um espaco vetorial de dimensao r > 1, entao, pelo Teorema da Extensao
Linear, uma aplicacao linear f de V em V' fica completamente definida pelas imagens
dos vetores de uma base de V, i.e., sendo (vy, ..., v,) uma base de V, uma aplicagao
linear f : V — V' fica completamente determinada por f(vq),..., f(v,.). Por outro

/

lado, se V' tem dimensao finita p > 1 e (vy,...,v;) é uma base de V', cada vetor de
!/

V" escreve-se, de modo tinico, como combinagao linear de v{, ..., v,. Em particular,
cada vetor f(v;), j =1,...,r, fica perfeitamente determinado se forem conhecidas
as suas coordenadas em relagao a base (vi,...,v,). De facto, se (ayj,...,a,) € R"

é a sequéncia de coordenadas de f(v;) na base (vy,...,v,), entao

_ / /
f(’Uj) = CLU’UI 4+ ...+ (lpj’Up.
Assim, fixadas as bases (vy,...,v,.) de Ve (v/,...,v,) de V', a aplicacao linear

f fica completamente caracterizada pelos escalares a;;, 7 € {1,...,p}, j € {1,...r},
e podemos associar a f a matriz

ayjr a1 ... Qip
g1 Q22 ... Qo
Qp1 Qp2 ... Gpr

que caracteriza completamente f.

Definicao 4.5.1. Sejam V' um subespaco vetorial de R™ e V' um subespaco veto-
rial de R™, B = (vi,...,v,) uma base de V, B = (v},...,v,) uma base de V' e
f e L(V,V'). Designa-se por matriz da aplicagcao linear f em relacao
as bases B e B, e representa-se por M(f;B,B') ou M(f;(v;),(v])), a matriz

A = [aij] € Mpxr(K) tal que f(vj) =>0 aivl, je{l,...,r}.
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Terminologia: Sejam V um subespaco vetorial de R™ e B uma base de V. Se f é
endomorfismo de V', a matriz de f em relagao a B e a B chama-se apenas matriz de
f em relacao a B.

Teorema 4.5.2. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial
de R™, B = (vi,...,v,) uma base de V e B' = (v,...,v,) uma base de V'. Entao
a aplicacao

O: LV,V) = My, (K)

¢ bijetiva.

Observacao: Sendo V' um subespaco vetorial de R™, V/ um subespaco vetorial de

R™, (vy,...,v,) uma base de V' e (vj,...,v,) uma base de V’, do teorema anterior
resulta que toda a matriz A € My, (K) é matriz em relagao as bases (vq,...,v,) e
(v],...,v;) de uma e uma s6 aplicacao linear f:V — V"

Exemplo 4.5.3. Seja f: R3 — R? a aplicagdo definida por
fx,y,2) = (22 =3y + 2, 3x — 2y),
para todo (z,y,2) € R3. Consideremos as bases

By = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) de R* e By =((1,1),(1,—1) de R

Tem-se
f(1707 ):(273):%(171)—%(17—1)7
f(lvla ):( 171):0(171)+(_1)(1a_1)a
Sl 1) =3(1,1) - 3(1,-1),

Portanto, M(f; By, By')

HO

D= N[
| I
m
o
X
W
—~
=

Exemplo 4.5.4. Sendo V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial
de R™, B = (vi,...,v,;) uma base de V, B' = (v{,...,v;) uma base de V', tem-se
M(OL V,V')5 B B) = Op><7"'

Exemplo 4.5.5. Sendo V' um subespago vetorial de R™ e B = (vq,...,v,) uma base
de V, tem-se M (idy; B, B) = I,.

O resultado seguinte permite determinar a caracteristica de uma aplicagao linear,
isto é, a dimensao do seu espago imagem, através da caracteristica de uma qualquer
matriz da aplicacao linear.

Teorema 4.5.6. Sejam V um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial
de R™, (vi,...,v.) uma base de V', (vy,...,v,) uma base de V', f € LIV, V') e

A= M(f;(vy), (v))).

Entao ¢y = car(A).
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Demonstragdo. Sejam A = [a;;] = M(f; (v;), (v})), (e1, ..., €p) abase candnica de RP
e ¢ : R — V' a aplicacdo linear definida por ¢(e;) = v}, para todo i € {1,...,p}.
Entao ¢ é um isomorfismo (Teorema 4.4.4) e, para todo (z1,...,z,) € RP, tem-
se Y(z1,...,2,) = Yo xvl. Logo, para qualquer subespago F' de R, tem-se
dim F' = dim¢(F') e, por conseguinte,
car(A) = car.(A) = dim < (a11,a21,-.-,p1), -, (Q1r, Q2py o -, Qpp) >
= d1m@/1(< (0,11, asly ..., apl), RN (a1r7 Aopy - - - ,apr) >)
d1m(< ’l/)(CLH, asi, ... ,CLpl), c ,1/}<Cblr, A2py v v vy apr) >)
dim < Y0 anvl,..., >0 a,v) >
dim < f(vy),..., f(v,) >
= dimImf = ¢y.

0

Sendo V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial de R™,
f e L(V,V'), B uma base de V e B’ uma base de V', vejamos como utilizar a
matriz M (f; B, B') para determinar a imagem por f de qualquer vetor v € V.

Definigao 4.5.7. Sejam V' um subespago vetorial de R™ e B = (vy,. .., v,) uma base
de V. Dado v =oavy + ...+ a,v. €V, designa-se por vetor coluna de v na base
B, e representa-se por [v],;) ou por [v]z, a matriz

aq
€ M,x1(R)

Ay

das coordenadas de v relativamente a base B.

Teorema 4.5.8. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial
de R™, B = (vy,...,v,) uma base de V e B' = (vy,...,v,) uma base de V'. Sejam
fecwv,v), A=M(f;B,B)evelV.

Se (ai,...,a,) € a sequéncia de coordenadas de v na base B, entdo a sequéncia de
coordenadas de f(v) na base B' é (B4, ..., [By) tal que
051 B
Al = :
(07% Bp

Demonstragao. Sejam A = [a;;] = M(f;B,B') e v=3"_, ajv;. O vetor coluna de
v na base B é

631
[U](vj) = S MTX1<R)
(07
e tem-se .
D1 G150
Alv]w,;) = € Mpx1(R)
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O vetor A[v](,,) é o vetor coluna de f(v) na base (vy, ... ,vp) uma vez que
flv) = f(Z§:1 ajui) = Yo f(vy) =300 (D0 aijvy)
= 2 (i aylavi)) = 305 (02 (ajai;)v)
= > (O (agai)vy) = 350 (D00 agaig)v;
= (0o aijog)v;.

0

Observacao: De acordo com o teorema anterior, podemos determinar a imagem
por f de um vetor v multiplicando a matriz M( f; B, B') pelo vetor coluna de v relati-
vamente a base B. O resultado deste produto é o vetor coluna de f(v) relativamente
a base B'.

Exemplo 4.5.9. Consideremos as bases

B = ((1,1),(1,0)) de R?,
B = ((1.1.1),(1,1,0),(1,0,0)) de R®,
2 0
e seja [ R? — R? a aplicagao linear tal que M(f;B,B") = | —1 1
0 2

Vamos determinar f(2,—1) sequindo o processo descrito anteriormente. Para tal,
comecemos por escrever (2, —1) como combinacao linear dos vetores da base B. Tem-
e (2,-1) = (—-1)(1,1) + 3(1,0), pelo que o vetor coluna de (2,—1) na base B €

20 —
[0
0 2 6

Sk Logo
¢ o vetor coluna de f(2,—1) na base B'. Por conseguinte,

W

f(2,-1) = =2(1,1,1) + 4(1,1,0) + 6(1,0,0) = (8,2, —2).

Estudamos anteriormente operacoes entre aplicacoes lineares pelo que é natu-
ral questionar quais serao as matrizes das aplicacoes lineares resultantes destas
operagcoes.

Teorema 4.5.10. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco veto-
rial de R™, V" um subespago vetorial de R?, B = (vy,...,v.) uma base de V,

B' = (vy,...,v,) uma base de V' e B" = (v{,...,v)) uma base de V". Entdo

1.Vf,ge LV, V"), M(f+g;:B,B)=M(f;B,B")+ M(g;:B8,8);
2.Vf e L(V, V'), Va €K, M(af;B,B)=aM(f;B,B);
3. Yf e L(V, V'), Vg € LV, V"),

M(go f;B,B") = M(g; B',B")M(f;B,B).
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Demonstragdo. 1. Sejam A = [a;j] = M(f;B,B') e B = [bj;] = M(g;B,8’). Tem-
-se A, B € Mgy (R), pelo que A+ B € M..(K). Como f,g € L(V,V'), também
setem f4+g € L(V,V')e M(f+¢g;8,B) € Mgy (R). Logo as matrizes A+ B e
M(f + g;B,B’) sao do mesmo tipo. Além disso, para cada j € {1,...,r}, tem-se

(f+9)(vy) = f(v)) +9(v)) = Dlimy aivi + 325 bijv;

= D i1 QiU+ bijv;
= >y (ag + bij)vi.

Logo, M(f + g:B,B') = [ai; + bijlsxr = M(f; B, B') + M(g; B, B').

2. Sejam o« € Re A = [a;;] = M(f;B8;8). Tem-se A € M., (R), pelo que
aA € My (R). Como f € L(V,V'), também se tem of € L(V,V') e
M(af;B,B") € M« (K). Logo as matrizes «A e M(af; B,B’) sdo do mesmo tipo.
Para cada j € {1,...,r}, tem-se

(af)(v) = af(vy) = a) ayv) =Y alaz) = (aay)].

i=1 i=1 i=1

Logo, M(af; B, B') = alaij]lsxr = aM(f;B,B).
3. Sejam f € L(V,V'), g € LV, V"), B = [b;] = M(f;B,8) ¢ A = [a;] =
M(g;B,B"). Entao A € M,ys(R) e B € My (R), pelo que AB € M, (R).
Como f € LI(V,V')eg e LIV, V"), entao go f € LIV,V") e M(go f;B,B") €
My (K). Assim, as matrizes AB e M(go f;B,B") sao do mesmo tipo. Para cada
je{l,...,r}, tem-se

(go f)vy) = g(f(vy) =gz, biyvi) = >0, bijg(vi)
= Y b (o awivy) = D251 Dy bij(arivy)

= Yo 2 (bigar)vl = >0y 0 (bijag vy,
= Do (O bijar)vy = 30 (D00 awibi)vy.
Logo, M(go f;B,B") = AB = M(g;B,B")M(f;B,8). O

O resultado seguinte permite determinar a aplicacao inversa de um isomorfismo
f recorrendo a representacao matricial de f.

Teorema 4.5.11. Sejam V um subespaco vetorial de R™ e V' um subespaco vetorial
de R™ tais que dimV = dim V' = r. Sejam B uma base de V', B' uma base de V,
fel(V,VyeA=M(f;B,B). Entao

1) A € invertivel se e sd se f € um isomorfismo.
2) Se f é um isomorfismo, entao A=Y = M(f~'; B, B).

Demonstracao. 1) Sejam f e L(V,V')e A= M(f;B,8).
Admitamos que A é invertivel. Entao existe A~ € M, (R) tal que

AAT =1, = A71A
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Como f :V — V'’ é uma aplicacao linear, resta mostrar que f é bijetiva, ou seja,
que existe uma aplicacao g : V! — V tal que fog=1idy e go f =idy.

Seja g : V' — V a aplicagao linear tal que A= = M(g;B’,B). Atendendo ao
Teorema 4.5.10, tem-se

M(fog;B,B) = M(f;B,B)M(g;B',B) = AA™" = I, = M(idy:; B, B');
logo f o g = idy,. Também se tem
M(go f;B,B) = M(g; B, B)M(f; B,B') = A~ A =1, = M(idy; B, B),

e, portanto, g o f = idy.

Assim, f : V — V' é uma aplicacdo linear bijetiva; i.e., f é um isomorfismo de V'
em V.

Reciprocamente, se f : V — V' é um isomorfismo, a aplicacao f=1 : V' — V
também é um isomorfismo. Seja B = M(f~!; B, B). Atendendo ao Teorema 4.5.10,
tem-se

AB = M(f;B,B)M(f~4;B,B) =M(f o f~1B,8) = M(idy; B',B') = I,
BA = M(f~B,B)M(f; B.B) = M(f "o f;B,B) = M(idy: B,B) = I,.
Assim, AB = I, = BA e, portanto, A é invertivel.
2) Exercicio. m

Exemplo 4.5.12. Seja V um subespago vetorial de R com base B = (vy,vs). Seja

f:V =V a aplicagio linear tal que M(f;B,B) = l g ? ] . A matriz M(f; B, B)
¢ invertivel, logo f é um isomorfismo. Pretendemos determinar f~1(avy+bvs), para

quaisquer a,b € R. Tem-se

12
—1. —_ | 3 3
Como
20 lal [3a+2b
0 1 b | b ’
entao

1 2
fHavy + buy) = (ga + §b> v1 + bu,.

Sejam V um subespago vetorial de R"™, V' um subespago vetorial de R™,
fe L(V,V'), By e By bases de V', By e B bases de V'. A respeito da representacao
matricial de aplicagbes lineares, iremos verificar que as matrizes M (f; By, Bs) e
M(f; B}, B}), que em geral sao distintas, estdo relacionadas. Para estabelecer a
relacao existente entre matrizes de uma mesma aplicacao linear relativas a bases
distintas, introduzimos a nocao de matriz de mudanca de base.

Definicao 4.5.13. Sejam V' um subespago vetorial de R™ e B e B’ bases de V. Ddi-se
o nome de matriz de mudanga de base de B para B’ a matriz M (idy; B, 3').
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Teorema 4.5.14. Sejam V um subespaco vetorial de R™, B e B’ bases de V e
A= M(idy; B,B'). Entao A ¢é invertivel e

At = M(idy; B, B).

Demonstracao. Imediato pelo teorema anterior. O
Teorema 4.5.15. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, e B = (vy,...,v,) e
B = (v,...,v;) bases de V. Sewv =737 au; ev =73 aj'v;, tem-se
aq oy’
M@idy;B,B) | : | =
o o’

Demonstragao. Considerando que v = idy (v), o resultado é imediato pelo Teorema
4.5.8. O

Do teorema anterior conclui-se que conhecida a expressao de v como combinacao
linear dos vetores de uma base B, a matriz de mudanca de base de B para B’ permite
escrever v como combinacao linear de B'.

Teorema 4.5.16. Sejam V' um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial
de R™, By, By bases de V', By’ By’ bases de V' e f € L(V,V'). Entdo

M(f; Bs, 32,) = M(idv; 31,7 32,)M(f; B, 31')M(idv; Bs, Bl)'

Demonstragao. Tem-se f = idy o (f oidy). Logo, pelo Teorema 4.5.10,

M(f; By, By') = M(idy: o (f oidy); By, By')
= M(idvl;Bll,le)M<f OidV;BQ,Bll)
= M<idV’;BlluB2/)M<f; BlaBll)M@dV;BQaBl)-
0

Exemplo 4.5.17. Consideremos os espagos vetoriais reais R® e R%. Sejam By e B,
as bases de R® a sequir indicadas

B, = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)), B;=((0,0,1),(0,1,1),(1,1,1))
e By, B, as bases de R? definidas por
By = (1,1),(0,1)), By = ((1,0),(1,2)).
Seja f : R3 — R? a aplicacdo linear definida por
f(a,b,¢) = (2a+ b,c —b),
para todo (a,b,c) € R3. Tem-se

f( 7071) - 071) - 0(171)+1(071)7
1,1 3,0) = 3(1,1)+ (=3)(0,1).
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Vamos determinar B = M(f; By, B),). Pelo Teorema 4.5.16, tem-se
B = M(ZdRQ, y 82, Bé)AM(ZdRS, Bl, Bi),

pelo que comecemos por determinar M (idgs; By, By) e M (idgz; B, B)). Tem-se

idgs(1,0,0) = (1,0,0) = 0(0,0,1)+ (=1)(0,1,1) 4+ 1(1,1,1)
idgs(0,1,0) = (0,1,0) = (=1)(0,0,1) +1(0,1,1)+0(1,1,1)
idgs(0,0,1) = (0,0,1) = 1(0,0,1)+0(0,1,1) +0(1,1,1)
€
idg2(0,1) = (0,1) = —3(1,0)+ 2(1,2).
0 —1 1 [
Assim, M (idgs; B;,B)) =1 -1 1 0 eM(idRz;Bz,B;):[f f}
1 00 2 2
Logo,
"1 1770 1 3 0 —1 1
B=M(f;B,By) = |3 le ) } -1 10
Lz 2 -1 -3 100
-1 1 37 0 -11
_ |2 } 110
L2 000 1 00
_[2 33
- 1 1
L1 -3 3]

Sejam V um subespaco vetorial de R™, V' um subespaco vetorial de R™ tais que
dimV =r e dimV’ = p, By, By bases de V', By, By bases de V' e f € L(V,V'). Se
A= M(f;B,B1) e B= M(f;By,B'5), entao, pelo teorema anterior, existem ma-
trizes invertiveis P € M,(K) e Q € M, (K) tais que B = PAQ.

Considerando que toda a matriz invertivel é igual a um produto de matrizes
elementares, do tultimo resultado conclui-se que quaisquer duas matrizes de uma
mesma aplicacao linear sao equivalentes por linhas e por colunas.




D. Algebra Vetorial

Neste capitulo, iremos estudar conceitos ligados a nocao intuitiva de vetor no
plano e no espago, nomeadamente os conceitos de comprimento de um vetor, angulo
entre dois vetores e ortogonalidade de vetores. Em particular, pretendemos dar um
sentido em R"™ a estas nocoes. Para tal, é necessario introduzir a nocao de produto
escalar (também designado por produto interno euclidiano), que permitird definir e
estudar estas nogoes de forma rigorosa.

5.1 Produto escalar, norma e distancia em R"

Para dar sentido, em R? ou R3, as nocoes de distancia e angulo entre vetores do
plano ou do espaco, a estrutura do espaco vetorial real é enriquecida com um novo
conceito: o produto escalar. Embora o objetivo deste capitulo seja estudar a dlgebra
vetorial no plano e no espaco, apresentaremos essas nogoes de forma mais geral.

Definigao 5.1.1. Sejamn € N eu = (ay,...,a,),v = (by,...,b,) € R". Chama-se
produto escalar (ou produto interno euclidiano) de u e v, e representa-se por
u | v ao nimero real

ul|v=ab + -+ ayb,.

Exemplo 5.1.2. Dados u = (1,-2,3),v = (4,0,1) € R?, tem-se
ulv=1x4+(-2)x0+3x1="7.

A prova das propriedades seguintes, relativas ao produto escalar, é deixada como
exercicio.

Teorema 5.1.3. Para quaisquer u,v,w € R" e a € R, tem-se:
1. u|v=wv]|u
2 u|l(v+w)=u|lv+u|w;
3.ulav=cau|v)=(au)|v;

4. Opn |u=0=u|Ogn;

5

ulu>0,eulu=0 seesdseu=O0gn.
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Recorrendo a nocao de produto escalar, definimos a nogao que corresponde ao
conceito intuitivo de comprimento de um vetor.

Definigao 5.1.4. Seja v € R". Chama-se norma de v, e representa-se por ||v||,
o nidmero real nao negativo ||v|| = /v | v. Se ||v|| = 1, diz-se que x é um vector
unitdrio.

Exemplo 5.1.5. Seja v = (1,3,1) € R3. Entdo

o] = v v=+(1,3,1)](1,3,1)=v1-1+3-3+1-1=+11.

Da definicao anterior, seguem de imediato as propriedades seguintes.

Teorema 5.1.6. Para quaisquer v € R™ e a € R, tem-se:
1. ||lv]| =0 se e s se v = On;
2. |Jawl| = lef|v]].

Definicao 5.1.7. Sejam u,v € R"™. Designa-se por distancia entre u e v, e
representa-se por d(u,v), o real ||[v — u|.

Exemplo 5.1.8. Considerem-se, no plano, os pontos O e A, com coordenadas
u=1(0,0) ev=1(2,3), respetivamente. A distancia do ponto O ao ponto A é

lo —ull = 1](2.3) = (0,0)[| = V22 + 32 = V13.

Teorema 5.1.9. Para quaisquer u,v € R" e a € R, tem-se:
1. d(u,v) >0;
2. d(u,v) =0 se e s6 se u=v;
3. d(u,v) = d(v,u).
Demonstracao. Exercicio. O

A definicao de norma a partir da nocao de produto interno permite estabelecer
uma relagao entre o produto interno de dois vectores e as suas normas.
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Teorema 5.1.10 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer u,v € R",
tem-se:

L fu [ o] < flulfflofl;
2. |u | v| = ||ull|||v]] se e sd se a sequéncia (u,v) € linearmente dependente.
Demonstragao. 1. Dados u,v € R", sejam a =v | v e f = —(u | v). Entao
(cu+ Bo) | (au+ fv) = o®(u|u)+2ap(u]v)+ 5(v | v)
= (v ]v)(u]u) = 20| v)(w]v)*+ (u] v} ] v)
= (]v)(ufu) = (v]ov)(u]v)
Pelo Teorema 5.1.3, tem-se (au + fv) | (au + fv) > 0, logo
(] o)(u]v)* < (v]v)(u]w).
Se v # Ogn, tem-se v | v > 0 e, portanto, (u | v)?> < (v | v)(u | u) = |Jul*||v]>
Assim, [u | v] < [ullf|v]].
Se v = Ogn, tem-se u | v =0 e ||v]| = 0, pelo que |u | v| < ||ul/||v|| = 0.

2. <) Suponha-se que a sequéncia (u,v) é linearmente dependente. Admita-se,

sem perda de generalidade, que v = Au, para algum A € R. Entao
u | o] =|u | () |=[Mu | w)|=[Al[lull? e [Jo]|=][Aul|=[A[[[u]]. Logo |u | v] = [jullllv]]
=) Se |u | v| = |lul|||v]], entao (v | v)(u | v)? = (v | v)*(u | w). Sendo a = (v | v) e

8= —(u | v), temse (o + B0) | (o + Bv) = (v | v)2(u | ) — (v | )(u | v)? = 0.
Logo au + fv = 0 e, portanto, (u,v) é linearmente dependente (pois ou v = Og» OU
a=v]|v#0). O

Corolario 5.1.11 (Desigualdade Triangular). Para quaisquer u,v € R", tem-se
lu+ o < flul] + (o]l

Demonstracao. Uma vez que

lu+v|> = (u+v)|(u+v)=ulu+2u|v)+v]|v
<l + 2flull[[of] + llv]?
= (lull + llol)?
temos |lu+ v|| < lull + [[v]]. O

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

u| v

= ol

para quaisquer u,v € R™\ {Og»}. Assim, sendo a restricao da func¢ao cosseno
ao intervalo [0, 7] injetiva e tendo contradominio [—1,1], existe um numero real
ulv

0 € [0, 7] tal que cosf = Tl

el Tal motiva a definicao seguinte.

Definicao 5.1.12. Sejam u,v € R". Chama-se angulo dos vectores u e v, e
representa-se por Z(u,v), o nimero real 6 € [0, 7] tal que

ulv

cosf = .
[Jul[|v]]
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Exemplo 5.1.13. No plano, sejam O, A e B o0s por&o;s de coordenadas (0,0), (0, 2)

e (—1,1), respetivamente. Consideremos os vetores OA e O@, representados em R?
poru=(0,2) ev=(—1,1).

A

O angulo entre u e v € o real § € [0, 7] tal que

cosf =

0,2) | (-1,1)  0x(-1)+2x1 2 V2
1M1, DI Vozr22,/(-1)2+12 2v2 2

Logo, 0 = /4.

Exemplo 5.1.14. Sejam u = (1,—1,0),v = (1,0,1) € R3. O dngulo entre os
vectores u e v € o numero real 6 € [0, 7 tal que
ulw 1 1

ullloll — vavaz 2

cosf =

Logo, 6 = %.

5.2 Ortogonalidade

Relacionado com a nogao de angulo de dois vectores temos o conceito de orto-
gonalidade.

Definicao 5.2.1. Sejam u,v € R™. Diz-se que os vetores u e v sio ortogonais
(ou perpendiculares), e escreve-se u L v, seu | v =0.
Observagoes: Para quaisquer u,v € R™

e seu L v, entdo u | v = 0, pelo que v | u = 0 e, portanto, também se tem
v L u;

e v 1 Ogn.

Exemplo 5.2.2. Sejam u = (1,3,1),v = (1,0,—1) € R3. Tem-se
ulv=1x14+3x0+1x(-1)=0,

pelo que os vectores u e v sao ortogonais.
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Teorema 5.2.3 (Teorema de Pitdgoras). Para quaisquer u,v € R", se u e v sdo
ortogonais, tem-se ||u+ v||* = ||ul|* + ||Jv[]*.

Demonstracao. Exercicio. O
Definigao 5.2.4. Uma sequéncia (v, . ..,v,) de vetores de R™ diz-se ortogonal se
os vetores vy, ...,v, sGo ortogonais dois a dois, i.e., se v; | v; =0, para quaisquer
i,j €{1,...,7r} tais que i # j.

Uma base (vy, ..., v,) de um subespaco vetorial V de R"™ diz-se uma base ortogonal
se a sequéncia (vy,...,v.) € ortogonal.

Observagao: Para qualquer v € R™, (v) é ortogonal.

Podemos relacionar os conceitos de ortogonalidade e independéncia linear, através
do seguinte resultado.

Teorema 5.2.5. Para quaisquer vy, ...,v, € R"\{Ogn}, se (vy,...,v,) € ortogonal,
entao (v1,...,v,) € linearmente independente.
Demonstracao. Sejam vy, . ..,v, € R"\{0gn} tais que (v1,...,v,) é ortogonal. Con-
sideremos oy, ...,qa, € R tais que ayv; + - -+ 4+ a,v, = Ogn. Entao, para qualquer
ie{l,...,r}
(qvy + -+ av,) | vy = Oge | vy,

donde

ar(vy |v) + -+ (v | v) + -+ ap(v. | v;) = 0.
Como (vy,...,v,) é ortogonal, temos v; | v; = 0, para quaisquer ¢,j € {1,...,r}
tais que ¢ # j e, portanto, o;(v; | v;) = 0. Além disso, dado que v; # Ogn, tem-se
v; | v; # 0. Logo, como «;(v; | v;) = 0, resulta que a; = 0. Portanto, (vy,...,v,) é
linearmente independente. O

O teorema seguinte descreve um processo, designado por processo de ortogona-
lizagao de Gram-Schmidt, para obter uma base ortogonal de qualquer subespaco
vetorial de R™.

Teorema 5.2.6. [Processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt] Sejam (vq,vg, ..., v,.)
uma base de um subespaco vetorial V de R™ e

Uy = vy,
N (%) | U1
Uy = Uy — Uy,
U1 ‘ U1
N v3 | Uy v3 | Uy
Uz = Vg — 1— Ug,
Uy | Uy U2 | U2
Unp, | U1 (%% | Up—1
Uy = VUp — 1— ... — —————Up_1.
Uy | U Ur—1 | Ur—1

Entao (uy,ug, ...,u,) € uma base ortogonal de V.
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Demonstragao. Sejam (vy, v, ..., v,) uma base de um subespaco V' de R™ e uq,us,. . .,u,
os vetores indicados. Por inducao, prova-se que, para qualquer p < r, sao satisfeitas
as propriedades:

i) (vy,v9,...,v,) é uma sequéncia ortogonal de vetores nao nulos;

1) < vp,vg, ..Uy >=< Uy, U, ..oy Up > .

Em particular, (ui,us,...,u,) é uma sequéncia ortogonal de vetores nao nulos e,
portanto, é uma sequéncia linearmente independente. Logo, (u,us,...,u,) é uma

base de V. O

Exemplo 5.2.7. Sejam vy = (1,0,1),v5 = (0,0,1),v3 = (0,1,1) € R3. A sequéncia
(v1,v9,v3) € uma base de R®. Consideremos

Uy = V1= (1707 1)7

()] ‘ Uy <O707 1) ‘ (1707 1) 1 1
= — =(0,0,1) — 1.0,1)={(—=.0. =
T T (0,0,1) (1,0,1)|(1,0,1)(’ 1) 2' 9 )
_ v3 | uy v3 | Uy
us = U3z — 1— Usg
U1|U1 U2|U2

B (0,1,1) | (1,0,1)
= 0.L1)- (1,0,1) | (1,0,1)(1’0’1) B

= (0,1,0).

Pelo processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt podemos afirmar que (uy, us, ug)
é uma base ortogonal de R3.

Definigao 5.2.8. Uma sequéncia (vy, ...,v,) de vetores de R" diz-se ortonormada

se € ortogonal e cada um dos vetores v;, i € {1,...,r}, é unitdrio.

Uma base (vy,...,v,) de um subespaco vetorial V de R" diz-se uma base ortonor-
mada se a sequéncia (vy,...,v,.) € ortonormada.

Observagao: Para qualquer v € R\ {Ogn}, tem-se ||v|| # 0 e, sendo u = ﬁv,
segue que ||u|| = 1.

Da observagao anterior e do Teorema 5.2.6 é imediato o resultado seguinte.

Teorema 5.2.9. Todo o subespaco vetorial de R™ de dimensao > 1 admite uma
base ortonormada.

Exemplo 5.2.10. Sejam uq, us, us 0s vectores obtidos no exemplo anterior. Entao
(w17 Wa, w3)7 onde

1 1 1 1 1
w =+——u = |(—=,0,—= |, wp = ——uy = (—1,0,1), wsg = ——-uz = (0, 1,0),
= Tl ™ <\/§ \/5) 2= [ 2 = L0 D ws = s = (0.1,0)

¢ uma base ortonormada de R3.
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Teorema 5.2.11. Sejam V' um subespaco vetorial de R™ de dimensao r > 1 e

(v1,...,v,) uma base ortogonal de V. Entdo, para todo v € V', tem-se
v | v v | v,
V= fUl + e +
[[od]|? o127
Em particular, se (vq,...,v,) € uma base ortonormada de V', temos

v=(v]v)v+- -+ (v]v)v,.

Demonstragao. Sejam (vq, ..., v,) uma base ortogonal de V, v € Veay,...,a, € R
tais que v = ajvy + - - - + a,.v,. Entéo, para todo i € {1,...,r}, temos
v|iv, = (v 4+ au+ -+ o) | v

= ai(vy |v)+ - Fai(v o)+ + o (v | v;)
= o(0) 4 ai(vi [ i) + - + ar(0).

Assim, «; = Y || Vi _ ﬁ | ﬁ); No caso em que (vy,...,v,) é uma base ortonormada,
Vi | U V;
tem-se ||v;|| = 1 e, portanto, o; = v | v;. O

Dado um subconjunto V' de R, representa-se por V+ o conjunto
Vi={ueR":u|v=0YveV}

No caso particular em que V' é um subespaco vetorial de R™, prova-se o seguinte.

Teorema 5.2.12. Seja V um subespaco vetorial de R™. Entdao V* é um subespaco
vetorial de R™.

Demonstragdo. Seja V um subespaco vetorial de R™. Pela definicao de V*, tem-se
VL C R™. Uma vez que, para todo v € V, Ogn | v = 0, entdo Og» € V. Dados
u,w € V1t e a €R, tem-se, para todov € V, u|v =0, w|v =0, pelo que

(utw)|v=u|lv+w|v=04+0=0,
(au) [v=a(u]v) =0,

e, portanto, u +w € V*+, au € V1. Logo, V* é um subespaco vetorial de R*. O

Definicao 5.2.13. Seja V' um subespaco vetorial de R™. O subespaco
Vi={ueR":u|v=0YweV}

designa-se por complemento ortogonal de V.

Teorema 5.2.14. Sejam V' um subespago vectorial de R™ de dimensao > 1 e
(v1, ..., v.) uma base de V. Entdao

Vi={ueR":u|v=0,Yiec{l, .. r}}

Demonstracao. Exercicio. O
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Exemplo 5.2.15. Consideremos o subespaco wvetorial de R3 definido por
V =< (-1,1,0),(0,1,1) >. A sequéncia ((—1,1,0),(0,1,1)) € linearmente inde-
pendente e, portanto, é uma base de V. O complemento ortogonal de V' é

vVt = {(z,y,2) e R®|(2,9,2)|(=1,1,0) =0, (x,9,2) ] (0,1,1) = 0}

Teorema 5.2.16. Sejam U e V' subespagos vetoriais de R". Entao
1. SeU CV, entiao V+ CU> .
2. V= (VhHt
8. Ut+vtCc(Unv)t

Demonstracao. Apresentamos a prova de 2., ficando a prova das restantes proprie-
dades ao cuidado do leitor.

Vi € (ViH)1] Sejam v € V; e w € V&, Por definicdo de Vit, temos v | w = 0.
Portanto, v é ortogonal a todo vetor de V-, o que significa que v € (Vi5)+. Assim,
Vic (Vi)

[(ViY)*t C V1] Se Vi = {Ogrn}, o resultado é imediato.

Caso dim V] =k > 1, seja (vq, ..., v,) uma base ortonormada de V; e consideremos
a sua extensao a uma base de R™. Seja (v1, ..., Uk, Ugy1, - - -, Uy) & base de R™ obtida.
A partir desta base pode-se obter uma base ortonormada de V; que inclui os vetores
V1, .., Uk s€ja (Vg ..., Uk, Ukat, - - -, Uy ) essa base. Pela construgao desta ultima base,
os vetores Vg1, - . ., U, s20 ortogonais a todos os vetores de {vy,...,v;} e, portanto,
sdo ortogonais a todos os elementos de Vi, 1ogo vji1,...,v, € Vit

Seja x € (VH)*. Como (vy, ...,V Vki1,--.,v,) é uma base ortonormada de R”,
tem-se

r=(r|v)v+...+ (x| vp)og+ (x| vks1)Vks1 + -+ (2| vy) Uy
Considerando que x € (V)1 segue que z | vpy1 =0, ... = | v, = 0. Logo,
r=(x|v)v+...+ (¢ | vp)vk

e, portanto, x € V;. Assim, (ViH) C V;.
Logo, Vi = (V") O

Teorema 5.2.17. Seja V' um subespaco vetorial de R™. Entao R™ é soma direta de
VeVT,
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Demonstracdo. Sejam V um subespaco vetorial de R® e V+ o complemento or-
togonal de V. Considerando que V e V7T sdo subespacos de R, é imediato que
{O0rn} €V NVL A inclusdo contraria também é valida. De facto, se u € V N VT,
entdo u | v = 0, para todo v € V. Em particular, u | u = 0, donde segue u = Og~ e,
portanto, VN VL C {Ogn}. Assim, VNV+ = {Ogn}. Logo, a soma V + V= ¢é direta.
Mostremos que R" = V + V+. Se V. = {0Og:}, entdo V+ = R". Considere-
mos, agora, o caso em que dimV = k > 1. Como V + V+ é um subespaco
de R", temos n > dim(V + V+). Sendo V + VT uma soma direta, segue que
n > dim(V 4+ V1Y) =dimV + dimV+ =k + dim V4 e, portanto, dim V4 < n — k.
Sejam (v1, ..., v;) uma base ortogonal de V' e (vy ..., v, uq,. .., u,_x) uma base de
R™. Utilizando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt é possivel obter
uma base ortogonal (vi,..., Uk, Wy, ..., w,_) de R®. Entdo w; € V+, para todo
ie{l,...,n—k} (pois w; L vj, para todo j € {1,...,k}). Como (wy,..., w,_) é
linearmente independente, temos dim V+ > n — k. Assim, dim V*+ = n — k. Como
V+VE<R edim(V + V) =dimV +dimV+Et =n+ (n— k) =n = dimR",
conclui-se que R* =V + V+. O

Dos teoremas 3.2.18 e 5.2.17 resulta que todo o vetor u de R" escreve-se de modo
tinico na forma wu; 4+ 1, com uy € V e ug € V*.

Definicao 5.2.18. Sejam V' um subespaco vetorial de R", u € R™ e uy, uy o0s
tinicos vetores de R" tais que uy € V, ug € V¥ e u = uy + uy. Ao vetor u; dd-se a
designacao de projecao ortogonal de u sobre V e representa-se por proj, u.
No caso particular em que V =< v >, com v # Orn, 0 vetor vetor projyu € designado
por projecao ortogonal de u sobre v e representa-se por proj,u.

Observagao: Se V = {0~} e u € R", tem-se proj,u = Ogn,

Teorema 5.2.19. Sejam V' um subespago vetorial de R™ de dim > 1, u € R" e

(v1,...,v,) uma base ortogonal de V. Entdo
. uln u | v,
S P A P Eh
No caso em que (vq,...,v,) € uma base ortonormada, tem-se

projyu = (u | vi)vy + -+ (u | v)v,.

Demonstragao. Sejam u € R"™ e (vy, ..., v,) uma base ortogonal de V. Consideremos
a expansao da base (vy, ..., v,) a uma base ortogonal (vy, ..., Vp, Vi1, ..., v,) de R™.
Pelo Teorema 5.2.11, tem-se

u | vy u | v, u | vpgq u | vy
u = 'U1+"‘+— U+1+"‘+ Vs
[[0a]]? [0 e (Y lonll?
Sejam
u | vy u | v, u | vpgq u | vy
Uy = v+ v e Uy = Upy1 + 0+ Up,.
[on]? e o> a1
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Claramente, tem-se u; € V. Do Teorema 5.2.14 segue que us € V*, pois, para
todos i € {1,...,r}, j € {r+1,....,n}, v; L v; e, portanto, uy L v;, para todo
i € {1,...,7}. Pelos teoremas 3.2.18 e 5.2.17, sabe-se que u; € uy sdo os Unicos
vetores de R™ tais que u = uy + up. Assim,

, u | vy u | v,
projyu = uy = ||Ul||201 4t HUTHQUT.
Se a base (vy,...,v,) é ortonormada, entdo, para todo i € {1,...,r}, ||Jv]* = 1,
pelo que
projyu = (u | vi)vy + -+ (u | v)v,. O

Corolario 5.2.20. Sejam u e v vetores de R™ tais que v # Orn. Entdo

ulw

proj,u = 5.
Tl

Exemplo 5.2.21. Sejam v, = (1,0,0), vo = (0,1,0) e V o subespaco de R3 gerado
por {vi,va}. Vamos determinar a proje¢ao ortogonal de v = (2,0,3) sobre V. Os

vetores vy € Vg $GO ortogonais entre si e ndo sao nulos. Logo, (vy,vy) € linearmente
independente e, portanto, é uma base ortogonal de V. Pelo teorema anterior, tem-se

projyu = u v;vl + u v;
vl [[va |

v = 207 + Ovg = (2,0,0). .

<

U2
vt

p y

Teorema 5.2.22. Sejam V um subespaco vetorial de R™ e u € R™.  Entao
u — projyu € V4.

Demonstra¢ao. Da prova do teorema anterior segue que u = proj,u + us, com
uy € V4. Logo, u — projyu = ug € V=4, O

Teorema 5.2.23. Sejam V' um subespaco vetorial de R™ e u € R™. Entao o vetor
projyu satisfaz a propriedade de minimizar a distancia a u de entre os elementos
de V', isto €,

|u — projyul| = min{|ju —v|| : ve V}.
Demonstragao. Sejam p = proj,u e v € V arbitrario. Como u — p é ortogonal a

todos os vetores de V', entao u é ortogonal a v —p. Pelo Teorema de Pitdgoras segue

que
I?

lu = plI* + llo = plI* = [l(u—p) = (v=p)|* = lu—v|*

Logo, para qualquer v € V, tem-se
lw = pll < [Ju— v,

e a igualdade verifica-se se e s6 se v = p. O
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O teorema seguinte, cuja prova é deixada como exercicio, estabelece que a
projecao ortogonal sobre um subespaco V' de R™ é um endomorfimso de R™.

Teorema 5.2.24. Sejam V' um subespaco vetorial de R"™. Entao a correspondéncia
p de R™ em R" definida por p(u) = projyu, para todo uw € R™, é uma aplica¢ao
linear e Nucp = V7.




6. Determinantes

O determinante de uma matriz quadrada sobre K, K € {R,C}, é um elemento
de K calculado a partir dos elementos da matriz e que, entre outras aplicacoes, pode
ser usado na resolucao de certos sistemas de equagoes lineares e para decidir sobre
a invertibilidade de uma matriz.

6.1 Definicao e algumas propriedades

O determinante de uma matriz pode ser definido de diversas formas. No texto
que se segue optamos por apresentar uma definicao indutiva deste conceito.

Para uma matriz de ordem 1 x 1

A= [a]

é facil concluir que a matriz é invertivel se e s6 se a # 0.

Dada uma matriz quadrada de ordem 2 x 2
a b
=[]

¢ também simples concluir em que condi¢oes a matriz é invertivel; aplicando o
método de eliminagao de Gauss a matriz A, conclui-se que A é invertivel se e s6 se

ad — be # 0.

Como iremos ver mais a frente, a qualquer matriz A € M, (K), n € N, podemos
associar um elemento de K com a propriedade de A ser invertivel se e s6 se esse
escalar for nao nulo. A este elemento de K chamaremos o determinante de A.

Para matrizes de ordem superior apresentamos uma definicao indutiva para o de-
terminante de uma matriz, i.e., define-se o determinante de uma matriz 2 x 2 em
funcao do determinante de matrizes de ordem 1 x 1, define-se o determinante de
uma matriz 3 X 3 em fungao do determinante de matrizes de ordem 2 X 2, e assim
sucessivamente.
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No sentido de apresentarmos a defini¢ao referida, comecamos por introduzir alguma
notacao.

Dada uma matriz A = [a;;] € M,,(K), n € N, representa-se por A(i|j) a matriz
quadrada de ordem n — 1, obtida de A retirando a linha i e a coluna j.

1 1 -1 11
Exemplo 6.1.1. Se A= | 2 1 3 | entdo A(2]3) = [ 1 5 } :
1 -5 1

Definigao 6.1.2. Sejamn € N e A € M,(K). Chama-se determinante de A, e
representa-se por det A ou |Al|, ao elemento de K definido da sequinte forma:

i) Sen =1, entdo det A = ay;.
ii) Sen > 1, entdo det A =3 (—1)"" ay; det A(1]5).
j=1

2

Exemplo 6.1.3. Se A = [ 1 5

},entda

det A = (=1)""' x 2 x det[=5] + (=1)""* x 1 x det [1]
= 1x2x(=5)+(-1)x1x1

—-10—-1

= —11

Exemplo 6.1.4. Seja

A:{ZZ}QMMmy

Entao - -
det A = (=1)""' xaxdet[d+ (=1)"" x b x det ]
= axd—-bxec
1 1 -1
Exemplo 6.1.5. Se A= | 2 1 3|, entao
1 -5 1

det A = (—1)1+1x1xdet{_é ﬂ

+(—=1)"2 x 1 x det l ? il)) ]

+@w%x@nxm{§_ﬂ
= 1x1x(Ix1—(=5)x3)

—1Ix1x(2x1-1x3)

+1x (=1)x (2% (=5)—1x1)
= 28.
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Exemplo 6.1.6. Se A = [a;;] € uma matriz real de ordem 3, entdo

det A = ay1a22a33 + 12023031 + A21a32013 — Q13022031 — (23032011 — A33012021-

Dada uma matriz A = [a;;] € M, (K) e dados 7,5 € {1,...,n}, designa-se por
complemento algébrico do elemento a;;, e representa-se por @;;, o elemento de K
definido por (—1)" det A(i|j).

De acordo com a definicao que apresentdmos para o determinante de uma ma-
triz A € M, (K), o determinante de A ¢ igual a soma dos elementos da linha 1
multiplicados pelos respetivos complementos algébricos, ou seja,

n
det A = Z aljalj.

j=1

O resultado seguinte, que nao sera aqui demonstrado, estabelece que se procedermos
de forma analoga para uma qualquer linha ou uma qualquer coluna de A obtemos
também o determinante de A.

Teorema 6.1.7 (Teorema de Laplace). Sejam n € N tal que n > 2 e
A = [a;] € M, (K). Entao, para qualquer k € {1,2,...,n},
1. det A= 5 (=1)" qp; det A(k|7) = 3 apjar;.
=1 j=1
2. det A =S (=1)"" ay det A(ilk) = 3 agds. O
= i=1

=1

Observacao: A expressao indicada em 1. designa-se por desenvolvimento do de-
terminante de A ao longo da linha k de A; a expressao indicada em 2. designa-se
por desenvolvimento do determinante de A ao longo da coluna k de A.

Exemplo 6.1.8. Seja A = ; (1) 1
1 -5 1
Por definicao, temos
wan = 1] 20 a2 0]z 0]
= 1(0-0)—1(2-0)+1(—-10-0)
= —12

Aplicando o teorema de Laplace, desenvolvendo o determinante ao longo da linha
k=2, vem

det A = (—=1)""' x2x
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Teorema 6.1.9. Sejamn € N e A € M, (K). Entdo, det AT = det A.

Demonstracdo. A prova segue por inducao sobre a ordem n da matriz.

Caso base (n = 1): Se A € M;(K), temos A = [a1;] = AT e, portanto, det A =
det AT.

Passo de indugao: Dado p € N, admitamos, por hipétese de indugao, que o determi-
nante de qualquer matriz de M, (K) é igual ao determinante da sua transposta. Com
base nesta hipétese prova-se facilmente que se A € M, 1(K), entdo det AT = det A.
Com efeito, pelo Teorema de Laplace, e desenvolvendo o determinante da matriz A
ao longo de uma linha k, k € {1,2,...,p+ 1}, temos

p+1

det A= " (=1)""7 a; det A(k|j).
j=1

Considerando que A(k|j) é uma matriz de M, (K) tem-se, por hipétese de inducao,

det A(k|j) = det(A(k|4))T, donde resulta que

p+1

det A =) (=1)"7 ax; det A" (k).
j=1

Agora, tendo em conta que a; é o elemento na linha j e coluna k de A, conclui-se
p+1 )

que S (—1)FH ar; det AT(j|k) é o determinante de AT desenvolvido ao longo da
j=1

coluna k. Por conseguinte, det A = det A7

Do que foi provado conclui-se, pelo Principio de Inducao em N, que, para todo

n €N, se A€ M,(K), entao det A = det A”. O

Observacao. Do teorema anterior resulta que, dada uma propriedade sobre deter-
minantes expressa em termos de linhas (resp. colunas), podemos sempre enunciar
uma propriedade andloga expressa em termos de colunas (resp. linhas).

Teorema 6.1.10. Sejam n € N e A = [a;;] € M, (K) uma matriz triangular
superior (resp. inferior). Entdo det A = ay; X agg X «++ X pp.

Demonstracao. A prova é realizada por inducao sobre n.
Caso base (n = 1): Para n = 1, temos A = [ay;] e o resultado é imediato.

Passo de inducao: Dado p € N, admitamos, por hipotese de inducao, que para
qualquer matriz triangular superior B de M, (K), det B = by1 X by X ... X by,
Entdo, para qualquer matriz triangular superior A € M,1(K), prova-se que
det A = ajq X ax X -+ X api1p41. De facto, aplicando o Teorema de Laplace ao
longo da linha p + 1 da matriz A e atendendo a que A é uma matriz traingular
superior, temos

pt+1
det A = Z (—1)(p+1)+] api1; det A(p+1]5) = (=1)2P g, 0 det A(p + 1|p + 1).
=1
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Agora, como A(p+1|p+1) é uma matriz de M, (K) e é também uma matriz triangular
superior, por hipétese de indugao temos det A(p + 1|p+ 1) = a11 X agg X -+ X apy.
Logo, det A = aj1 X age X + -+ X Gppipt1-
Assim, pelo Principio de Indugdo em N, concluimos que, para todo n € N, se
A € M, (K) é uma matriz triangular superior, entdo det A = aj; X ags X -+ X app-

Se A é uma matriz triangular inferior, o resultado segue imediatamente tendo em
conta a proposicao anterior.

Teorema 6.1.11. Paran € N ek € {1,2,...,n}, tem-se

ain
Ak—1n
An + bkn =
Ak+1n
Gnn i
ail a12
Ag—11 Gk—22
+ det b1 bra
Ak+11  Ak+12
_ L Qanl An2
aii ai2
Ag—11 Qk—22
e B= bkl bkg
k411 Ak+12
i L Ani1 an2
A1n
Ak—1n
agn + bgn |, temos
Ak+1n
Qpn a

a11 @12
akg—11 ak—22
det | arr +br1  ag2 + br2
Ak411 Ak+12
L n1 an2
[ a1 a12 Q1n
ar—11 Qk—22 Ak—1n
det Akl a2 Akn
Q411 Qk4+12 Ak+1n
L 0nl An2 Ann
Demonstracao. Sejam
[ an a2 A1n
ar—11 Qkg—22 Ak—1n
A= ak1 a2 Akn
Ak+11  Qk412 Ak+1n
L Qani an2 Apn
[ a11 a12
Ak—11 ap—22
Entao, se C = | a1 + bk ars + br2
k411 Q412
an1 an2
o n k+j .
detC' = 377, (=1)"" (ag; + by;) det C(kl5)
j=1 (
n
- j=1 (
= det A+ det B.

A1n

Qk—1n
bkn
Ak+1n

ann

A1n

Ak—1n
bkn
Ak+1n

a/’fl’ﬂ/

>
= S ()" agydet C(k|j) + 320, (1) by det C(k| )
S (=1 ag; det A(k|j) + > (—=1)** by, det B(k|j)

O
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Corolario 6.1.12. Paran € N e k € {1,2,...,n}, tem-se
aiy Q1k—1 Qg +big Arp+1 A1n
g1 Aok—1 Qg + b2k  Qop+1 Ak—1n
det =
(07951 Ank—1 QOnk + bnk An k+1 Ann
11 A1g—1 A1k A1k+1 A1n
a1 A2k—1 Q2 A2k+1 Ak—1n
det . . . .
an1 Ank—1 Ank Ank+1 Ann ]
ai a1p—1 by @ k+1 A1n
21 ask—1 bar agki1 Ak—1n
+ det ] j
(07951 An k-1 bnk A k+1 Ann i
Demonstracao. Imediato pelo Teorema 6.1.9. O

Teorema 6.1.13. Sejam n € N e A € M, (K).
multiplicando uma sua linha por a € K. Entao,

Demonstracao. Sejam n € N e

a1

Qk—11
a1
k411

Gn1

ai2

Ak—22
a2
Ak+12

an2

Se B ¢ uma matriz obtida de A,

det B = avdet A.

Q1n a1 ai2
Ak—1n ap—-11 QAg—-22

QA eB=| a-ap1 «a-ap
Ak+1n Ag+11 Qk412

Qnn | L Anl an2

A1n

Ak—1n
Q- Aken

Ak+1n

ann

Entao, desenvolvendo o determinante de B ao longo da sua linha &, tem-se

det B =

2 =1

(—1)* (a - ag;) det B(k|3)
= a) (—=1)** ay; det A(k|5)
= «adet A.

O

Corolario 6.1.14. Sejam n € N e A € M, (K). Se B € uwma matriz obtida de A,
multiplicando uma sua coluna por a € K. Entao,

det B = adet A.

Demonstracao. Imediato pelo Teorema 6.1.9.
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Teorema 6.1.15. Sejamn € N e A € M, (K). Se A tem uma linha ou coluna sé
com zeros, entao det A = 0.

Demonstracao. Se A tem uma linha ou coluna sé com zeros, entao A tem uma linha
ou uma coluna multiplicada por a = 0. Logo, o resultado é imediato pelo corolario
anterior. [

Teorema 6.1.16. Sejam n € N, A € M, (K) e a € K. Entdo,
det () = " det A.

Demonstracao. A prova é realizada por inducao sobre n.
Caso base (n =1): Se A € M;(K) temos A = [a1], pelo que

det(aA) = det[aay;] = aay; = ol det A.

Passo de inducao: Seja p € N. Admitamos, por hipétese de indugao, que, para
qualquer matriz A" € M, (K), det(aA’) = o det A’. Com base nesta hipétese prova-
-se que se A € M, 1(K), entdao det(aA) = aP*det A. De facto, desenvolvendo o
determinante de A ao longo da linha k, k € {1,2...,p+ 1}, tem-se

det(avA) = Z (1) (ag;) det(A) (k[7).

Mas (aA)(k|j) = aA(k|j), A(k|j) € M,(K) e, por hipétese de indugao,

det aA(k|j) = of det A(klj).

Logo,
p+1 b
det(ad) = (=1 (aay;) (a” det A(k|5))
j=1
= a1 (2 (=)™ ayy det A(K]j))
j=1
= oftldet A
Assim, pelo Principio de Inducao em N, conclui-se que, para todo n € N, se
A € M, (K), entao det(aA) = o™ det A. O

Teorema 6.1.17. Sejam n € N tal que n > 2 e seja A € M,(K). Se B € uma
matriz obtida de A trocando duas das suas linhas, entao

det B = —det A.

Demonstracdo. A prova é realizada por inducao sobre a ordem n da matriz.

Caso base (n = 2): Para n = 2 o resultado é valido, pois

ag1 A2 ]

a1 a2
det = Q11029 — Q12021 = —(a21012 — agayy) = —det
ai; Qa2

Q21 A22
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Passo de inducao: Seja p € N tal que p > 2. Admitamos, por hipétese de inducao,
que se B’ é uma matriz obtida de uma matriz A’ € M,,(K) trocando duas das suas
linhas, entao det B’ = — det A’. Com base nesta hipétese mostra-se que se B é uma
matriz obtida de uma matriz A € M,;;(K) trocando duas das suas linhas, entao
det B = —det A. Suponhamos que B é a matriz obtida de A trocando as linhas
iej,i#7,4,5€{l,....,p+1}. Como p+ 1 > 3, a matriz A tem uma linha
ke{l,....,p+1} tal que k # i e k # j. Entao, aplicando o Teorema de Laplace ao
longo da linha k da matriz A, temos

p+1

det A=) (=)™ x ap x det A(K|l).
=1

Para quaisquer k,l € {1,...,p+ 1}, a matriz A(k|l) é uma matriz de M,(K) e,
como k # i e k # j, a matriz B(k|l) é a matriz obtida de A(k|l) trocando as linhas
i e j. Por conseguinte, por hipétese de inducao, temos det B(k|l) = — det A(k|l),
donde segue que

p+1 p+1

> (=) xag x det A(k|l) =) (=) x agy x (— det B(k|1)).

=1 =1
Agora, como a linha k de A é igual a linha k de B, temos

% (=) x gy x (= det B(k|l)) = % (=1)"*" X by x (= det B(k|l)) = — det B.

=1 =1

Assim, pelo Principio de Indugdo em N, concluimos que, para todo n € N, se
A € M,(K) e B é uma matriz obtida de A trocando duas das suas linhas, entao
det B = —det A. O

Corolario 6.1.18. Sejamn € N e A € M, (K). Se B é uma matriz obtida de A
trocando duas das suas colunas, entao

det B = —det A.

Demonstracao. Resulta do Teorema 6.1.9. O

Corolério 6.1.19. Sejamn € N e A € M,,(K). Se A tem duas linhas iguais, entao
det A = 0.

Demonstracdao. Se trocarmos as duas linhas iguais da matriz A, obtemos a mesma
matriz A. Mas, pelo Teorema 6.1.17, det A = — det A, pelo que det A = 0. O

Corolario 6.1.20. Sejam n € N e A € M, (K). Se A tem duas colunas iguais,
entao det A = 0.
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Teorema 6.1.21. Sejam n € N e A € M, (K). Se B é uma matriz obtida de A,
substituindo uma sua linha pela sua soma com um multiplo de outra linha, entao

det B = det A.

Demonstracao. Sejam n,k,p € Ntaisque l <k <p<n,aeKe

ai; a2 - Qin ail ai2 ce A1n
a1 Qg2 -+ Qkn ag1 Qg2 Ak n
A= e B=
ap1 Qp2 -+ dpp ap1t+a-ag1 ap2+a-ag2 -+ App+ Q- Ggn
L an1 An2 e Ann | L an1 an2 o Ann i
Entao
aii @12 A1n
Qg1 ak 2 Ak n
det B = det
ap1 +Q-ag1 Ap2+Q-ag2 -+ Apn+ Q- agp
L an1 an2 e Ann i
@11 a2 -+ QAin ai; a2 - Qin
a1 Qg2 - Qkn ag1  Qag2 -+ Qkn
= det : : : + acdet
ap1 QAap2 - Qpn a1 ag2 te Akn
L Qnil an2 e Ann | L anl an2 e Ann |

= detA+a-0=detA.

Corolario 6.1.22. Sejamn € N e A € M, (K). Se B € uma matriz obtida de A,
substituindo uma sua coluna pela sua soma com um maltiplo de outra coluna, entao

det B=detA. O

Considerando algumas das propriedades dos determinantes referidas anterior-
mente, o calculo do determinante de uma matriz pode ser realizado recorrendo ao
método de eliminacao de Gauss.

Teorema 6.1.23. Sejamn € N e A € M, (K). Se U € uma matriz em escada

obtida de A por aplicagao do método de eliminacao de Gauss, entdo det A = det U
ou det A = —det U.
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Demonstracao. VerificAmos atras que o determinante de uma matriz A nao se altera
se substituirmos uma das suas linhas pela sua soma com outra multiplicada por
um escalar. Assim, se U é uma matriz em escada obtida de A por aplicagao de
transformagoes lineares que sejam troca de linhas (resp. colunas) ou substituigao de
uma das suas linhas (resp. colunas) pela sua soma com outra linha (resp. coluna)
multiplicada por um escalar, tem-se det A = (—1)'det U, onde [ é o nimero de
trocas de linhas efetuadas até a obtencao da matriz U. Se o nimero de trocas de
linhas realizadas for par, tem-se det A = det U; se o niimero de trocas de linhas for
impar, entao det A = —det U. 0J

De um modo geral, se U = [u;;] € M,(K) é uma matriz triangular superior
(inferior) obtida de uma matriz A € M,,(K) efectuando operagoes elementares sobre
as linhas (ou colunas) de A , tem-se

detA:(—l)lxﬁqu><u22><~-~><unn,

onde [ é o nimero de vezes que trocamos duas linhas ou duas colunas e 3 é o inverso
do produto dos escalares pelos quais multiplicamos as linhas ou colunas.

112 2
. 2 2 25 .
Exemplo 6.1.24. Seja A = 01 9 3 . Entao
001 2
112 2 11 22 11 22
2225 bon-w |00 =2 1]k |01 23
0123 - 01 23| 00 -2 1
0012 00 12 00 12
11 2 2 11 22
131%13 _2 01 2 3 l4—>2+13 _2 O 1 2 3
- 00 -1 3 - 00 -1 2
00 12 00 0 32
=-2x (Ix1x(-1)x3)=5.

Facilmente se encontram exemplos de matrizes quadradas A e B tais que
det(A + B) # det A + det B. No entanto, como iremos verificar mais a frente,
o determinante do produto de matrizes quadradas é sempre igual ao produto dos
determinantes das matrizes fatores. No sentido de estabelecermos tal resultado,
comecamos por provar alguns resultados auxiliares.

Teorema 6.1.25. Sejam n € N, A € M, (K) e E\, ..., Es matrizes elementares de
M, (K). Entao
det(E; ... E;A) = det(E; ... Ey)det A.
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Demonstracao. A prova é feita por inducao sobre s.

Caso base (s = 1): Pretendemos mostrar que det £3A = det E; det A. Para provar
este resultado vamos considerar os 3 casos seguintes:

i) F; é a matriz obtida de I,, trocando as linhas ¢ e j, com i # j;
ii) E; é a matriz obtida de [,, multiplicando a linha ¢ por o € K\ {0}.

iii) F4 é a matriz obtida de I,, substituindo a linha i pela sua soma com a linha j
multiplicada por a € K, com ¢ # j.

Caso i): Pela Proposicao 6.1.17 temos det £} = —detl, = —1 e, uma vez que E;A
é a matriz obtida de A trocando as linhas i e j, também pela Proposicao 6.1.17,
temos det(E1A) = —det A. Logo

det(E1A) = —det A = det F; det A.

Caso ii) Pela proposicao 6.1.13 temos det Fy = avdet I,, = av e, uma vez que E1A é a
matriz obtida de A multiplicando a linha ¢ por a tem-se det(E;A) = adet A. Logo

det(E1A) = adet A = det E; det A.

Caso iii): Pela Proposigao 6.1.21 temos det £y = det I,, = 1 e, uma vez que E1A é a
matriz obtida de A susbstituindo a linha i pela sua soma com a linha 7 multiplicada
por «, tem-se det(F;A) = det A. Logo

det(E1A) = det A = det F; det A.

Passo de inducao: Dado k € N, admitamos, por hipdtese de inducao, que o resultado
é vélido para o produto de quaisquer k matrizes elementares de M, (K) por qualquer
matriz de M,,(K). Entao, considerando que

det(E) ... ExEr 1 A) = det((Ey ... Ey)(Ex1A)),
pela hipotese de indugao tem-se
det(E ... ExEr1A) = det(E; ... Ey) det(Er 1 A).
Além disso, do que foi provado no caso base temos
det(Ey1A) = det Eyyq det A.

Assim,
det(E1 c. EkEkJrlA) = det(E1 c. Ek) det EkJrl det A
= det(E1 Ce EkEkJrl) det A.

Do que foi provado concluimos, pelo Principio de Inducao em N, que, para qualquer
s € N, para quaisquer matrizes elementares Ei, ... FE; € M, (K) e para qualquer

matriz A € M,,(K),
det(E, ... B,A) = det(E, ... E,) det A. O
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Teorema 6.1.26. Sejam n € N e A, B € M,,(K). Entao,
det (AB) = det Adet B.

Demonstragao. Na prova deste resultado consideramos dois casos: i) A é invertivel;
ii) A nao é invertivel.

Caso i): Se A é invertivel, entdao A é equivalente por linhas a matriz I,,. Por conse-
guinte, existem matrizes elementares Fi, ... E; € M, (K) tais que A = E; ... EL,.
Logo, pelo resultado anterior, tem-se

det(AB) = det(E; ... E;B) = det(F; ... E,)det B = det Adet B.

Caso ii): Se A nao é invertivel, entao car(A) < n. Logo existem matrizes elementares
Ey, ..., Es € M, (K) tais que

El...ESA:A/

onde A’ é uma matriz triangular superior com um nimero de linhas nao nulas menor
do que n, ou seja, A’ tem pelo menos uma linha nula.

Da igualdade anterior, e tendo em conta que toda a matriz elementar é invertivel,
temos

A=FE '  EB7'A.

Entao, atendendo a que inversa de uma matriz elementar é também uma matriz
elementar, pelo teorema anterior temos

det(AB) = det((E,”'...E,'A")B)
det((E,™' ... B, 1) (A'B))
= det(E,"' ... By ) det(A'B).

Daqui segue que det(AB) = 0, pois, como A’ tem pelo menos uma linha nula, a
matriz A’B também tem pelo menos uma linha nula, pelo que det(A’'B) = 0. A
matriz A = E,~'... E; A’ também tem pelo menos uma linha nula e, portanto,
det A = 0. Assim,

det(AB) =0 =0det B = det Adet B. O

6.2 Calculo da inversa a partir da adjunta

No capitulo anterior foram apresentadas varias condi¢oes para a caracterizagao
de matrizes invertiveis e apresentou-se um processo para o calculo da inversa de ma-
trizes invertiveis. Seguidamente apresentamos mais uma caracterizacao de matrizes
invertiveis e um processo para o calculo da inversa de uma matriz invertivel, mas
neste caso recorrendo a determinantes.

Definigao 6.2.1. Sejam n € N e A = [a;;] € M, (K). Chama-se matriz adjunta
de A, e representa-se por Adj A, a matriz
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1 0 3
Exemplo 6.2.2. Seja A= | 0 5 0
4 0 7
Como
. 5 0 . 00 . 0 5
all:(_l)Q 0 7 :357 a’12:<_1)3 4 7 207 CL13:(_1>4 4 0 :—207
. 0 3 . 1 3 . 10
an = (=" 0 2 |=0 am= (-1 D=5 as =17, o |=0,
. 0 3 . 13 . 10
an = (0| 5 | =15 dw = (1P| g g [=00 aw=() g 5 =5,
temos .
35 0 —20 35 0 —15
AdjA = 0 =5 0 = 0 =5 0
—-15 0 5 —20 0 5

Teorema 6.2.3. Sejam n € N e A = [a;;], uma matriz quadrada de ordem n sobre
K. Entao, se i # j,

1. A31a51 + Q2052 + - QinAjn, = 0.
2. alialj + a2ia2j -+ .. CLmanj = 0.

Demonstragao. 1. Sejam A = [a;;] € M,(K) e A" a matriz que se obtém de A
substituindo a linha j pela linha i. Entdo det A" = 0, uma vez que A’ tem duas
linhas iguais. Por outro lado, aplicando o Teorema de Laplace ao longo da linha j
de A’, tem-se

A Ry Y 1Al
det A" = d'j1a} + d'joaly + ... d'5,0,

= aﬂ(—l)]”rl det A'(5]1) + aig(—l)ﬂ”r2 det A'(512) + ...+ am(—l)j*" det A’(j|n)
= ail(_l)jJrl det A(j]1) + Clz‘Q(—l)jJr2 det A(j|2) +... + am(—l)ﬁn det A(j[n),

pois, para cada k € {1,...,n}, A'(jlk) = A(j|k).
LOgO CLﬂCAle + CLZ'QCAL]'Q + - CLmCALjn =0.
2. A prova é andloga a anterior; basta considerar a matriz A’ que se obtém de

A substituindo a coluna j pela coluna ¢ e desenvolver o determinante ao longo da
coluna j de A’ O

Teorema 6.2.4. Sejamn € N e A uma matriz quadrada de ordem n sobre K. Entao
1. A € invertivel se e so se det A # 0.
2. Se A € invertivel, entio det A~! = (det A)~1.
3. AAdjA = (det A)I,.

4. Se A € invertivel, entao
1
—1

=T A AAdJA.
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Demonstragao. 1. Seja A € M, (K) tal que A nado é invertivel. Entao ¢(A) < n.
Seja F' € M,,(K) uma matriz em escada equivalente por linhas a matriz A. Entao
A=EFE,...E,F,onde E,..., E, sdo matrizes elementares de ordem n. Logo,

det A = det(F; ... E;)det F.

Uma vez que ¢(A) < n, a matriz F' tem, pelo menos, uma linha nula. Assim,
det F' = 0 e, portanto det A = 0.

Reciprocamente, suponhamos que A € M, (K) é uma matriz invertivel. Entao,
existe A7 € M, (K) tal que AA™! =1, = A~'A. Logo, como A e A~! sdo ambas
matrizes quadradas de ordem n, tem-se det A.det A™' = det(AA™!) = det I, = 1,
pelo que det A # 0.

2. Segue da prova de 1.

3. Pela definigao de produto de matrizes, o elemento na linha ¢ e coluna j da matriz
AAdjA é o elemento
ai1aj1 + QinGjo + - Ain Q.
Se i = j, tem-se
aildil + aiQ&Z’Q =+ CLmCALm = det A.
Se i 7# J,
aﬂdjl + azgdjg + - CLmCALjn =0.

Por conseguinte,

det A 0 0
AAGA= | 0 detA - 0 | =(det A),
0 0 - detA
4. Se A é invertivel, entdo, por 3., tem-se A"AAdjA = A~!(det A)I,,, pelo que
AdjA = (det A)A~L. Como det A # 0, segue que A~ = detAAde. O
: 1 2 .
Exemplo 6.2.5. Seja A = [ 3 6 } . ComodetA=1x6—-—3x2=0, entdo a

matriz A nao é invertivel.

Exemplo 6.2.6. Seja

1 0 3
A=[0 50
4 0 7
Como det A = —25 ¢
35 0 —15
AdjA = 0 -5 0],
—20 0 5
tem-se 35 15 7 3
- 0 5 -5 0 3
ATl = 02 0 [=] 01 0
4
2] Lo
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6.3 Regra de Cramer

Um sistema de n equagoes lineares em n incognitas que seja possivel e determi-
nado diz-se um sistema de Cramer. O resultado seguinte estabelece como calcular
a Unica solugao de um sistema de Cramer recorrendo a deteminantes.

Definigao 6.3.1. Sejam n € N e A € M, (K). Um sistema de equagdes lineares
(S) com equagdo matricial Ax = b diz-se um sistema de Cramer se A é uma
matriz invertivel.

Teorema 6.3.2. Sejam n € N, A € M, (K) e (S) um sistema de equagoes lineares
com equacao maticial Ax = b. Se A € invertivel, entdo o sistema € possivel e
determinado e a unica solugdo do sistema (S) € o n-uplo (o, o, ..., ), onde

B det (A(i))
YT T et A

i=1,2,..n,

e AW ¢ a matriz quadrada de ordem n obtida de A substituindo a sua coluna i pela
coluna b.

Demonstragdo. Seja. A = [a;;], uma matriz invertivel. Entao c¢(A) = n. Como
A e M,(K) e c(A) = c(A]b) = n, o sistema é possivel e determinado.
Sendo a = (a1, g, . .., ;) & Unica solucao do sistema, tem-se
aq
Q2
Al . =b.
A

Da igualdade anterior obtem-se

= A"

Considerando que A~! = —1-AdjA, segue que

det A
aq 11 Q21 -+ Qpl by
o) 1 Q12 Q22 -+ On2 by
T detA
(079 A1p Aon - Ann bn

dllbl —|— &21()2 + tee + dnlbn
d12b1 —|— &22()2 + tee + dn2bn
det A :

dlnbl + &21162 +-+ dnnbn
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Assim, para cada i =1,2,...,n,

ap = dei 1 (1ib1 + Ggiby + - -+ + aniby)
appg - i1 by G Gy
1 a1 -+ Ggi—1 by aGgip1 - agy
~ det A :
Ap1 -+ Api-—1 bn Api+1 *°° Qpp

Exemplo 6.3.3. Consideremos o sistema de equacies lineares a sequir indicado

r1 + 219 — 3x3 + 14 = —

To + 3x3 + 14
201 + 39 + 13 + x4
T + x3 + x4y =

I
— s Oy Ot

O sistema pode ser representado matricialmente por Az = b, onde

1 2 =31 ) T
101 31 B 6 | 2
A=lyo g 11| b= 4| "7 4
10 11 1 Ty
Uma vez que |A| = 20 # 0, a matriz A € invertivel e o sistema indicado é um

sistema de Cramer. A inica solugdo deste sistema € (ay, g, (v, (vy), onde

-5 -2 =31 1 -5 -3 1
6 1 31 0 6 31
4 3 11 2 4 11
10 11 1 1 11
al = 20 = 2£0 —= 0’ O{Q —= 20 —= 3—8 —= ]_’
1 2 -5 1 1 2 -3 =5
01 61 01 3 6
23 41 23 1 4
10 11 1 0 1 1 _
a3 = 20 =% =2 Qg = 20 =5 =1

6.4 Determinantes e positividade de matrizes

As matrizes simétricas definidas positivas podem ser caracterizadas recorrendo
ao calculo de determinantes.

No sentido de estabelecermos tal caracterizacao, comecamos por introduzir al-
guma terminologia.




determinantes 124

Definicao 6.4.1. Sejam A € M, (K) ek € {1,...,n}. Ao determinante de uma
submatriz principal de A de ordem k dd-se a designacdo de menor principal de
A de ordem k e ao determinante de uma submatriz principal primdria de A de
ordem k dd-se a designacao de menor principal primdrio de A de ordem k.

1 2 3
Exemplo 6.4.2. Consideremos a matriz A = | 2 4 5 Entdao os menores
3 5 6
principais primdrios de A sao os sequintes:
e menor principal primdrio de ordem 1: |A;| = |1] = 1;
o S 1 2
o menor principal primdrio de ordem 2: |Ag| = 9 4| = 0;

o menor principal primdrio de ordem 3: |Az| = |A] = —1.

Teorema 6.4.3. Sejam n € N e A € M,(R) uma matriz simétrica. A matriz A
¢ simétrica definida positiva se e so se todos 0s seus menores principais primdarios

5G0 positivos, ou seja, se e s6 se, para todo k € {1,...,n}, |Ax| > 0.
Demonstracao. Prova por inducao sobre a ordem n da matriz. O
2 01
Exemplo 6.4.4. Consideremos a matrizA= | 0 2 0 | € M3(R).
1 0 1

Como A € simétrica,
1Ay = det [2] = 2 > 0,

Ayl =det | 2 Ol —2x2-0x0=4>0
0 2
e
2 01
As]=det | 02 0| =44040-2-0-0=2>0,
1 01

a matriz A € simétrica definida positiva.

Corolério 6.4.5. Sejam n € N e A € M,(R) uma matriz simétrica. Se a matriz
A € simétrica definida positiva, entao A € invertivel.

Teorema 6.4.6. Sejam n € N e A € M, (R) uma matriz simétrica. A matriz A é
simétrica semidefinida positiva se e so se todas as submatrizes principais de A tém

determinantes nao negativos, ou seja, se e s6 se todos os menores principais de A
sao positivos ou nulos.
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Exemplo 6.4.7. Seja

210
000
Calculando os menores principais de A, obtemos:

e Menores de ordem 1: det([2]) = 2, det([1]) = 1, det([0]) = 0;

e Menores de ordem 2:

2 1 2 0 10
det [ ] 1] , det [ 0 O] 0, det [ 0 0] 0

e Menor de ordem 3: det(A) = 0.

Todos 0s menores principais de A sao positivos ou nulos, pelo que a matriz é
simétrica semidefinida positiva (mas nao é simétrica definida positiva, pois o menor
principal primdrio de ordem 3 € nulo).

Exemplo 6.4.8. Consideremos a matriz

A= [ _g g] € Mays(R).

Calculando os menores principais de A, obtemos:
e Menores de ordem 1: det([—5]) = —5, det([0]) = 0;
o Menores de ordem 2: det A= (—5) x 0 —3 x 3 =—-9.

A matriz tem menores principais negativos, logo a matriz nao € semidefinida
positiva. Portanto, a matriz também nao € definida positiva.

Todos os resultados anteriores, a respeito de matrizes simétricas definidas po-
sitivas, podem também ser estabelecidos para matrizes hermiticas definidas (resp.
semidefinidas) positivas.




7. Valores e Vetores Proprios

7.1 Definicao e propriedades

Neste capitulo estudamos os conceitos de vetor proprio e valor proprio de aplicagoes
lineares que sejam endomorfismos de um subespaco vectorial de R™ e estudamos
também os conceitos de vetor préprio e de valor proprio de matrizes quadradas
reais. O interesse no estudo destes conceitos deve-se as suas diversas aplicagoes
praticas. No contexto do estudo matricial, os valores e vetores préprios aplicam-se
no processo de diagonalizagao de matrizes quadradas.

Definigao 7.1.1. Sejam V' um subespago vectorial de R e f € L(V, V). Diz-se que
v €V é vetor proprio de f se sao satisfeitas as duas condi¢oes sequintes:

Z) (% # ORn,'
i) existe A € R tal que f(v) = \v.

O escalar \ diz-se um valor préprio de f. Ao conjunto de valores proprios de f
dd-se a designacao de espectro de f.

O conceito anterior pode ser generalizado a endomorfismos de espagos vetoriais
em geral, mas, no ambito deste curso, restringimos o estudo a endomorfismos de
subespacos vetorias de R™.

Observagao: Sejam V um subespago vectorial de R" e f € L(V, V).

1) Se v € V' é um vetor préprio de f, entdo existe um unico valor préprio associado
a v, i.e., existe um unico escalar A € R tal que f(v) = \v. De facto, se A;, Ao € R
sao escalares tais que f(v) = \v e f(v) = Awv, tem-se A\jv — Agv = Ogn, pelo que
(A — A2)v = Ogn €, como v # Ogn, segue que A\; — Ay = 0, donde A\; = \,.

Assim, diz-se que v é vetor préprio de [ associado ao valor préprio \.

2) Se A € R é um valor préprio de f, prova-se que existem vetores préprios distintos
associados ao mesmo valor préprio A. Com efeito, se v é um vetor préprio associado
a A, entao, para qualquer a € R,

flav) = af(v) = a(Av) = AMaw).

Logo, para qualquer o € R\ {0}, av é vetor préprio de f associado a A, uma vez
que av # 0y e f(av) = Aav).
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Exemplo 7.1.2. Consideremos, no espaco vetorial real R3, o endomorfismo f defi-
nido por f(a,b,c) = (3a,3b,b), para todo (a,b,c) € R3, e os vetores (0,3,1), (1,6,2),
(2,0,0). Tem-se

£(0,3,1) = (0,9,3) = 3(0,3,1),
£(1,6,2) = (3,18,6) = 3(1,6,2),
£(2,0,0) = (6,0,0) = 3(2,0,0),

logo (0,3,1), (1,6,2), (2,0,0) sao vetores préprios de f associados ao valor proprio
3. Temos também

f(0,0,5) = (0,0,0) = 0(0,0,5),
f(0,0,—2) = (0,0,0) = 0(0,0,-2),

e, portanto, (0,0,5), (0,0, —2) sao vetores prdprios de f associados ao valor prdprio
0.

Exemplo 7.1.3. Sejam V' um subespaco vectorial de R™, (v1,v9) uma base de V' e
f:V =V uma aplicagao linear definida por f(vy) = vy —ve € f(ve) = —vy + vy,
Se considerarmos os vetores v| = vy + vy € vy = v1 — vy, tem-se vy # Ogn, vy # Ogn,
f(vy) = 00y e f(vy) = 2vh. Logo, vy e vy sao vetores proprios de f associados aos
valores proprios 0 e 2, respetivamente.

Exemplo 7.1.4. Sejam B a base candnica de R? e f o endomorfismo de R? tal que
10

Entao (0, vetor proprio de f associado ao valor prdoprio 2, pois (0,2) # (0,0) e

{ HQ)ge] { }’peloq“ef<072)=(0,4):2(0,2).

Sendo V' um subespago vectorial de R™ de dimensao finita r > 1, B = (vy,...,v,)
uma base de V', f € L(V,V), A= M(f;B,B),v eV e [v]w,) o vetor coluna de v de
V na base B, tem-se

v # Orn se e 50 se [v](,) 7 Orx1

f(v) = v se e 56 se Alv]w,) = A[V] ),

o que motiva as defini¢oes seguintes.

Definicao 7.1.5. Sejam r € N e A € M, (R). Diz-se que y € M,»1(R) é vetor
proprio de A se sdio satisfeitas as duas condigoes sequintes:

Z) Yy 7& 07’><1;
i) eziste A € R tal que Ay = A\y.

O escalar \ diz-se um um valor proprio de A. Ao conjunto de valores proprios
de A dd-se a designacdo de espectro de A.
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Os conceitos anteriores estendem-se naturalmente a matrizes complexas. Seja
A € M,.(C). Diz-se que um vetor y € M,»1(C) é um vetor préprio de A se
y # 0,41 e existe um escalar A € C tal que Ay = \y. Neste caso, o nimero \ é
denominado valor préprio de A.

Observe-se que toda matriz A € M,...(R) pode ser vista também como uma matriz
complexa. Assim, ao estudar uma matriz quadradra r X r com entradas reais, é
necessario explicitar se a consideramos como elemento de M,.,.(R), restringindo-
nos a valores préprios reais e vetores préprios em M, ;(R), ou como elemento
de M,,.(C), admitindo também valores préprios complexos e vetores préprios em
erl((:)-

Neste curso, a nao ser que algo seja dito em contrario, dada uma matriz quadrada
real, estaremos apenas interessados no estudo de valores proprios reais e de vetores
proprios de elementos reais.

Exemplo 7.1.6. Sejam

|
e[ 222

concluimos que X\ = 2 € valor proprio de A e x = [ } ¢ um vetor proprio de A

M= p—t
I
W N
[
8

|
1
il N
[
)
>

I

[\]

Uma vez que

associado a A = 2 .

Observagao: 1) De modo andlogo ao que sucede com os vetores proprios de um
endomorfismo, um vetor préprio de uma matriz A € M, (R) estd associado a um
tnico valor préprio de A. De facto, para quaisquer y € M1 \ {O0;x1} € A, € R,
(Ay=Xxy e Ay=py)=>y=pwy=>A-py=0x1=>A—p=0=Xr=p
Diz-se, entao, que y é vetor préprio de A associado ao valor préprio \.

2) A cada valor préprio A de A estd associada uma infinidade de vetores préprios
de A. Com efeito, se y € M1 \ {0,x1} é um vetor préprio de A, entao, para todo
a € R\ {0}, z = ay é também um vetor préprio de A, uma vez que = # 0,y €

Az = A(ay) = a(Ay) = a(\y) = A (ay) = Az.
Como j4 foi observado anteriormente, as nocoes de valor préprio e vetor proprio

de endomorfismos e de valor préprio e vetor préprio de matrizes quadradas estao
relacionadas.

Teorema 7.1.7. Sejam V' um subespago vetorial de R™ de dimensao finita r > 1,
B = (v,...,v.) uma base de V, f € L(V,V) e A= M(f;B,B). Entao

1) v € V € vetor préprio de f se e sé se o vetor coluna de v na base B é vetor
proprio de A.

2) A € R ¢é valor prdprio de [ se e s se A € valor préprio de A.
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Demonstragdo. 1) Sejam v =" ov; €V e o]y, = [ a1... }T o vetor coluna
de v na base B.
Se v é vetor préprio de f tem-se v # Orn e existe A € R tal que f(v) = Av. Entéo
[,U](Ui) 3& 0rx1 €

Aoy

Ay = | 1| = Avlwn:
Ao,
Logo, [v],, é vetor préprio de A.
Reciprocamente, se admitirmos que [v],,) é vetor préprio de A, temos [v](,) 7 Orx1
e Alv]w,) = A[v](v,), para algum X € R. Logo v # Orn €
fw) = Aar)vr + ...+ Aa)v, = AMavg + ... + a,v) = Av;
portanto v é vetor proprio de f.

2) Imediato a partir de 1). O

Exemplo 7.1.8. Sejam B a base candnica de R® e f € L(R3 R3) tal que

-3 1 -1
M(f;B,B)=| -7 5 —1
-6 6 —2
Sendo A = M(f;B,B), tem-se
3 —6 3
Al3|=| -6 |==-2|3
0 0 0

Logo, considerando que (3,3,0) # Ors e f(3,3,0) = (—6,—6,0) = —2(3,3,0), o
vetor (3,3,0) € vetor préprio de f associado ao valor préprio —2. Atendendo a que

0 0 0
Als|=]20]|=4]|5],
5 20 5

conclui-se que o vetor (0,5,5) também é um vetor préprio de f, pois (0,5,5) # Ogs
e temos f(0,5,5) = (0,20,20) = 4(0,5,5); neste caso, (0,5,5) é um vetor prdprio
de f associado ao valor proprio 4.
Teorema 7.1.9. Sejam V' um subespago vetorial de R™, f € L(V,V) e A € R. Seja
Vigny = {v €V : f(v) = Av} = Nuc(f — Aidy).
Entao
1) Vg € subespago vetorial de R™.

2) Se A € R é um wvalor préprio de f, os vetores préprios de [ associados ao
valor proprio A sdo os elementos de Vizx \ {Orn}.
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Demonstragao. 1) O resultado é imediato pelo Teorema 4.3.5.

2) Imediato pela definicao de Vjs, e pela definicao de vetor préprio de f associado

a . O

Observagao: Sejam V um subespago vectorial de R, f € L(V,V) e A € R. Se A
nao é valor préprio de f, tem-se Visx = {Orn}.

Definigao 7.1.10. Sejam V' um subespago vectorial de R™, f € L(V,V) e A € R
um valor proprio de f. Ao subespaco

Vipay ={v eV f(v) = A} = Nuc(f — \idy)

dd-se a designacao de subespago proprio de [ associado ao valor proprio ).
A dimensao do subespago Viyy dd-se a designagdo de multiplicidade geométrica
do valor préprio \ e representa-se por m.g.(\).

Correspondendo ao Teorema 7.1.9 temos o resultado seguinte.

Teorema 7.1.11. Sejamr € N, Ae M, (R), AeR e

My = {y€ Mpa(R): Ay = \y}
= {y € Mr><1<R) : (A - )\[r>y = 0r><1}-

Entao
1) Miay € um subespago vetorial de M, (R).

2) Se X € um valor préprio de A, o conjunto dos vetores proprios de A associados
ao valor proprio A € Miax \ {Orx1}.

Definigao 7.1.12. Sejam r € N, A € M,.(R) e A € R um valor prdprio de A. Ao
subespaco
My = {y € Mua(R): Ay = Ay}
= {ye Ma(R): (A= ALy = 0,1}

dd-se a designacao de subespago proprio de A associado ao valor préprio \.
A dimensdao do subespago M4y dd-se a designagao de multiplicidade geométrica
do valor préprio \ e representa-se por m.g.(\).

Atendendo a relacao existente entre os vetores proprios de um endomorfismo f
de um espaco vetorial de dimensao finita e os vetores proprios de uma matriz de f,
é possivel estabelecer o resultado seguinte.

Teorema 7.1.13. Sejam V um subespaco vectorial de R" de dimensao r > 1,
B = (vi,...,v,) uma base de V, f € L(V,V), X um wvalor préprio de f e
A= M(f;B,B). Entio existe uma bijecao entre Vigy e Ma y.
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Demonstragao. Do Teorema 7.1.7 resulta que a aplicagao pu : Viyy — M4y tal que

p(v) = [v]g, para todo v € Vjs, estd bem definida. E simples verificar que (€ uma
aplicagao bijetiva. O

Seguidamente estudamos processos para determinar os valores proprios e os ve-
tores proprios de um endomorfismo dum subespago vectorial de R™ de dimensao
> 1. Comecamos por estudar como determinar os valores proprios de um dado en-
domorfismo e seguidamente veremos como determinar os vetores préprios associados
a uma determinado valor proprio.

Teorema 7.1.14. Sejam V um subespago vetorial de R" de dimensao finita r > 1,
B uma base de V', f € L(V,V), A= M(f;B,B) e A € R. Entao X\ € valor prdprio
de f se e so se

|A— A =0.

Demonstracao. Pelo Teorema 7.1.7, A é valor proprio de f se e s6 se A é um valor
préprio de A. Por definigdo, A é valor préprio de A se e s6 se existe y € M,.»1(R)\
{0,%1} tal que Ay = A\y. Entao, considerando que

Ay = )‘y = Ay - >‘y = 07"><1 -~ Ay - )\Iry = 0n><1 ad (A - )\Ir)y = 07"><17

A é valor préprio de f se e se s6 o sistema (A — Al )x = 0,«; é indeterminado, ou
seja, se e 86 se |A — AI.| = 0. O

Teorema 7.1.15. Sejam r € N e A € M,.(R). Entdo \ € valor préprio de A se e
S0 se

|A— AL| = 0.

Demonstracao. Sejam B uma base do espago vetorial R" e f o endomorfismo de R”
tal que
M(f;B,B) = A.

Entao, pelos teoremas 7.1.7 e 7.1.14, o resultado é imediato. O
O Teorema 7.1.15 motiva a defini¢ao seguinte.

Definicao 7.1.16. Sejam r € N ¢ A = [a;5] € M,(R). Chama-se polinémio
caracteristico de A, e representa-se por pa(x), o polindmio na varidvel x e com
coeficientes em R, definido por

ai] — & a12 e a1y
a921 a9 — T ... a2y
pa(z) = [A -2l | =
Q1 [07%) e Qpp — X

Chama-se raiz caracteristica de A a qualquer raiz do polindmio pa(z) em R.
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12 1
Exemplo 7.1.17. Seja A = 2 0 =2 | € M3(R). O polindmio caracteristico
-1 2 3
de A €
11—z 2 1
pa(z) =|A—zl3| = 2 —x =2 |=—-2"+42" —dv = —a(x —2)%
-1 2 3-x

As raizes caracteristicas de A sao 0 e 2.

A respeito do polinémio caracteristico de uma matriz prova-se o resultado se-
guinte.

Teorema 7.1.18. Sejam r € N, A = [a;;] € M,(R) e pa(x) o polinomio carac-
teristico de A. Entao pa(x) tem grau igual a r e se py = a, 2" + a,_12" "1 + ...+ ay,
tem-se a, = (—1)", a,_1 = =Y ._, a; e ag = |A].

Demonstracao. A prova pode ser realizada por inducao sobre 7. O

Teorema 7.1.19. Sejam r € N, A € M,(R) e A € R. Sdo equivalentes as
afirmacoes sequintes:

1) X € valor proprio de A.
2) X é um zero do polinémio caracteristico de A, isto €, pa(A\) = |A— AI.| =0.

Demonstracao. O resultado é imediato pelo Teorema 7.1.15. O

De acordo com o Teorema Fundamental da Algebra, qualquer equacao na variavel
x da forma
at 4+ a1+ Far+ay=0

coma, #Z0,r>1,ea; €C,i=0,1,...,r tem exactamente r raizes em C.

Assim, considerando que os valores préprios de uma matriz A € M,.(R) sao as
raizes caracteristicas de A, é valido o resultado seguinte.

Teorema 7.1.20. Sejamr € N e A € M,.(R). Entao A tem, no mdzimo, r valores
proprios distintos.

Demonstracao. Resulta do Teorema 7.1.19 e do Teorema Fundamental da Algebra.
O

Definigao 7.1.21. Sejamr € N e A € M,.(R). Se A € valor préprio de A, designa-
-se por multiplicidade algébrica de )\, e representa-se por m.a.(\), a multipli-
cidade de N\ como raiz do polinomio pa(x). Se m.a.(\)=k, diz-se que A tem mul-
tiplicidade algébrica k; no caso particular de k = 1, diz-se que X\ € wvalor proprio
simples.
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Atendendo ao Teorema 7.1.7, o problema da determinacao dos valores préprios
de um endomorfismo f de um subespaco vectorial V' de R™ pode ser reduzido ao
problema da determinacao dos valores préprios de uma matriz A onde A é a matriz
de f em relacao a uma dada base de V. Porém, considerando que a matriz de um
dado endomorfismo depende da base fixada para a definir, coloca-se a questao se
matrizes do mesmo endomorfismo relativas a bases distintas poderao ter polinémios
caracteristicos distintos. Seguidamente prova-se que todas as matrizes de um mesmo
endomorfismo f tém o mesmo polinémio caracteristico.

Teorema 7.1.22. Sejam r € N e A, B € M,(R).
Se A e B sao semelhantes, entao tém o mesmo polindmio caracteristico.

Demonstragao. Sejam v € N e A, B € M,(R) matrizes semelhantes. Entao
B = PAP™! para alguma matriz invertivel P € M, (R). Logo, atendendo as
propriedades de determinantes, tem-se

pp(z) = |B -zl
= |PAP71 — P(xIT)P71|
= |P(A—zl,)P!
= |P||A = zL||[P7|
= |A -zl ||P||P7}|
= |A—zl|
= pa(x).

O

Corolario 7.1.23. Sejam V um subespaco vectorial de R™ de dimensao r > 1,
fe LV,vV), By, By bases de V., A = M(f;B1,B1) e B = M(f;B,,B5). Entdo
pa(z) = pp(x).

Demonstracao. Atendendo aos teoremas 4.5.14 e 4.5.16, A e B sdo matrizes seme-
lhantes e o resultado segue do teorema anterior. O

Definicao 7.1.24. Sejam V' um subespaco vectorial de R™ de dimensdio r > 1 e
f € L(V,V). Chama-se polinémio caracteristico de f, e representa-se por

ps(z), o polindmio caracteristico de qualquer matriz de f em rela¢io a uma base de
V.

Teorema 7.1.25. Sejam V' um subespaco vectorial de R" de dimensdo r > 1,
feL(V,V)eleR. Sao equivalentes as afirmagoes sequintes

1) X € wvalor préprio de f.
2) X é zero do polindmio caracteristico de f.

Demonstracao. Imediato pelo Teorema 7.1.14. O

Teorema 7.1.26. Sejam V' um subespacgo vectorial de R™ der >1 e f € LIV, V).
Entao f tem, no mdxzimo, r valores proprios distintos.

Demonstracao. Resulta dos teoremas 7.1.25 e 7.1.20. O
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Definicao 7.1.27. Sejam V um subespago vectorial de R" de dimensao r > 1,
feL(V,V). Se X € valor proprio de f, designa-se por multiplicidade algébrica
de )\, e representa-se por m.a.(\), a multiplicidade de A\ como raiz do polinémio
pr(x). Sem.a.(\)=k, diz-se que X tem multiplicidade algébrica k; no caso particular
de k =1, diz-se que X\ é valor proprio simples.

Sejam V' um subespago vectorial de R de dimensao > 1e f € L(V,V). Uma vez
conhecidos os valores préprios de f podemos também determinar os vetores proprios
de f associados aos valores proprios recorrendo a matrizes.

Teorema 7.1.28. Sejam V' um subespaco vectorial de R" de dimensdo r > 1,
B = (vi,...,v.) uma base de V., f € L(V,V), A= M(f;B,B) e A € R. Para cada
v eV, seja [v]w, o vetor coluna de v na base B. Entdo

‘/[f,)\] = {U € V . (A — )\Ir)[v](vl) = 07"><1}~
Demonstragao. Temos V) = Nuc(f — Aidy ). Por outro lado, sendo A = M(f; B, B),
tem-se M(f — Aidy; B, B) = A — Al,.. Assim, uma vez que, para cada v € V,

v € Nuc(f — Mdy) & (f — Ady)v = Orn & (A — ML) [0](0;) = Onx1,

segue que

Vigny ={v eV (A= AL)[v]w) = 0px1}- O

Nas condigoes do teorema anterior, os vetores proprios de f associados a A sao
os vetores de V' cujos vetores coluna na base B sao as solugoes nao nulas do sistema
homogéneo (A — A, )z = 0,y.

Exemplo 7.1.29. Consideremos o espago vetorial real R® e a base B = (vy, vy, v3)
de R3, onde vy = (1,0,0),v5 = (1,1,0), v3 = (1,1,1). Seja f: R?> — R3 0 endomor-
fismo definido por

f(’U1> = (O, —2, —1), f(’UQ) = (0,0, —1), f(’Ug) = (0,0, 1)
Recorrendo a matriz de f em relagao a base B, vamos determinar os valores proprios
e os vetores proprios de f. Sendo A= M(f;B,B), tem-se

2 0 0
A= -1 1 -1
-1 -1 1

Dado X € R, X € valor préprio de f se e s6 se |A— Mz| = 0. Uma vez que
2—X 0 0

A=A;] = | -1 1-Xx -1
-1 -1 1-2A

1-x -1

- <2_A>’ -1 1—)\’

= (2-N[0-X2-1

entao |[A—MN3| =0 seesdseA=2ou=0, i.e., osvalores proprios de f sao 0 e 2.
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Relativamente ao subespaco proprio de f associado ao valor préprio 0, tem-se o
sequinte:

R3 Nuc(f — Oidgs)

[£,0]
631
= a1v] + Qv + azvs € R® : M(f — Oidgs; B,B) | ap | =0
a3
(€3]
= 1V + QU2 + i3V € R3 : (A — 0[3) %) =0
a3
Resolvendo o sistema (A —0l3)z =0, i.e., Az =0,
[ 2 0 o0]0 1 0 010
[Al0] = —1 1 =1/0| — |0 1 —-110
-1 —1 110 0 —1 110
(1 0 0]0]
— 01 —110
| 00 0]0 ]
temos
R‘Ffm = {ayv; + aove + azuz € R?:a; =0,a0 — a3 = 0}

= {ov; + agvy +azvy ER3 1y = 0,00 = a3}
= {0v; + agvy + azvs € R3 : ap € R}
= {as(vy+v3) €R3: ap € R}
= {a3(2,2,1) e R?: ay € R}
= <(2,2,1) >.
Os wvetores proprios de [ associados ao walor proprio 0 sao os elementos de

R‘Ffm \ {Ogs}.
Vamos, agora, determinar o subespago proprio associado ao valor proprio 2:

R3 Nuc(f — 2idgs)

[f,2]
aq
= alvl+a202+agvg€R3:M(f—2idRs;B,B) ay | =0
a3
31
= a1V + e + aizvg € R3 . (A — 213) (e%)) =0
a3
Resolvendo o sistema (A — 2I3)x =0,
0O 0O 0 |o 1 1 110
[A —213]0] = -1 -1 =110 — |0 0 O0]O
-1 -1 —-110 0 0 00




valores e vetores proprios 136

temos
R?f@] = {avy + aovy + azv3 € R3 g + ap + a3 = 0}

= {av; + aovy + azvs € R3 1o = —ap — s}
{(—ay — az)vy + aovy + azvs € R3 1 o, a3 € R}
{aa(—v1 + v9) + az(—vy + v3)R3 : g, a3 € R}
{a2((0,1,0)) + a3((0,1,1))R3 : an, a3 € R}

= <(0,1,0),(0,1,1) > .

Os wvetores proprios de [ associados ao walor proprio 2 sao os elementos de

R?f,ﬂ \ {ORﬁl } .

Embora o resultado anterior nos dé um processo para determinar o subespago
proprio de um endomorfismo associado a um determinado valor proprio, o resultado
seguinte permite-nos determinar a multiplicidade geométrica de um valor préprio
sem determinar o subespaco proprio que lhe esta associado.

Teorema 7.1.30. Sejam V' um subespaco vectorial de R" de dimensdo r > 1,
feLV,vV), Bumabase de V, A= M(f;B,B) e A\ € R um valor préprio de f.
Entao

m.g.(\) =r — car(A — \,).

Demonstragdo. Tem-se Vizx = Nuc(f — Aidy). Entao, considerando que

dim V' = dim Nuc(f — Nidy) + dim Im(f — Nidy)

dim Im(f — Nidy) = car(A — \1,.),
segue que

m.g.(A) = dim Vi = r — car(A — AL,). O
Um resultado similar ao anterior pode ser estabelecido para matrizes quadradas.

Corolario 7.1.31. Sejamr € N e A € M, (R) e A € R um valor proprio de A.
Entao
m.g.(\) =r — car(A — \1,).

Demonstracao. Sejam B uma base de R" e f o endomorfismo de R" tal que
A= M(f;B,B). Pelo Teorema 7.1.7, A é valor préprio de A se e s6 se é valor préprio
de f. Entao, considerando que, pelo Teorema 7.1.13, dim(R")(zy = dim M4y, o
resultado segue do Teorema 7.1.30. U

Conhecida a multiplicidade algébrica de cada valor préoprio de um endomorfismo
f, podemos também obter alguma informacao sobre a multiplicidade geométrica
do valor préprio, uma vez que estas mutliplicidades estao relacionadas da forma
estabelecida no resultado seguinte.
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Teorema 7.1.32. Sejam V' um subespaco vectorial de R™ de dimensdo r > 1 e
feL(V,V). Se A€ R € valor préprio de f, entao

m.g(A) < m.a(A).

Demonstragdo. Seja A um valor préprio de f e seja k = m.g.()), i.e., k = dimV[; .

Sejam (wy,...,w;) uma base de Vi y e B = (w1, ..., wy, u1, ..., u—;) uma base de
V. Entao c
B
a=sisE =5 5]

onde B = diag(A,...,A) € Mi([R), 0 € My _p(R), C € Mpypny(R) e
D € M _i)(R). Tendo em conta o Teorema de Laplace, segue que

Bl o A=z ... 0
= — = Tk = : —
pf<x> - |A xIT‘ - 0 D — xIr—k i .. |D SL’IT,]?‘
0 N
= (=D)*@—N¥D — zl, 4|
Portanto, m.a.(\) > k = m.g.(\). O

Corolario 7.1.33. Sejamr € N e A € M, (R).
Se A € R € valor proprio de A, entdo m.g.(A) < m.a.()).

Demonstracao. O resultado é imediato, considerando o Teorema 7.1.7 e aplicando

o teorema anterior ao endomorfismo f de R" cuja matriz em relagao a uma base B
de R" é A. O

Terminamos esta seccao com o estudo de mais algumas propriedades a respeito
de valores préprios de endomorfismos de espacgos vetoriais de dimensao finita e de
valores proprios de matrizes quadradas.

Teorema 7.1.34. Sejam V' um subespaco vectorial de R" de dimensao r > 1,
feL(V,V)e,...,\, valores proprios de f, distintos dois a dois. Se, para cada
ie{l,....p}, (va,...,vs,) € uma sequéncia linearmente independente formada por
vetores proprios de f associados ao valor proprio \;, entdo a sequéncia

(’UH, ceey Ulsyy e ooy Uply s .’Upsp)
¢ linearmente independente.

Demonstragao. Dado p € N, representemos por P(p) a afirmacdo seguinte: Se
A, - .., Ap sd0 valores proprios de f, distintos dois a dois e, para cadai € {1,...,p},
(Vi1, - - -, Uis,) € uma sequéncia linearmente independente formada por vetores préprios
de f associados ao valor proprio \;, entao a sequéncia

(U117---7U1317---7Up17---vpsp)

¢ linearmente independente.
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Por indugao matemética, mostremos que, para todo p € N, P(p) é verdadeira.
Se p =1, P(p) é verdadeira, uma vez que (v11, ..., v1s, ) € linearmente independente.

No sentido de provar o passo indutivo, admitamos, que P(k) é verdadeira. Com
base nesta hipétese prova-se que P(k + 1) é verdadeira, ou seja, mostra-se que
se Ai,..., A\g, Agr1 sao vetores proprios de f, distintos dois a dois e, para cada
ie{l,...k+1}, (vi1,...,vs) é uma sequéncia linearmente independente formada
por vetores préoprios de f associados ao valor préprio \;, entao a sequéncia

('UH,...,’0181,...,Ukl,...’l}ksk,vk+11,...’l}k+1sk+l)

é linearmente independente.
De facto, se consideramos escalares o;; € R, ¢ =1,...,k+1,7=1,...,s;, tais que

Z ;1Vi1 + ...+ Qg Vis; = O]R" (1)
i=1

e aplicarmos f a ambos os lados da igualdade (1), obtemos

k+1
Z Oéﬂ)\ﬂ)ﬂ + ...+ aisi)\ivisi = O]Rn (2)
1=1

Por conseguinte, de (1) e (2), considerando (1) — A\z11(2), segue que

k
Z()\z‘ — Net1) QUi+ o Qs (A — A1) Vis; = O,

i=1

Como, por hipdtese de inducao, a sequéncia

(’011, Ce 7U1317 ey Uk, - - -Uksk)
é linearmente independente, resulta que, para todoi € {1,...,k}, a; = 0. Logo, por
(1), obtem-se i 11Vp411 + - - + Qg1 50, Vktlses, = Ore €, Uma vez que a sequéncia
(Vkg11s - - - Ukt s, +1) ¢ linearmente independente, conclui-se que aj; = 0. Por con-
seguinte, a sequencia
(Ullu coosVisyy oo oy URly o o - Uksy s V411, - - -Uk+lsk+1)
é linearmente independente. O

Corolario 7.1.35. Sejam V' um subespaco vectorial de R™ de dimensdo r > 1 e
feLV,V). Sewvy,...,u, sio vetores proprios de f associados, respetivamente,
a valores proprios A, ..., Ay, distintos dois a dois, entdo a sequéncia (vq,...,Vy) €
linearmente independente.

Demonstracao. Imediato pelo teorema anterior, uma vez que cada vetor proprio v
de f é nao nulo e, portanto, (v) é linearmente independente. O
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Teorema 7.1.36. Sejam r € N, A € M, (R) e Ay,...,\, valores prdprios de A,
distintos dois a dois. Se, para cada i € {1,...,p}, (Yi,--.,Yis;,) € uma sequéncia
linearmente independente formada por vetores préprios de A associados ao valor
proprio \;, entao a sequéncia

(ylla s Yisyy oo Ypls - 'ypsp)
¢ linearmente independente.

Demonstragao. Sejam B uma base de R" e f € L(R",R") tal que A = M(f; B, B).
Para cada i € {1,...p} e para cada j € {1,...,s;}, seja (v;;) o vetor de R" tal que

[ViilB = Yij- Se (Yi1, - - -, Yis;) ¢ uma sequéncia linearmente independente, a sequéncia
(vi1, ..., Us,) de vetores de R” também ¢ linearmente independente. Logo, pelo
Teorema 7.1.7, (vi1,...,v,,) é uma sequéncia linearmente independente formada

por vetores préprios de f. Entao, pelo teorema anterior,

(U117 coey Vlsyy e v oy Ukly - o o5 Uksyy U411, - - -Uk+lsk+1)

¢ linearmente independente e, por conseguinte, a sequéncia

(y117 s Yisyy ey Ykl - oy Yksy Y115 - - 'yk+18k+1)

é linearmente independente. O

Corolario 7.1.37. Sejam r € N, A € M, (R). Se y1,...,ym sdo vetores proprios
de A associados, respetivamente, a valores proprios Ay, ..., A\, distintos dois a dois,
entdo a sequéncia (yi,...,Ym) € linearmente independente.

Teorema 7.1.38. Sejam V' um subespago vectorial de R™ de dimensao r > 1, B
uma base de V', f € LI(V,V), A= M(f;B,B) e A € R.
Sao equivalentes as afirmagoes sequintes:

1) X € valor proprio de f.
2) f — Aidy ndo € automorfismo de V.
3) A — A, nao € invertivel.

Demonstragao. Sejam f € L(V,V), B uma base de V, A= M(f;B,B) e A € R.

1) = 2) Se X é valor préprio de f, tem-se Visy # {Orn}, ou seja Nuc(f — Aidy) #
{Ogn}. Logo, f — Aidy ndo é injetiva e, portanto, nao é um automorfismo de V.

2) = 1) Uma vez que V tem dimensao finita, se f — Aidy nao é automorfismo de
V, entdo f — Midy nao é injetiva. Logo, Nuc(f — Aidy ) # {Og»}, i.e., Vifz # {Orn}.
Portanto, A\ é valor proprio de f.

2) < 3) Uma vez que A — A\, = M(f — Aidy; B, B), o resultado é imediato pelo
Teorema 4.5.12. O
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Corolario 7.1.39. Sejamr € N, A € M,(R) e A € R.
Sao equivalentes as afirmagoes sequintes:

1) X € valor préprio de A.
2) A — M, nao € invertivel.

Demonstragao. Considerando B uma base de R" e A = M(f; B, B), o resultado é
imediato pelos teoremas 7.1.7 e 7.1.38. U

Teorema 7.1.40. Sejam V um subespaco vectorial de R" de dimensdao r > 1,
fe LV, V), X € R um valor préprio de f ev € V um vetor prdprio de f associado
ao valor proprio \. Entao:

1) Para qualquer o € R, aX € valor prdprio de af e v é vetor proprio de af
associado a ),

2) Para qualquer a € R, A\ — « € valor préprio de f — aidy e v € vetor proprio
de f — aidy associado a A\ — «;

8) A2 € valor préprio de f? e v é vetor préprio de f? associado a \?;
4) f € um automorfismo se e s6 se X\ # 0. Se f é um automorfismo, entao \~! ¢
valor préprio de f~1 e v € vetor préprio de f=' associado a X71.
Demonstragao. 1) Considerando que v € V' é um vetor préprio de f associado ao
valor proprio A segue que
(@f)(v) = a(f(v)) = a(lv) = (aA)v,
e, portanto, a\ é valor préprio de af e v é vetor proprio de af associado a a.

2) Sendo v € V um vetor préprio de f associado ao valor préprio A, temos

(f — aidy)(v) = f(v) = (aidy)(v) = f(v) = alidy(v)) = Ao —av = (A = a)(v).
Logo, A — a é valor proprio de f — aidy e v é vetor préprio de f — aidy associado
al—a.

3) Atendendo a que v € V' é um vetor préprio de f associado ao valor préprio A,
temos,

F) = f(f(v) = fOw) = Af(v) = M) = X,
Assim, v € V' é um vetor préprio de f associado ao valor préprio .
4) Pelo Teorema 7.1.38, é imediato que f é um automorfismo se e sé se A # 0.
Assumindo que f é um automorfismo, prova-se que A~! é valor préprio de f~!t e v é
vetor préprio de f~! associado a A™'. No sentido de fazer esta prova, consideremos
B uma base de Ve A = M(f;B,B). Uma vez que f é um automorfismo, pelo
Teorema 4.5.14, A é invertivel. Entao, considerando que \ # 0, temos

Alv]s = Alv]s AT H(Afp]s) = ATH(A]s)

(A7TA) [u]g = A (A7 [v])

IT[U]B = A (A_l[v]g)
[v]s = X (A7 [v]g)
)\71[1}]8 = Ail[v]g,

111t
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e, portanto, [v]s é vetor préprio de A~! associado ao valor préprio A7'. Assim,
considerando o Teorema 7.1.7 e que M(f~';B,B) = A~!, concluimos que A\~! ¢é
valor préprio de f~! e v é vetor préprio de f~! associado a A7 O

O resultado correspondente ao teorema anterior para matrizes quadradas esta-
belece o seguinte.

Corolario 7.1.41. Sejam r € N, A € M,.(R), A € R um valor préprio de A, e
y € M,x1(R) um vetor préprio de A associado ao valor préprio X. Entao:

1) Para qualquer a € R, a\ € valor proprio de oA e y € vetor prdprio de oA
associado a a\;

2) Para qualquer a € R, A\ — « € valor proprio de A — al, ey é vetor prdprio de
A — al, associado a A\ — «;

8) A% é walor préprio de A? ey € vetor préprio de A* associado a N\*;
4) A € invertivel se e s6 se X # 0. Se A € invertivel, entio X € valor préprio
de A1 ey € vetor proprio de A~ associado a A7 .

Demonstragao. Considerando B uma base de R" e A = M(f; B, B), o resultado é
imediato pelos teoremas 7.1.7 e 7.1.40. U

Teorema 7.1.42. Sejam A € M, (R) e A € R. Entdo, A € valor préprio de A se e
56 se \ € valor préprio de AT.

Demonstragao. Imediato tendo em conta que (A — )\IT)T = AT — )\, e

det (A — M)" = det (A — AI,). O

Teorema 7.1.43. Seja A uma matriz triangular de ordem r. Entao os valores
proprios de A sao os elementos da sua diagonal principal.

Demonstragdo. Se A = [a;;], é uma matriz triangular, entao A — AI,. é também uma
matriz triangular, pelo que

det (A= AL) = (a11 — A) (aga — A) -+ - (@ — N) .

Logo, os valores proprios de A sao os elementos aqq, ass, ..., Gy O

7.2 Diagonalizacao

As matrizes diagonais, para muitos propdsitos, sao os tipos mais simples de
matrizes com as quais podemos trabalhar. No que respeita ao estudo de endomor-
fismos ja vimos que um endomorfismo f de um subespaco vetorial V' de R"™ pode
ser estudado através de qualquer matriz que o represente, mas ha vantagem em
considerar matrizes diagonais. Nesta seccao, determinamos condigoes sob as quais
um endomorfismo pode ser representado por uma matriz diagonal.
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Definicao 7.2.1. Sejam V' um subespaco vectorial de R™ de dimensdo r > 1 e
f € L(V,V). Dizse que f é diagonalizdvel se existe uma base de V' em relagao
a qual a matriz de f € diagonal.

Sejam V' um subespago vectorial de R" de dimensao r > 1. Dado um endomor-
fismo f de V, é evidente que f é representavel por uma matriz diagonal

A0 0

0 A 0

0 0 Ar
se e s6 se existe uma base (vy,vq,...,v,) de V tal que f(v;) = \v;, para qualquer
i€ {l,...,r}, ouseja, se e sé se existir uma base de V' formada por vetores préprios

de f. Podemos, entao, estabelecer o resultado seguinte.

Na sequéncia do observado anteriormente e considerando o Teorema 4.5.17., po-
demos estabelecer o resultado seguinte.

Teorema 7.2.2. Sejam V um subespago vectorial de R™ de dimensao r > 1 e
f e L(V,V). Entao f € diagonalizdvel se e sé se existe uma base de B’ de V
formada por vetores proprios de f.

Corolario 7.2.3. Sejam V wum subespaco vectorial de R™ de dimensao r > 1 e
f e LV,V). Entao f é diagonalizdavel se e sé se f tem r vetores prdprios linear-
mente independentes.

Observacao: Sejam V um subespago vectorial de R" de dimensao r > 1 e
f e L(V,V). Se f é diagonalizdvel, entao, pelo Teorema 7.2.2; existe uma base
de B’ de V formada por vetores préprios de f. Neste caso, M(f; B',B') é uma ma-
triz diagonal e os seus elementos principais sao valores préprios de f. Além disso,
para qualquer base B de V', tem-se

M(f,B, B) = M(Zdv78/,B)M(f,B/,B/)M(Zdv, 8176)71'

Exemplo 7.2.4. Consideremos o espago vetorial real R® e a base B = (v, vy, v3)
de R3, onde vy = (1,0,0),v5 = (1,1,0), v3 = (1,1,1). Seja f: R?> — R3 0 endomor-
fismo definido no exemplo 7.1.29 por

f('Ul) = (07 _27 _1)7 f('UZ) = (0707 _1)7 f(v3) = (0707 1)'

FEste endomorfismo € diagonalizdvel, uma vez que B' = ((2,2,1),(0,1,0),(0,1,1)) €
uma base de R® formada por vetores préprios de f; (2,2,1) é um vetor préprio de f

associado ao valor préprio 0 e (0,1,0), (0,1,1) sao vetores proprios de f associados
ao wvalor préprio 2. Logo M(f;B',B") = diag(0, 2, 2).
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Do Corolario 7.1.35 resulta uma condicao suficiente para que um endomorfismo
f seja diagonalizavel.

Teorema 7.2.5. Sejam V um subespago vectorial de R™ de dimensao r > 1 e
feL(V,V). Se f admite r valores préprios distintos, entao f é diagonalizdvel.

Demonstracao. Suponha-se que f admite r valores proprios Ay, ..., A, distintos dois
a dois. Para i € {1,...,7}, seja v; € V um vetor préprio de f associado a A;.
Pelo Teorema 7.1.35, a sequéncia de vetores (vy, . .., v,) é linearmente independente.
Logo (v1,...,v,) é uma base de V, pois dimV = r. Assim, V' admite uma base
formada por vetores proprios de f e, portanto, f é diagonalizavel. O

Note-se que a condicao estabelecida no teorema anterior é apenas uma condicao
suficiente, nao sendo necessaria.

Exemplo 7.2.6. No exemplo anterior tem-se um endomorfismo f dum espaco ve-
torial de dimensao 3 com apenas dois valores proprios distintos e, no entanto, f é
diagonalizavel.

Seguidamente estudamos mais algumas condigoes que permitem a caracterizacao
de endomorfismos diagonalizaveis, sendo estas condicoes estabelecidas com base nas
multiplicidades geométricas e algébricas dos valores préprios de um endomorfismo.

Teorema 7.2.7. Sejam V um subespaco vectorial de R™ de dimensaio r > 1,
fe LV,V) e M,....,\, os valores proprios de f, distintos dois a dois. Entao
[ € diagonalizdvel se e sd se Y b, m.g.(\;) =7.

Demonstragao. Sejam Ay, ..., A, os valores préprios de f (distintos dois a dois) e,
para cada i € {1,...,p}, sejam s; = m.g.(\;) e B; = (vi1,...,v;,) uma base de
Vif - Pelo Teorema 7.1.34, a sequéncia

B:(’UH,...,1)151,...,Up1,...,’l}p5p)

é linearmente independente. Entdo, se admitirmos que > 7 m.g.(\;) = r, a sequéncia
B é uma base de V', pois dim V = r. Logo, pelo Teorema 7.2.2, f é diagonalizavel.

Reciprocamente, admitamos que f é diagonalizavel. Entao, pelo Teorema 7.2.2,
existe uma base de V formada por vetores préprios de f. Por conseguinte,

P mg.()\;) > r. Por outro lado, como para cada ¢ € {1...p}, m.g.(\;) <

m.a.(\;) e Y b m.a.(\;) < grau(ps) = r, conclui-se que Y > m.g.(\;) < r. Logo,

P mg.(N) =r. O

Corolario 7.2.8. Sejam V um subespaco vectorial de R™ de dimensao r > 1,
feLV.V)ek,...,\, os valores proprios de f, distintos dois a dois. Entao f é di-
agonalizavel se e sé se > m.a.(N) = r e para cada i € {1,...,r},
m.g.(A\;) = m.a.(\;).
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Demonstragao. Sejam Aq, ..., \, os valores préprios de f, distintos dois a dois.

Admitamos que f é diagonalizdvel. Entao, pelo teorema anterior, segue que
P omg.(X\) = r. Agora, como Y . ma.(\) < grau(ps) = r e, para cada

i € {1,...,p}, temos m.g.(\;) < m.a.(\;), resulta que > 7 ma.(\) = r e

m.g.(A\;) = m.a.(\;).

Reciprocamente, admitamos que » > m.a.(\;) = r e que, para cada i € {1,...,r},
m.g.()\;) = m.a.(\;). Entdo, >-7_ m.g.(\;) = r e, pelo teorema anterior, f ¢é diago-
nalizdvel. 0

Considerando que toda a matriz quadrada é matriz de um enfomorfismo de um
subespago vetorial V' de R", em relacao a uma certa base de V', a definicao de
endomorfismo diagonalizavel motiva a defini¢ao seguinte.

Definigao 7.2.9. Sejamr > 1 e A € M,.(R). Diz-se que A é diagonalizdvel se
A ¢é semelhante a uma matriz diagonal.

Teorema 7.2.10. Sejam V' um subespago vectorial de R™ de dimensao r > 1, B
uma base de V', f € L(V,V) e A= M(f;B,B). Entio f é diagonalizavel se e sé se
A ¢é diagonalizavel.

Demonstracao. Atendendo a que matrizes do endomorfismo f em relacao a bases
diferentes sao semelhantes, é imediato que f é diagonalizavel se e s6 se A é diago-
nalizavel. 0

Teorema 7.2.11. Sejam r € N e A € M, (R). Entdao A € diagonalizdvel se e so se
existe uma base de M,x1(R) formada por vetores proprios de A.

Demonstracao. Sejam B uma base de R™ e f o endomorfismo de R" cuja matriz em
relagdo a base B é A. Entao o resultado é imediato pelos teoremas 7.1.7 e 7.1.19 e
considerando que uma sequéncia (vy, ..., v,) de vetores de V' é uma base de V' se e
sé se ([v1]g, - - -, [v]B) € uma base de M,.1(R). O

Corolério 7.2.12. Sejam r € N e A € M, (R). Entio A € diagonalizdvel se e so
se A tem r vetores proprios linearmente independentes.

Observagao: Sejam r € Ne A € M, (R). Se A é diagonalizdvel, entao existe uma
base de M,.(R) formada por vetores préprios de A. Se py,...,p, € M,»1(R) sdo
vetores proprios de A, associados aos valores préprios Ay, ..., A, respetivamente, e
(p1,...,pr) € uma base de M, »1(R), tem-se

A O 0
0 A 0

A=P " p!
0 0 A,

onde, para cada j € {1,...,r}, a coluna j de P é p,.
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De facto, se B = (vy,...,v,) é uma base de R" e f é o endomorfismo de R" cuja
matriz em relacao a base B é A, entao f é diagonalizavel. Além disso, se, para cada
j€A{1,...,r}, pj éum vetor préprio de A associado ao valor préprio A;, entdo o vetor
v € V, cujo vetor coluna relativamente a base B ¢ p;, é um vetor préprio de f asso-
ciado ao valor préprio A;. Assim, sendo (p1,...,p,) uma base de M, (R) formada
por vetores proprios de f associados aos valores proprios A, ..., A\, a sequéncia
B = (v],...,v.) é uma base de V formada por vetores préprios de f e tem-se

»rr

A= M(f;B,B) = M(idg-; B, B)M(f; B, B)M(idwr; B', B) ™",

onde
A O 0
o 0 X 0
M(f;B.B)=1|. . . |
0O 0 ... M\

e M(idgr; B', B) é uma invertivel tal que a coluna j é p;, j € {1,...,7}.

Teorema 7.2.13. Sejam r € N e A € M, (R).
Se A admite r valores proprios distintos, entdo A € diagonalizdvel.

Demonstracao. Sejam B uma base de R" e f o endomorfismo de R" cuja matriz
em relacao a base B é A. Como A e f tém os mesmos valores proprios, e A é
diagonalizavel se e s6 se f é diagonalizével, do Teorema 7.2.5 obtemos o resultado
enunciado. O

Teorema 7.2.14. Sejamr € N e A € M, (R) e \y,...,\, 0s valores proprios de
A, distintos dois a dois. Entio A é diagonalizdvel se e s6 se > r_ m.g.(\;) =r.

Demonstracao. Sejam B uma base de R" e f o endomorfismo de R" cuja matriz
em relagao a base B é A. Como A e f tém os mesmos valores proprios, e A é
diagonalizavel se e s6 se f é diagonalizavel, do Teorema 7.2.7 obtemos o resultado
enunciado. 0J

Corolério 7.2.15. Sejamr € N e A € M, (R) e Ay,...,\, 0s valores prdprios de
A, distintos dois a dois. Entao A é diagonalizdvel se e sd se Y v m.a.(\;) =1 e,
para cada i € {1,...,r}, m.g.(\;) = m.a.(\;).

Demonstracao. Sejam B uma base de R" e f o endomorfismo de R" cuja matriz
em relagao a base B é A. Como A e f tém os mesmos valores proprios, e A é
diagonalizavel se e s6 se f ¢é diagonalizavel, do Teorema 7.2.8 obtemos o resultado
enunciado. O

Exemplo 7.2.16. Sejam B a base candnica de R® e f € L(R3 R?) tal que

DN — DN
L

0
0
1
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Tem-se
2—x2 -1 0

prle)=| -1 2—2 0 :(1—1‘)‘
2 1 11—z

(—=1)(z — 1)*(z - 3).

Logo o polinomio caracteristico de f decompoe-se em fatores lineares sobre R, e os
valores proprios de f sao 1 e 3.

Como m.a(3)=1, também m.g.(3)=1.

Tem-se m.a.(1)=2 e m.g.(]):dime’fJ] =3 — car(A — 113). Aplicando o método de
eliminacdo de Gauss a matriz A — 113

1 =1 0 1 -1 0 1 -1 0
A-Isy=| -1 1 0| =[]0 O0O0O|—=1]0 30
2 10 0 30 0 00

concluimos que car(A — 113) = 2, pelo que m.g.(1)=3-2=1.
Como dimR3 =3 e m.g.(1) + m.g.(3) # 3, o0 endomorfismo f nao é diagonalizdvel.

Exemplo 7.2.17. Sejam V um subespaco vetorial de R® de dimensao 4, B =
(v1, 9, v3,v4) uma base de Ve f € L(V,V) tal que

—1 10 1
0 00 0
1 -1 0 -1
Tem-se
11—z 1 0 1 s 1 1
0 —x 0 0
pr(z) = 5 9 . o |=(2)) 0 -z 0
1 -1 —-1—=z
1 -1 0 —-1—-=z
_ —1—=z 1 3
= (—z)(-z) 1 1y = z°(x + 2).

Logo, os valores proprios de f sao 0 e —2.
Como m.a.(—2) = 1, também m.g.(—2) = 1.

Tem-se m.a.(0) = 3 e m.g.(0) = dimV}sq) = 4 — car(A — 0I;) = 4 — car(A). Uma
vez que

-1 1 0 1 -1 1 01
0 00 O . 0000
2 -2 0 =2 0000
1 -1 0 -1 0000

seque que m.g.(0) =4 —1 =3 =m.a.(0).
Entio, como dimR3 =3 e m.g.(0) + m.g.(—2) = 4, f € diagonalizdvel.
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No sentido de determinarmos uma base B’ de V' tal que M(f;B',B') seja diago-
nal, comecemos por determinar os subespacos proprios de f associados aos valores
proprios 0 e —2.

Calculando o subespaco proprio de f associado ao valor proprio 0, temos

Virgg = {veV][f(v)=0-v}
= {veV|f(v)—0-v=0gn}
= {veV|(f—0idy)(v) = O}

aq 0

Q9 0

= V1 + QU2 + (i3V3 + iy € V| (A — 0]4) o = 0
3

Qg 0

= {oqv + vy + agvs + agvy € Vg = ag + oy}

= {(ag + ay)vy + agvy + azvs + agvy € V] ag, a4 € R}
= {ag(v; + v2) + azvz + ag(v1 +v4) € V| ag, azay € R}
= <V +Vg,U3,V1 + Vg >.

A sequéncia de vetores (v + vg,v3,v1 + vy) € linearmente independente, pois, para
quaisquer o, 3,7 € R,

a(vy + vy) + Bus + v(vy + v4) = Ogn
= (a+7)v1 + ave + fus + yvg = Opn
= a+v=0ea=0e8=0e7=0 (1,02 vs v4) ¢ lincarmente independentc)
= a=p=7=0

Assim, (v1 + ve,v3,v1 +v4) € uma base de Vizq formada por vetores proprios de f
assciados ao valor proprio 0.

Determinemos o subespaco proprio de f associado ao valor proprio —2.

Tem-se
ey = {veV]f()=—20)
= {veV|f(v)+2v=0g}
= {veV|(f+2idy)(v) =0rn}
(05} 0
(e%)) 0
= Qv + Qovs + azvsz + oy € V| (A + 21y) | = 1o
3
Qg 0
= {av; + vy + agvs +agvy €V g = —ay, a0 = 0,03 = 204}

{(=ay)vy + 0vg + 204v3 + aqvy € V | oy € R}
{Oz4(—1)1 + 2v3 + ’U4) eV | oy € R}
= < —Ul+2U3+U4> .

A sequéncia (—vy + 2v3 +vy4) € linearmente independente, pois para qualquer o € R,
al(—v; +2v3+1vy) = 0= (—)vy + avs +avy, =0 = a = 0.

Logo (—vi + 2vs + v4) € uma base de Viy_o formada por um vetor préprio de f
associado ao valor proprio —2.
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Por dltimo, verifica-se que a sequéncia
(—v1 + 2v3 + vy, V1 + V2, V3, V1 + y)
¢ linearmente independente, pois, para quaisquer o, 3,7v,0 € R,

a(—vy + 2v3 + vg) + B(v1 + v2) + vz + §(v1 + vg) = Orn
= (—a+B+y)v+ Pva+ (v + 2a)vs + (o + §)vy = Ogn
= — + /8 + /y - O € /8 — O € /y + 20{ — O € + 5 - O ( (v1,v2,v3,vq) € linearmente independente)
= a=pf=v=0=0.

Entao, como dimV = 4, a sequéncia anterior € uma base de V' formada por vetores
proprios de f; designemos esta base por B'. Uma vez que —vy + 2v3 + vy € um vetor
proprio de f associado ao valor proprio —2 e que vy + v, V3, V1 + v4 SG0 vetores
proprios de f associados ao valor proprio 0, tem-se

-2 0 00
e | 0000
00 00O

Desta forma, provamos também que a matriz M(f;B,B) é diagonalizdvel, pois é
semelhante a matriz M (f; B',B'). Note-se que

M(f;B,B) = PM(f,;B,B) )P,
onde P = M(idy; B', B).

Diagonalizagao de matrizes simétricas

Apresentamos seguidamente alguns resultados sobre a diagonalizacao de matrizes
simétricas.

Para simplificar a escrita, no texto que se segue identificamos uma matriz
[a11] € M11(R) com o elemento a;;, sempre que nos referimos a operagoes e afirmagoes
envolvendo o tnico elemento da matriz.

Teorema 7.2.18. Sejam n € N e A € M, (R) uma matriz simétrica. Entdo o
polindmio caracteristico de A, pa(x), tem n raizes em R, isto é, A tem n wvalores
proprios (nao necessariamente distintos).

Demonstragao. Consideremos A como uma matriz de M,,(C). Como py(x) tem
grau n, pelo Teorema Fundamental da Algebra, possui n raizes em C, ou seja, a
matriz A (enquanto matriz de M,,(C)) tem n valores préprios em C. Resta mostrar
que tais valores proprios sao reais.

Seja A € C um valor préprio de A, e v € M;»1(C) \ {0,x1} tal que Av = Aw.
Multiplicando esta igualdade a esquerda por v*, obtém-se:

v*Av = Ao,
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Note-se que v*v = >_7" | |v;|*> > 0 é real e positivo para v # 0. Além disso, como A

é real e simétrica, tem-se A* = AT = A, logo:

v*Av = v Av,
isto é, v*Av é real. Assim,
v* Av
A= e R.
V¥V
Logo, todo valor préprio de uma matriz real e simétrica é real. O

Teorema 7.2.19 (Teorema de Schur). Sejam n € N e A € M, (R). Se A tem n
valores prdprios (nao necessariamente distintos), entao existe Q) ortogonal tal que
QT AQ ¢ triangular superior.

Demonstracao. A demonstracao é feita por inducao em n.

Base da inducao: Se n = 1, o resultado é trivial, pois qualquer matriz 1 x 1 é
triangular superior. Neste caso, basta tomar () = [1] que é ortogonal.

Hipétese de inducdo: Admitamos que para toda matriz A € M,,_1(R) com n — 1
valores préprios reais existe uma matriz ortogonal P tal que PTAP é triangular
superior.

Seja A € M,(R) com n valores préprios. Entao existe pelo menos um valor préprio
real \; e um vetor nao nulo v; tal que Av; = A\jv;.

Seja u; = vy /||v1]|. Como u; # Ogn, podemos estender (u;) a uma base ortonormal

(ug,ug, ..., u,) de R™ pelo processo de Gram-Schmidt.
Seja
Wo=T[uy |ug| - |uyl
a matriz ortogonal cujas colunas sao os vetores uy, us, ..., u,. Entao
pelo que
Aok ek
. 0
W AW — . )
. Al
0

onde A; € M,,_1(R). A matriz A; tem n — 1 valores préprios reais e, por hiptese
de indugao, existe uma matriz ortogonal Q; tal que QT A;Q; é triangular superior.

Consideremos, agora,
1 0
=W .
¢ [0 Ql]

Entao @ é ortogonal, pois é o produto de matrizes ortogonais, e tem-se

QTAQ = [(1) éﬂ WTAW [(1] CSJ

B ll oHAl *Hl 0]_[& * }
10 Q|0 A0 @] |0 QTAQ:]’




valores e vetores proprios 150

sendo esta matriz triangular superior.

Assim, por inducao, conclui-se que o resultado é valido para todo n € N. O

Teorema 7.2.20. Sejam n € N e A € M, (R) uma matriz simétrica. Entio A é
diagonalizavel com uma matriz diagonalizante ortogonal, isto €, existe () ortogonal

tal que QT AQ ¢ diagonal.

Demonstragdo. Pelo Teorema 7.2.19, existe Q € M,,(R) ortogonal tal que QT AQ =
W, onde W ¢ triangular superior. Transpondo ambos os membros, e considerando
que AT = A, obtemos QTAQ = WT. Logo WT = W. Como W é triangular
superior, entao W é necessariamente uma matriz diagonal. ]

Se A for uma matriz complexa, tém-se resultados similares aos anteriores, sendo
as respetivas provas analogas as anteriores.

Teorema 7.2.21 (Teorema de Schur para matrizes complexas). Sejam n € N e
A€ M, (C). Entdo existe Q unitdria tal que QT AQ € triangular superior.

Teorema 7.2.22. Sejam n € N e A € M,,(C) uma matriz hermitica. Entao A €
diagonalizavel com uwma matriz diagonalizante unitdria, isto €, existe () unitdria tal

que QT AQ € diagonal.

7.3 Propriedades espectrais das matrizes definidas positivas

As matrizes simétricas definidas positivas, bem como as matrizes semi-definidas
positivas, podem ser classificadas em fungao dos seus valores proprios.

Teorema 7.3.1. Sejamn € N e A € M, (R) uma matriz simétrica. Entdo:

1. A matriz A é simélrica definida positiva se e sé se todos os seus valores
Proprios $ao positivos.

2. A matriz A € simétrica semidefinida positiva se e so se todos os seus valores
Proprios SaG0 Mmaiores ou 1guais a zero.

Demonstragao. 1. Sejam A € M, (R) uma matriz simétrica definida positiva e
A € R um valor préprio de A. Seja v um vetor préprio de A associado a A. Entao
v # 0,x1 € tem-se

vl Av = oT (W) = Ml w.
Como A é definida positiva e v # 0,x1, v7Av > 0 e vTv > 0. Logo AvTv > 0 e,
portanto, A > 0.
Recriprocamente, admitamos que todos os valores préprios de A sao positivos.

Pretendemos provar que, para todo z € M1 (R) \ {Onx1}, 27Az > 0. Como
A é simétrica, entao A é diagonalizavel e existe uma matriz ortogonal tal que
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QTAQ = D, onde D = diag(\y, ..., \,). Como QTQ = I, = QQT, entao da igual-
dade QTAQ = D obtem-se A = QDQT. Dado x € M,x1(R) \ {0,x1} e definindo
y = QTz, tem-se

2T Ar = 27QDQTx = y' Dy = Z Aiy?,

i=1

onde \; > 0, para todoi € {1...,n}.
Como x # 0,41, entdo y = QTz # 0, pois QT é invertivel. Assim, tem-se 1; # 0,
para algum ¢ € {1,...,n}. Por conseguinte,

n
v Ar = E Ny? > 0,
i=1
pois cada termo é nao negativo e pelo menos um é positivo.

Logo, A é definida positiva.

2. Exercicio. O

O resultado anterior também ¢ vélido para matrizes hermiticas definidas (resp.
semidefinidas) positivas.




