ALGEBRA LINEAR CC

Exercicios - Espagos vetoriais

Lic. Ciéncias da Computacao 2025/2026

3.1. Seja n € N. Considere o conjunto IR" algebrizado com as aplicagoes + : R” x R” — R" e
-: R x R™ — R"™ definidas, respetivamente, por

(T1,22, s Tn) + (Y1, Y25 s Yn) = (T1 + Y1, T2 + Y2, -+ T + Yn),
a- (21,29, ..., Tp) = (Qx1, g, ..., ),
para quaisquer a € R e (x1, 9, ..., %), (Y1,Y2, .., Yn) € R™.

Mostre que sao validas as seguintes propriedades:

(1) Voyern z4+y=y+z;

(2) YVoyzern + (Y+2)=(x+y)+ 2

(3) Vaern +Opn =2 = Opn + ;

(4) Voern prern 4+ 2" = O0pn = 2’ + x5

(5) Vayerr Vacr o (z+y) = -z + a-y;
(6) Voern Vaper (a+8) - z=a-z+ 3 x;
(7) Vaern Vaper (a-B) x=a- (8 x);
(8) Veern 1.z =u.

3.2. Sejam u,v € R™ e S um subespaco do espago vetorial real R®. Mostre que

(a) Sewv € S, entao —v € S.
(b) Se u,v € S, entdo u—v € S.
(c) Seu+veSeueS, entaov e S.

(d) Se existe a € R\ {0} tal que av € S, entdo v € S.

3.3. Determine quais dos seguintes conjuntos sao subespagos do espago vetorial real indicado.

(a) Wi = {(z1,22,23) ER®: 21 — 29 =0 e 29 + 223 = 0} em R3.
(b) Wo = {(x1,72,23,74) € R*: 21 = —5x9 € 23 — 323 = 0} em R,
(c) W3 ={(0,a,b,—1) € R*: a,b € R} em R*.

(d) Wy = {(21,72,23,74) €ER*: 21 + 23 =2 e 3 — 323 = 0} em R*.
(e) W5 = {a(1,2) € R? : a € R} em R2

(f) We ={a(1,2) +b(-3,1) e R? :a € R,b € RJ } em R%

3.4. Considere o espaco vetorial real R3 e, para cada t € R, o conjunto
Vt:{(l—t,(3—t)x,t2_1) €R3:a:€R}.

Determine, caso existam, os valores de t para os quais V; é subespaco vetorial do espago
vetorial real R3.
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3.5. Considere os seguintes subespacos vetoriais do espaco vetorial real R®:
Vi ={(z,y,2) € R®: 2z =0},
Vo ={(2,9,2) ER®:y+2=0,y — z =0},
Vs ={(z,y,2) €ER3: 2 — 2y =0,z = 0}.

(a) Mostre que
i. Vo ={(b,0,0) € R®:b e R}.
ii. V3 =1{(2a,a,0) € R®:a € R}.
(b) Diga, justificando, se:
i (7,1,-2) € V3 + Vi
. V1 SV, Vo CVp, Vo C V3, V3 C Vo
iii. VinVs, Va+ V5, Vi U Vs, Va U V3 sdio subespacos vetoriais do espaco vetorial R?;
iv. R? é soma direta de V; e Vi;
v. R3? é soma direta de V5 e V.

3.6. Verifique se

(a) (1,—1) é combinagao linear de (3,6), (1,2),(2,4), no espaco vetorial real R2.

(b) (1,—4,5) é combinagao linear de (1,—1,1), (2,1, —2), no espago vetorial real R3.

(¢) (3,0,2) é combinacdo linear de (—1,0,1),(1,0,0),(1,0,1), no espaco vetorial R3.

(d) (0,2,1) é combinacdo linear de (—1,0,1),(1,0,0),(1,0,1), no espaco vetorial real R3.

(e) (1,2,0,3) é combinagao linear de (1,—2,0,1),(0,1,—1,1),(0,0,2,1), no espago vetorial
real R%.

(f) (1,0, —44, 2) é combinacao linear de (1,-2,0,1),(0,1,—1,1),(0,0,2, 1), no espago vetorial
real R*.

3.7. Em cada um dos espacos vetoriais V a seguir indicados, determine o subespago vetorial de V'
gerado por S.

1,1,1)}.
0,0,0)}.
1,0,0

\_/\_/\_/\_/

(
V=R3}S={ 3), (—2,—4,—6), (4,8,12)}.
e V:Rﬁsz{loomxllom(Q&meuuLn}
f) V=R* S=1{(2100),(20,20),(3,1,1,0)}.

)

) (

) (
() V=R3S={( ,(0,1 ,0) (0,0,1)}.
(d) (1,

) (

) (

3.8. Considere o espaco vetorial real R3. Mostre que

(a) {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} é um conjunto gerador de R3.
(b) {(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1),(1,1,1)} é um conjunto gerador de R3.
(c) {(1,1,0),(0,0,1)} ndo é um conjunto gerador de R3.
3.9. Determine dois conjuntos distintos de geradores de cada um dos seguintes subespacos vetoriais
de R*:
(a) R%
(b) {(a,c —a,c,2c) €R*:a,c € R}.
(c) {(a,b,c,d) €ER*:a+c=0,2b+d+c=0}.
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3.10. Seja F = {(x,y,2) € R®: z = 2y}.

(a) Indique vetores u,v € R3 tais queu € Fev ¢ F.
(b) Mostre que F' é um subespaco de R? indicando um conjunto gerador de F.
(c) Diga, justificando, se F' =< (6,3,0), (-2, —1,5),(0,0,3) >

3.11. Sejam n € N e uy, us, ug vetores do espago vetorial real R™. Justifique que:

(a) < wuyp,ug,us >=<uy,ui + ug,u; + ug + ug >.
(b) < up,u9,uz >=< —usg, —uy + U2, 2us + uz >.
3.12. No espaco vetorial real R?, sejam v; = (1,0,0,—1), v = (1,-2,0,1), v3 = (0,1,0,—1) e
W = (v1,v9,v3). Indique, caso exista:
(a) um conjunto gerador de W que tenha exatamente 4 vetores.
(b) um conjunto {wy, ws, w3} que gere W e tal que w; # v1, ¥V j € {1,2,3}.

(¢) um conjunto gerador de W que tenha exatamente 2 vetores.
3.13. Sejam n € Ne X, Y C R". Mostre que;

(a) Se X CY, entao (X) C (Y).
(b) (XUY) = (X) + (Y).

3.14. Diga se sao linearmente independentes as sequéncias de vetores a seguir indicadas:

(a) ((1,0),(1,1)) em R?.

) (1,0)0,1),0,-1) em R2

(2,0,1),(0,0,—1),(—1,1,2)) no espaco vetorial real R3.

(1,2,3), (— 1,1,1) (2,0,1),(0,2,1)) no espaco vetorial real R,
(0,1,1,0),(-1,0,1,1),(1,1,0,—1)) no espago vetorial real R*.
(1,1,1,0),(2,0,2,3),(—1,1,0,1),(1,1,0,2)) no espaco vetorial real R*.

)
()
(d)

e)
f)

o~~~ o~ o~ o~

(
(
3.15. Sejam n € N e e vy, ...,0n,Un+1 elementos do espago vetorial real R™ tais que a sequéncia

(v1,...,vp) € linearmente independente. Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa cada uma
das afirmagdes seguintes.

(a) (v1,...,v,) é uma base de R™.
(b) A sequencia de vetores (v1,...,Vi—1,Vi+1, ..., V) € linearmente independente.
(¢) A sequéncia de vetores (v1, ..., Up, Up11) € linearmente dependente.

(d) Para qualquer o € R, a sequéncia de vetores (v1,...,av;, ...,v,) é linearmente indepen-
dente.
(e) Para qualquer a € R, a sequéncia de vetores (vi, ..., vi—1,0; + QUj, Viy1,...,Vp), onde
j # 1, é linearmente independente.
3.16. Considere, no espaco vetorial real R?, os subespacos
U= {(a17a27a37a4) € R4 a1 — a4 = 0,&4 — a3 = 0}
Wy = {(bl,bQ,bg,b4) S R*: by + 2b3 = 0, by + 2bs — by = 0}
Wy =<(1,1,1,0),(-1,1,0,1),(1,3,2,1),(-3,1,—1,2) >.
(a) Diga, justificando, se ((1,1,1,1),(0,1,0,0),(1,0,0,1)) é uma base de U.

(b) Determine uma base de:
i. Wi ii. Wa.
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3.17. Determine uma base de W NU e uma base de W + U onde
(a) W =< (0,0,-1),(1,0,2) > e U =< (0,1,1),(—1,3,2) > sao subespagos do espago
vetorial real R3.
(b) W = {(z1, 22,23, 24) ER*: 21 +224 =0} e U = {(21, 72,73, 24) ER*: 21+ w0+ 24 = 0}
sdo subespacos do espaco vetorial real R%.
() W={(y,2y —z,x+y,2) €ER* | z,y,2 € R} e U = {(,30,0, —a) € R* | o € R} sdo
subespacos do espaco vetorial real R%.

3.18. Indique, se existir, uma base do espaco vetorial real R* da qual facam parte os vetores:

(a) (1,0,—1,2),(1,0,1,0).
(b) (0,1,1,—1),(0,1,0,2),(0,2,1,1).
(c) (1,-1,—-1,2),(0,1,2,0),(1,0,1,—2).

3.19. Determine um suplementar de:

(a) W =< (1,0,—1,2),(1,0,1,0) > relativamente a R*.
(b) U =< (1,-1,-1,2),(0,1,2,0),(1,0,1, —2) > relativamente a R*.
(¢c) F={(a,b,c,d) €R*:2a+b=0ec=0} relativamente a R?.
3.20. Sejam n € N, W, U subespacos do espago vetorial real R", (wy,ws,ws, w,) uma base de W e
(u1,u2,us) uma base de U. Sendo z1 = 2wy +we — w3 = uy + 2ug € 29 = —wy + w4 = ug — us,

admita que (21, 22) é base de W NU.
Indique, justificando,

(a) uma base de W que inclua z1, zo.
(b) uma base de U que inclua z1, 2.
(c) uma base de W 4+ U.

3.21. Sejam n € N e W, U subespagos vetoriais do espago vetorial real R™. Diga, justificando, se é
verdadeira ou falsa cada uma das afirmacoes seguintes:

(a) Se dimW < dimU, entao W C U.

(b) Se dimW = dimU, entao dim(W + U) = dimW + dimU.

(¢) Se dimU + dimW = dimR", entdo R" é soma direta de U e W.

(d) Se dim(U 4+ W) = dimR", entao R™ é soma direta de U e W.

(e) Se dim(U + W) = dimU + dimW, entao V' é soma direta de U e W.
)

(f) Se V é soma direta de U e W, entao dim(U + W) = dimU + dimW.
3.22. Usando o conceito de caracteristica de uma matriz, determine a dimensao dos subespagos
vetoriais:
(a) ((3,-1,4),(2,1,3),(1,0,2)) de R%;
(b) ((0,1,1,2),(-2,1,0,1),(3,1,5,2),(1,0,3, 1)) de R*.
(c) {(1,2,1,2),(—2,—4,0,2),(3,2,1,0),(6,0,3,—3)) de R™.

3.23. Considere os seguintes vetores do espaco vetorial real R3 :

V1 = (04,6, _1)7 V2 = (Lav _1)7 U3 = (2,0&, _3)

(a) Determine os valores do parametro real o para os quais (v1,v2,v3) é uma base de R3.

(b) Para um dos valores de o determinados na alinea anterior, calcule as coordenadas do
vetor v = (—1,1,2) em relacao a base (v1,va,v3).
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