ALGEBRA LINEAR CC

Exercicios - Valores proéprios e vetores préprios

Lic. Ciéncias da Computacao 2025/2026

7.1. Seja f o endomorfismo do espaco vetorial real R? definido por f(a,b) = (3a + 4b, —2a — 3b),
para todo (a,b) € R2.

(a) Mostre que (—2,1) e (1,—1) sao vetores préprios de f.

(b) Diga, justificando, se f é automorfismo de R2.

7.2. Seja h o endomorfismo do espaco vetorial real R? definido por h(a,b) = (—b,2a), para todo
(a,b) € R2. Mostre que h nido admite valores préprios.

7.3. Seja B’ a base de R3 definida por B’ = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) e f : R? — R3 a aplicacio
linear tal que

1 11
M(f;B,B) = 0 10
-1 -1 0
(a) Diga, justificando, se (1,2,3) é vetor préprio de f.

(b) Determine os valores préprios de f.

(¢) Determine a dimensao do subespaco préprio de f associado ao valor préprio 1.

7.4. Sejam (v1, v, v3,v4) uma base de R* e h € £(R* R?) tal que

M (h; (v), (v;)) =

O O O N
oo~ O
— = O O
——_ o o

(a) Indique os valores préprios de h e bases para os respectivos subespagos proprios.
(b) Indique dim Imh. Justifique.
(c) Determine {v € R*: h(v) = —v}.
(d) Sendo B a base de R* definida por B = (vy+vs, v1+v3, v1 414, v1), indique o determinante
de M(h; B, B).
7.5. Seja B = (v1,v2,v3) uma base de R3. Para a,b € R, seja f,, € L(R3 R3) tal que

1 a+1 )
M(fop; B,B)=1]1 1 1
a a a+b+1

(a) Mostre que, para quaisquer a,b € R, vy — vg é vetor préprio de fg .

(b) Determine os valores de a e de b para os quais 1 é valor préprio de fq .

(c) Determine os valores de a e de b para os quais 0 é valor préprio de f, ; com multiplicidade
geométrica 2.
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7.6. Seja
2 00
A=1]10 11
0 0 1
Determine os valores préprios e os vetores préprios de A. Indique as multiplicidades geométrica
e algébrica de cada um dos valores proprios.

7.7. Considere as seguintes matrizes, apenas com o valor préprio «,

a 1 0 a 1 0 a 0 0
A1: 0 a 1 s AQZ 0 a O Agz 0 a O
0 0 « 0 0 « 0 0 «

Mostre que em A; se tem m.g.(«a) =i, i = 1,2, 3.

7.8. Sabendo que A é uma matriz quadrada de ordem 3 que admite como valores préprios 1, —1
e 2, indique, justificando:
(a) Os valores préprios de A2, (b) Os valores préprios de —A.
(c) Os valores préprios de AT (d) Os valores préprios de 2471
(e) Os valores préprios de (24)71.
7.9. Seja B = (u1,uz,u3) uma base do espaco vetorial real R3. Para cada t € R, considere o
endomorfismo f; de R? definido por
frlarur + agus + azus) = (a1 — az)ur + (202 + tag)us + (tas + 2a3)us,
para quaisquer aq,as, a3 € R.
(a) Determine M(fi; B, B), para cada t € R.
(b) Determine os valores de ¢ para os quais f; ndo admite 0 como valor préprio. Justifique.
(¢) Determine os subespagos préprios de fo.
(d) Indique uma base B’ de R?® formada por vetores préprios de fo e a matriz de f; em

relacao a B’. Justifique.

7.10. Considere, no espaco vetorial real R3, a base B = (v1,v2,v3) e o endomorfismo ¢ tal que

1 0 0
M(e;B,B)=]0 2 —4
2 =2 0

(a) Determine os valores préprios de ¢.
(b) Determine o subespago préprio de ¢ associado ao valor préprio -2.
(c¢) Diga, justificando, se:
i. ¢ é diagonalizavel.
ii. ¢ é automorfismo de R3.
7.11. Sejam (vy,vs,v3) uma base de R? e f € £(R3,R3) definido por
f(avy + bug + cv3) = (a — 3b + 3c)v1 + (3a — 5b + 3c)va + (6a — 6b + 4c)vs,
para quaisquer a,b,c € R.
(a) Determine os valores préprios de f e a respectiva multiplicidade geométrica.

(b) Diga, justificando, se f é diagonalizavel.
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7.12. Dé exemplo de um endomorfismo de R3 que admita —1 como valor préprio com multiplicidade
algébrica 2 e seja diagonalizavel. Justifique.

7.13. Seja
2 1 3
A=1| -2 -1 =5 | e M3(R).
0 0 1

Determine uma matriz invertivel P € M3(R) tal que P~!AP seja uma matriz diagonal.

7.14. Considere a matriz real

01 00
0 010
A= 0 001
1 0 00
Justifique que A nao é diagonalizavel.
7.15. Considere a matriz simétrica
2 -1 0
A=| -1 1 =1 | e M;sus3(R).
0o -1 2

(a) Determine os valores préprios de A.

(b) Justifique que A é diagonalizavel. Determine uma matriz diagonal D € M3y3(R) e uma
matriz invertivel P € M3sx3(R) tal que A = PDP~L.

(c) Calcule A',
7.16. Considere as matrizes simétricas a seguir indicadas:

110 1 3 4
A=111 0 ]. B=|1310

0 0 2 4 0 1
(a) Para cada uma das matrizes, encontre uma matriz ortogonal que as diagonalize.

(b) Diga se matriz é definida positiva e se é semidefinida positiva.

7.17. Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes:

(a) Para quaisquer n € N e f € L(R",R"), todo o vetor préprio de f é também um vetor
préprio de f o f.

(b) Para quaisquer n € Ne f € L(R",R"), se v1,v9 € R™ sdo vetores proprios de f associados
a valores préprios distintos, entao v; + vg é vetor proprio de f.

(c) Se g € L(R3,R?) admite 0 como valor préprio com multiplicidade algébrica 2, entdo
dim Nucg = 2.

(d) Para quaisquer n € N e A € M, (K), se os valores préprios de A sdo todos distintos,
entao A é diagonalizavel.

(e) Para quaisquer n € Ne A € M, (K), se A admite n valores préprios distintos, entdao A
¢é diagonalizavel.

(f) Para quaisquer n € Ne A, B € M,,(K), se A é invertivel, entdo AB e BA tém o mesmo
polinémio caracteristico.
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