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1 Matrizes

Exercicios e resolucoes

Exercicio 1.1

Para as matrizes seguintes:

1 -1 0 1 3 0 1 2
A= 2 110}, B=|1]0220]|, C=]|-2], D:[l—l()l],

-1 1 3 1 0 0 1 1
0000 L Lo o

E=[3], F= , G=12 3|, H=|2 0 0|,
00 00 4 8 3 6 0
0 0 0 O

indique:

(a) O tipo de cada matriz.
(b) Quais das matrizes sdo quadradas.
(©)
)

(d) Quais das matrizes sdo diagonais.

Quais das matrizes sao triangulares inferiores.

Resolugao:

(a) Sejam m,n € N. Uma matriz M diz-se uma matriz do tipo m X n se tem m linhas e n colunas. Assim,

e a matriz A é do tipo 3 x 4.

a matriz B é do tipo 3 x 3.
a matriz C é do tipo 3 x 1.
a matriz D é do tipo 1 x 4.
a matriz F é do tipo 1 x 1.
a matriz F' é do tipo 4 x 4.
a matriz G é do tipo 3 x 2.

a matriz H é do tipo 3 x 3.



1. Matrizes Exercicios

(b) Sejam m,n € Ne K € {R,C}. Uma matriz A € M,,«,(K) diz-se uma matriz quadrada se m = n.
Logo, das matrizes indicadas, sdo quadradas as matrizes: B (é uma matriz do tipo 3 x 3); E (é uma matriz
do tipo 1 x 1); F (é uma matriz do tipo 4 x 4); H (é uma matriz do tipo 3 x 3).

(c) Sejan € Ne K € {R,C}. Uma matriz A € My, »,(K) diz-se triangular inferior se, para quaisquer
i, € {1,...,n}, tem-se a;; = 0 sempre que i < j. Logo, sdo matrizes triangulares inferiores as matrizes E,
FeH.

(d) Sejam n € N e K € {R,C}. Uma matriz A € My« (K) diz-se uma matriz diagonal se, para quaisquer
i, € {1,...,n}, tem-se a;; = 0 sempre que ¢ # j. Logo, sdo matrizes diagonais as matrizes E e F.

Exercicio 1.2

Escreva a tabela das seguintes matrizes:

(a) A= [aij] 4 onde Qi5 = Z+]

.5

1,...,4 onde bij = |Z —j|
ST 55
1 sev+j épar

(¢) C = e, quadrada de ordem n, tal que n =3 e ¢;; = { 0 caso contrério

-1 sei>j
(d) D = [di;], quadrada de ordem n, tal que n =3 e d;; = 0 sei=7 .
1 sei<yj

Resolugao:

(a) A matriz A é uma matriz do tipo 4 x 5, pois tem 4 linhas e 5 colunas, e o elemento na linha i e coluna
j da matriz A é dado por a;; =i+ j. Assim, a matriz A é a matriz descrita pelo quadro seguinte

CUS W N
o Tl W
N Gl
0 ~1 O wt
© w1 o

(b) A matriz B é uma matriz é do tipo 4 x 5, pois tem 4 linhas e 5 colunas, e o elemento na linha ¢ e coluna
j da matriz B é dado por b;; = |i — j|. Assim, a matriz B é a matriz descrita pelo quadro seguinte

w N = O
N = O =
= O = N
O = N W
=N W o

(c) A matriz C' é uma matriz do tipo 3 x 3, pois tem 3 linhas e 3 colunas, e o elemento na linha i e coluna
j damatriz C é1sei+jépareé0sei+ jéimpar. Assim, a matriz C' é a matriz descrita pelo quadro
seguinte

10
C=]01
1 0

=

(d) A matriz D é uma matriz do tipo 3 x 3, pois tem 3 linhas e 3 colunas, e o elemento na linha ¢ e coluna j
da matriz D é: 1 se o niimero da linha 7 é inferior ao niimero da coluna j; 0 se o nimero da linha é igual ao
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nimero da coluna; —1 se o numero da linha é superior ao nimero da coluna. Assim, a matriz D é a matriz
descrita pelo quadro seguinte

0 11
D= -1 0 1
-1 -1 0

Exercicio 1.3

Considere as matrizes de Moy 3(R)

Determine:
(a) A+ B+C. (b) 24+ B +3C.
(c) A- B. (c) 2A+3(B - C).
Resolugao:

(a) Por definicao de adigdo de matrizes e considerando a associatividade desta operagao, temos

(10 -2 5 -3 1 2 1 3
A+BHC = |3 4]+{0 20}“[ 401]
(6 -3 -1 -2 1 3
BRERE 4}+[ 401]

T4 -2 2
|7 a5

(b) Por defini¢do de adicdo de matrizes, multiplicagdo de um escalar por uma matriz e considerando a
associatividade da adicao de matrizes, temos

IS
O =

32 4
_[20 4] 5 3 1], [-63
- |6 4 8 0 20 12 0
_ [T 3 3], [6 309

-~ |6 6 8 12 0 3

10 6
18 6 11 °

1 0 -2 5 =3 1 -2
2A+B+3C = 2[ }—F[O 9 O}—i—?)[

— W
—_

(@200 V]

w ©
[

(¢) Por defini¢ao de adicao de matrizes e multiplicagdo de um escalar por uma matriz, temos

(1 0 -2 5 -3 1
A_B__32 4]_{0 20}
_[ro 2] [-5 3 -1
~ 132 4 0 -2 0
_[-4 3 -3
B 3.0 4
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(d) Por definigdo de adicdo de matrizes, multiplicagdo de um escalar por uma matriz e considerando a
associatividade da adicao de matrizes, temos

10 5 -3 1 -2 1 3
aavas-o) = 2[5y T3 ]ee((0 0 o] T])
[2 0 —4 7T -4 -2
= 64 8}4_3{—4 2—1}
_[2 0 -4 L] o2 12 -6
- |6 4 8 -12 6 -3
_ 23 —12 —10
- | -6 10 5

Exercicio 1.4

Seja A uma matriz do tipo m X (m + 5) e B uma matriz do tipo n x (11 —n) tais que AB e BA estao
definidas. Determine os valores possiveis para m e n.

Resolugao:

A expressao AB define uma matriz se e s6 se o numero de colunas da matriz A for igual ao nimero de linhas
da matriz B, ou seja, se e s6 se m + 5 = n. Por outro lado, a expressao BA define uma matriz se e sé se
o numero de colunas de B for igual ao nimero de linhas da matriz A, isto é, se e s6 se 11 —n = m. No
sentido de determinarmos os valores de m e n que satisfazem simultaneamente as duas condicoes, resolvemos
o sistema

m4+5=mn
11—-n=m
e obtemos m =3 en =8.
Exercicio 1.5
Se possivel, calcule AB e BA sendo:
) 0 1 0
1 2 3 0 1 2 1
@A=17 102 ¢ B=| 100
0 3 0
1 2 =2 3 2
b)yA=| -2 1 2 e B= 1 2
-2 —4 4 5 5
5 2 2
[ 1
(c) A= 0 e B=[3 0 0 4]
2
| 0
Resolucgao:

(a) A matriz A é do tipo 2 X 4, a matriz B é do tipo 4 x 3. Como o nimero de colunas da matriz A é igual
ao numero de linhas de B, o produto AB esta definido. A matriz AB é uma matriz do tipo 2 x 3 e temos
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010
1 23 0]|-121
AB—{1—102]—100
03 0

B 1-04+2(=1)+3(=1)+0-0 1-142-243.040-3 1.042-143-04+0-0

T 10+ (=) (=1)40-(=1)+2-0 1-14(-1)-240-0+2-3 1-04(=1)-140-042-0

-5 5 2
1 5 =1 |

O nimero de colunas de B n&o ¢ igual ao nimero de linhas de A, logo o produto BA n#o esta definido.

(b) As matrizes A e B sdo ambas do tipo 3 x 3. O ntimero de colunas de A é igual ao ntimero de linhas de
B e, portanto, o produto AB estd definido. Pelo mesmo motivo, o produto BA também esta definido.
Tem-se

1 2 =2 6 3 2 00 —2
AB = | -2 1 2|21 2|=l00 3],
-2 -4 4 5 2 2 00
6 3 2 1 2 -2 -4 7 2
BA = 2 1 2 -2 1 2|=|-2 12
5 3 2 -2 -4 4 -5 5 5

(c) A matriz A é do tipo 4 x 1 e a matriz B é do tipo 1 x 4. O ntmero de colunas de A é igual ao nimero
de linhas de B e, portanto, o produto AB estd definido. A matriz AB é uma matriz do tipo 4 X 4 e tem-se

1 300 4
0 0000
AB = |, [[3 00 4]=], 0 o ¢
0 0000

O nimero de colunas de B é igual ao nimero de linhas de A, pelo que o produto BA estd definido. A matriz
BA é do tipo 1 x 1 e tem-se

1
BA = [3 00 4]|2]=p
9 .
0
Exercicio 1.6
Considere as matrizes:
[ 2 1 4 3.0 1
-1 -2 -1 4 -1 2
A=l 0 3 1| B=l 41 o 1|
3 0 1 0 3 -1
1 3 -1 4 _; g
cC=12 0 -2 -2 |, D = 0 _3
|1 -1 4 0 1 1
Diga quais das seguintes expressoes identificam matrizes, e em tais casos calcule-as.
(a) A+2B. (b) AB. (c) AC + D.
(d) (A+ B)C. (e) ACD. (f) 2ACA + A.
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Resolugao:

(a) Tem-se A, B € Myx3(R). Entéo, por defini¢do de produto de um escalar por uma matriz, 24 € Myy3(R).
As matrizes A e 2B sdo do mesmo tipo, logo a soma de A e 2B estd definida e temos

2 1 4 30 1 8 1 6
1 -2 -1 4 -1 2 7 —4 3

A+2B = 0o 3 1|Ft% 1 2 17| -2 7 3
3 0 1 0 3 -1 36 —1

(b) As matrizes A e B sao do tipo 4 x 3. O nimero de colunas de A nao é igual ao nimero de linhas de B,
pelo que a expressdo AB nao define uma matriz.

(c) Tem-se A € Myx3(R), C € M3x4(R) e D € Myx2(R). O nimero de colunas de A ¢ igual ao nimero de
linhas de C e, portanto, AC define uma matriz e é uma matriz do tipo 4 x 4. Uma vez que as matrizes AC
e D nao sao do mesmo tipo, entao a expressao AC' + D nao define uma matriz.

(d) Tem-se A, B € Myx3(R) e C € M3x4(R). As matrizes A e B sdo do mesmo tipo, pelo que a expressao
A 4 B define uma matriz. Por definicio de adigdo de matrizes, A + B € Myx3(R). Considerando que o
nimero de colunas de A + B ¢é igual ao nimero de linhas de C, a expressao (A + B)C define uma matriz do
tipo 4 x 4. Temos

S| L )[R
(A+B)C = + 2 0 -2 -2
0 3 1 -1 2 1 L 1 4 o
3.0 1 0 3 -1
oL 1 3 -1 4
3 -3 1
= 2 0 -2 -2
L5 1 -1 4 0
| 3 30
12 10 13 18
-2 8 7 18
B 11 -5 -1 -4
. 9 9 -9 6

(€) Tem-se A € Myyx3(R), C € M3x4(R) e D € Myx2(R). O nimero de colunas de A é igual ao nimero
de linhas de C e, portanto, AC define uma matriz do tipo 4 x 4. Uma vez que o nimero de colunas de AC'
é igual ao nimero de linhas de D, entdo a expressao ACD define uma matriz do tipo 4 x 2.

Temos

2 1 4 -1
-1 -2 -1 bos -1 2 g
ACD = 2 0 -2 -2
0 3 1 L 1 4 o 0 -3
. 3 0 1 11
[ 8 2 12 6 -1 0
_ -6 =2 1 o0 2 3
B 7 -1 -2 —6 0 -3
| 4 8 1 12 11
[ 2 —24
_ 2 -9
T -1 -3
| 24 33

(f) Tem-se A € Myx3(R) e C € M3x4(R). O ntiimero de colunas de A ¢ igual ao nimero de linhas de C' e,
portanto, AC' define uma matriz do tipo 4 x 4. Uma vez que o nimero de colunas de AC' é igual ao niimero
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de linhas A, entao AC' A define uma matriz do tipo 4 x 3. Logo, 2AC'A é também uma matriz do tipo 4 x 3.
Considerando que 2AC A e A sao matrizes do mesmo tipo, entdao 2AC A + A define uma matriz. Tem-se

T2 1 4 2 1 2 1 4
9ACA+A — o ~L 72 1 ; g :; —;L I T it
= (R T O Y R 0 3 1 0 3 1
3 0 1 3 0 1 3 0 1
8 2 12 6 2 1 4 2 1 4
4 =4 9 o] -1 —2 -1 1 -2 -1
=2 7 1 2 ¢ o 3 1|7 o 3 1
48 112 30 1 3 0 1
(32 40 52 2 1 4
4 31 —11 1 -2 -1
=23 3 19|t 0o 3 1
36 -9 37 3 0 1
64 80 104 ] 2 1 4
I I R N IES U |
= | 26 6 38 0 3 1
72 -1 T4 3 0 1
[ 66 81 108 ]
| -9 60 —21
= | =6 9 39
| 75 —18 75

Exercicio 1.7
Justifique as afirmagoes seguintes:
(a) Se A € M, xn(K) tem a linha ¢ nula, entéo, qualquer que seja B € M,,«,(K), a matriz AB tem
a linha ¢ nula.
(b) Se B € My, «p(K) tem a coluna j nula, entdo, qualquer que seja A € My, (K), a matriz AB tem
a coluna j nula.
(¢) Se A € My, xn(K) tem as linhas i e s iguais, com i,s € {1,...,m}, entdo, qualquer que seja
B € My «p(K), a matriz AB tem as linhas i e s iguais.

(d) Se B € M,;«p(K) tem as colunas j e s iguais, com j,s € {1,...,p}, entdo, qualquer que seja
A € My xn(K), a matriz AB tem as colunas j e s iguais.

Resolucgao:

(a) Sejam A € M, xn(K), B € M,»x,(K) ei € {1,...,m}. Admitindo que a linha ¢ de A é nula, tem-se
air, = 0, para qualquer k € {1,...,n}. Assim, considerando que o elemento (i, j) da matriz AB ¢ Y _)'_, aixby;,
da hipétese segue que Y_)'_; a;by; = 0, para todo j € {1,...,p}. Portanto, todos os elementos da linha i
da matriz AB sado nulos.

(b) Sejam A € Myxn(K), B € Myxp(K) e j € {1,...,p}. Admitindo que a coluna j de B é nula,
tem-se by; = 0, para qualquer k € {1,...,n}. Assim, considerando que o elemento (4,j) da matriz AB é
> r_; aikbr;, da hipdtese segue que Y ;'_, a;pbr; = 0, para todo i € {1,...,m}. Portanto, todos os elementos
da coluna j da matriz AB sdo nulos.

(c) Sejam A € M,yxn(K), B € Myxp,(K) ed,s € {1,...,m}. Admitindo que as linhas i e s de A s@o iguais,
tem-se a;; = ask, para qualquer k € {1,...,n}. Assim, considerando que, para qualquer j € {1,...,p}, os
elementos (7,7) e (s, j) da matriz AB sao dados, respetivamente, por Y ;_; aikbrj € D p_; skbij, ¢ imediato
que as linhas i e s da matriz AB sdo iguais, pois, para todo j € {1,...,p}, Y p_; Gikbr; = > p_y Askbi;-
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(d) Sejam A € M, xn(K), B € Myxp(K)ej, s €{1,...,p}. Admitindo que as colunas j e s de B sdo iguais,
tem-se by; = bks, para qualquer k € {1,...,n}. Assim, considerando que, para qualquer i € {1,...,m}, os
elementos (4, 7) e (i, s) da matriz AB sdo dados, respetivamente, por Y, _; @b € Y p_; airbis, ¢ imediato
que as colunas j e s da matriz AB sdo iguais, pois da hipdtese segue que 2221 airbr; = ZZ:l a;kbrs, para
qualquer i € {1,...,m}.

Exercicio 1.8

Sejam A = [a;;] e B = [b;;] duas matrizes do tipo n x n.

(a) Escreva o elemento da matriz A% + B situado na linha i e na coluna j.

(b) Escreva o elemento da matriz A — BA + 21, situado na linha 4 e na coluna j.

Resolugao:
(a) Por definicao de adigdo de matrizes e de multiplicagdo de matrizes, temos
n
(A% + B)yj = (A%);; + Bij = ) agar; + bij.
k=1

(b) Por defini¢do de multiplicagdo de matrizes, de multiplicacdo de um escalar por uma matriz, de adigao
de matrizes e considerando a associatividade da adigao de matrizes, temos

(A—BA+2I,);; = A+ (—=BA);+2(1,)
= aj — ZZ:1 birar; + 251-]-,

onde d;; =1sei=jed; =0sei#j.

Exercicio 1.9

Sejam A, B matrizes 2 X 2 reais tais que

AB — BA = { a
C

L
| I

Mostre que a + d = 0.

Resolucgao:

Sejam

A= ailr a2 e B-— bi1 b2
a1 Aa22 b21 b22

tais que AB — BA = { Z

[SHS
—

Entao

aribiy + ai2bo1  anbia + a12boy | | birain +bizasy buiaiz +bizasy | _ | a b
a21b11 + a2b21  a21b12 + ageba bora11 + bazazi  ba1aiz + baoass c d |’

donde segue que

{ (@11b11 + a12b21) — (birai1 + bi2az1)  (@11bi2 + a12b22) — (b11a12 + b12a22) } _ [ a
(a21b11 + a22b21) — (barai1 + bazasi)  (a21bi2 + ag2boz) — (ba1a12 + bazass) c

b
I
Logo,

a = (a11bi1 + ai2b21) — (br1a11 + bi2agy) e d = (a21b12 + az2ba2) — (b21a12 + bazags)

e, claramente, a + d = 0.

12



1. Matrizes Exercicios

Exercicio 1.10
Sejam D € M, (K) e D' € M« (K). Mostre que se D e D’ sdo matrizes diagonais. Entao
(a) DD’ é uma matriz diagonal.

(b) Paratodo i € {1,...,n}, (DD");; = D;D.,.

Resolugao:

(a) Sejam D, D’ € My «n(K) matrizes diagonais. Entdo, para quaisquer p,q € {1...,n} tais que p # g,
terp—se Dy, =0 e D, = 0. Daqui resulta que, para quaisquer i,j € {1,...,n} tais que i # j, (DD");; =0,
pois

(DD');; = Z DDy,
k=1

e: se k =1, tem-se k # j, pelo que D;Cj = 0; se k # 7, temos Dy, = 0. Assim, D;; = 0, sempre que i # j e,
portanto, D é uma matriz diagonal.

(b) Sejam D, D’ € M,;,x,(K) matrizes diagonais. Entéo, para quaisquer p,q € {1...,n} tais que p # g,
tem-se Dy, = 0 e D,,, = 0. Logo, como

(DD")ii = Dix Dy,
k=1

para todo i € {1,...,n}, e, para todo k # i, D, =0 e D}, = 0, resulta que (DD');; = D;; Di,.

Exercicio 1.11

Considere as matrizes reais

1 00 111
A=[0 1 0|,B=|11 1 eCz[;é_i’].
0 0 1 111

Determine uma matriz real X tal que:
(a) 3(X +14) =5(X - 3B).
(b) X+ A=2(X— B).
(c) CX = Ls.

Resolucgao:

(a) Considerando propriedades da adigdo de matrizes e da multiplicagdo de um escalar por uma matriz,
temos

3(X+3A4)=5(X-3B) & 3X+3A=5X-1B
& 3X-5X=-1B-34

& —2X=-1BB-34

& X=4B+34

21 15 15

8 8 8

— 15 21 15

& X=13F 3 %

5 15 21

8 8 8

(b) Considerando as propriedades da adi¢do de matrizes e da multiplicacdo de um escalar por uma matriz,

13
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temos
X+A=2(X—B) & X+A=2X-2B & X-2X=-A-2B
& —X=-A-2B & X =A+4+2B

3 2 2
s X=12 3 2
2 2 3

(c) Pretende-se determinar uma matriz X € M., x,(R) tal que CX = I5. Entéo, considerando que o nimero
de colunas de C é 3, o produto CX s6 estd definido se m = 3. Por outro lado, se o produto CX estiver
definido, a matriz CX serd do tipo 2 X n, pelo que n terd de ser igual a 2, uma vez que CX = I e I, é uma
matriz do tipo 2 X 2. Assim, a matriz X tem de ser uma matriz real do tipo 3 x 2, ou seja,

T11  T12
X=| w1 m22 |,
31 T32
com z;; € R, para todos i € {1,2,3} e j € {1,2}.
Temos
r 11 T12
1 1 -3 1 0
cCX=5L, < 2 0 1 T21 22 _|:O 1:|
- T31 T32
N [ 211 4+ 221 — 3731 @12 + T22 — 3732 _| 10
2@11 + 31 2@12 + I32 0 1
11 + @21 — 3731 = 1 To1 = 1—Tx1y
ZT12 + X2 — 3232 =0 To2 =3 — Tx12
< 211 + 231 =0 < 731 = —2T11
2¢19 + 1320 =1 T30 = 1 — 2219

Assim, no sentido de determinar uma matriz X nas condicoes indicadas, basta atribuir valores a x11 € z1s.

Por exemplo, considerando x11 = 0 e 12 = 1, obtemos xo1 = 1, x90 = —4, 231 = 0 e 32 = —1, pelo que
0 1
X=11 -4
0 -1

¢ uma matriz que satisfaz a igualdade CX = I5.

Exercicio 1.12

Dé exemplos de matrizes A e B tais que A # B e:

(a
(b A —02><2€A750

¢) AB =0542,com A#0e B #0.

e) A,C e D tais que AC = AD e C # D.

(
(f) A e B tais que (A+ B)(A— B) = A> — B?

) A
)
()
(d) AB = 032x2, com A e B sem elementos nulos.
)
)
(g) Ae B tais que (A+ B)?> = A> + B? + 2AB.

[Sugestao: procurar as condigdes gerais a satisfazer e depois construir os exemplos.]

14
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Resolugao:

(a) O produto AA s6 esté definido se A for uma matriz quadrada. Uma vez que A% = —I5, a matriz A tem
de ser do tipo 2 x 2. Assim, pretendemos determinar uma matriz

A_{(Z S]EMQ(R)

tal que A2 = — .

T
emos 04 be— —1
A2 ] a?+bc ab+bd _ |10 - ab+bd =0
- ca+de cb+d> |~ 0 1 ca+dec=0
cb+d* = —1
No sentido de determinar uma matriz A tal que A2 = —1I, basta atribuir valores a a,b, ¢ e d que satisfacam
as condigoes anteriores. Por exemplo, a =0, b= 1, ¢ = —1 e d = 0 satisfazem o sistema anterior. Neste caso
temos a matriz A = [ _(1) 0 } e verifica-se que A2 = —1I>.

(b) O produto AA s6 estd definido se A for uma matriz quadrada. Uma vez que A% = 0zx2, a matriz A tem
de ser do tipo 2 x 2. Assim, pretendemos determinar uma matriz
A= Ve Mmum)
e d 2

tal que A% = 09x5. Temos
qu 2% 2 1 @2 4 be =0

2 —
A= Oy & {a + be ab—l—bd}_{() 8]@ ab+bd =0

ca+dc cb+d? 0 ca+dc=0
cb+d?>=0
No sentido de determinar uma matriz A tal que A% = 0ay9, basta atribuir valores a a,b, ¢ e d que satisfacam
as condigoes anteriores. Por exemplo, a =1, b= —1, ¢c = 1 e d = —1 satisfazem o sistema anterior. Neste
caso temos a matriz A = [ 1 :1 } e verifica-se que A% = 0ax2.
c) Sejam
(c) Sej a1 0] 5_J00
00 1o 1|

Tem-se A#0, B#0e AB = 02x2.

Observacao: Esta questao poderia ser resolvida por um processo idéntico ao das alineas anteriores. Note-se
que, neste caso, as matrizes A e B nao tém de ser necessariamente quadradas. De forma a termos AB = 03«2,
a matriz A tem de ser do tipo 2 X p, para algum p € N, e a matriz B tem de ser do tipo p x 2. Assim, para
algum p € N, podemos comegar por determinar as condigoes que resultam se considerarmos matrizes reais

b1 bi2
A= |: a1 ai2 . a1p :| 0 B — b21 b22
a21 a2 . a2p
. o bp1  bp2
tais que AB = 0gx5.
Por exemplo, as matrizes
0 0
A= [ 1 8 8 } eB=]0 0
1 1

sdo tais que A #0, B#0e AB = 0ax2.
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(d) Sejam
1 -1 2 =2
A_{l _1] eB_[2 _2]
As matrizes A e B nao tém elementos nulos e AB = 0gy2.

Observacao: Esta questao poderia ser resolvida por um processo idéntico ao das alineas anteriores. Note-se
que, neste caso, as matrizes A e B ndo tém de ser necessariamente quadradas. De forma a termos AB = 022,
a matriz A tem de ser do tipo 2 x p, para algum p € N, e a matriz B tem de ser do tipo p x 2. Assim, para
algum p € N, podemos comecar por determinar as condi¢oes que resultam se considerarmos matrizes reais

bir b1z
b21 b22
ailr a2 A
A = p € B = . .
ag1 ag2 c.. G2p . .
bpi  bp2

tais que AB = 02x32.
Por exemplo, as matrizes

11
A_B j j]eB_ 11
11

sao matrizes sem elementos nulos ¢ AB = 02x3.

(e) Sendo A uma matriz nula, é imediato que, para quaisquer matrizes B e C, temos AC = AD. Por

exemplo, considerando
0 0 2 -2 3 -3
=loo] o2 2] -5 5]

temos C' # D e AC = 0242 = AD.

No sentido de termos matrizes nas condigbes indicadas, ndo é necessario que a matriz A seja nula. Por
exemplo, sendo
1 -1 2 -2 3 -3
=l ale-lE ) - 3]
também temos C'# D e AC = 0242 = AD.

(f) Para que a expressao (A+ B)(A— B) defina uma matriz, as matrizes A e B tém de ser matrizes quadradas
do mesmo tipo. Além disso, para quaisquer matrizes A e B para as quais a expressao (A + B)(A — B) define
uma matriz, temos

(A+ B)(A—B) = A>+ AB — BA— B%
Assim, tem-se
(A+B)(A-B)=A*>-B*< A+ AB—- BA—- B* = A> - B> & AB = BA.

Por conseguinte, A e B tém de ser matrizes quadradas que satisfagam a condigio AB = BA.

10 2 -2
=fovene 3 2]

verifica-se que estas matrizes sdo permutaveis e, portanto,

Considerando as matrizes

(A+ B)Y(A-B)=A>-AB+BA—-B?>=A>-B+ B - B?=A? - B*.
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(g) Para que a expressio (A + B)? defina uma matriz, as matrizes A e B tém de ser matrizes quadradas
do mesmo tipo. Além disso, para quaisquer matrizes A e B para as quais a expressdo (A + B)? define uma
matriz, temos

(A+ B)? = A + AB+ BA + B?.
Assim, tem-se
(A+B)?=A*+2AB+ B> & A+ AB+ BA+ B* = A* + 2AB + B> & AB = BA.

Logo, A e B tém de ser matrizes quadradas que satisfagam a igualdade AB = BA.

10 2 -2
efo vene 3 2

verifica-se que estas matrizes sao permutaveis e tem-se

Considerando as matrizes

(A+B)?*=A>4+AB+BA+B>*=A*+B+B+B?=A>+2B+ B*= A? 4 2AB + B*.

Exercicio 1.13
Verifique se: ) )
1 2 3 4 —4 1
(a) ainversa damatriz A= | 1 3 4 | é amatriz B = 0 -1 1
| 1 4 4 | | -1 2 -1
101 0] [ 3 3 -3
(b) a inversa da matriz A= | 1 0 1 | éa matriz B = % —% %
0 1 1 _1 1 1
- - L 2 2 2

Resolucao: Sejan € N. Dadas matrizes A, B € M,,(K), diz-se que a matriz B é a inversa de A se AB = I,
e BA=1,.

(a) Uma vez que

1 2 3 4 —4 1 1 00
AB=1|1 3 4 0 -1 11=101 0]|=1I
1 4 4 -1 2 -1 0 01
(§
4 —4 1 1 2 3 1 0 0
BA = 0 -1 1 1 3 4|1=101 0|=Is,
-1 2 -1 1 4 4 0 0 1
entdo B é a inversa de A.
(b) Uma vez que
110 3 3 3 100
AB=11 0 1 i -3 tl=1l010|=1I
0 1 1 _1 1 1 0 0 1
2 2 2
€
1 1 1
2 2 T2 1 10 1 0 0
BA=| 1 -3 3 10 1]|= 1 0 |=1I,
_1 1 1 0 1 1 0 0 1
2 2 2

entdo B é a inversa de A.
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Exercicio 1.14

Use a definicao para calcular a inversa de cada uma das seguintes matrizes:
0 -1 2 3
@)A_[_l 0] (b)B—[?) 2].

, com z,y € R.

0 0 1
1 0 |. dD=|«z
1 1 Y

n = O
= O O

Resolugao: Sejam n € Ne Y € M, (K), onde K € {R,C}. Uma matriz X € M, (K) diz-se a inversa da
matrizY se XY =1,eYX =1,.

(a) SendoAz[_(l) _é}pretende—se determinarX:[Z Z}tal que AX =L e XA=1.
Tem-se

0 -1 a b 1 0 —c —d 1 0

IRl Iy | PO PR B P B P
—c=1
—d=0 0 -1
& Ca=0 @X_[_l O]
-b=1

Uma vez que também se tem
0 -1 0 -1 10

XA_{—l oH—l o}_[o 1}_12
0
1

e a inversa de uma matriz (caso exista) é tnica, conclui-se que X = [

o [ 0 =1
A _[_1 O].

} é a inversa de A, ou seja,

(b) SendoBz[g 3},pretende—sedeterminarX:[Z Z}talque BX =I5 e XB=1.
Tem-se
- 2 3 a b| |1 0 2a+3c 20+3d | |1 O
BX=h & [3 2Hc d}_[o 1}<:>[3a+20 3b+2d}_[0 1}
_2
2a+3c=1 35 ) s
2b+3d=0 =3 _| 73 5
“ N 3a+2=0 ¢=3 =X = s _gl
5

Uma vez que também se tem

gl orjw

1 é a inversa de B, ou seja,

[S{[SVN [N

_2 3
-1 _ 5 5
B = 3 o |-
5 5
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1 00 a b
(c)SendoC= |1 1 0 [, pretende-se determinar X = | d e
1 11 g h
Tem-se
[1 0 0 a b ¢ 1 0 0
CX=1I & 1 10 d e fl=101020
|1 11 g h i 0 0 1
[ a b c 1 0
& a+d b+e f+c =(0 1
_a—|—d+g b+e+h c+ f+1 0 0
a=1
a=1 b=0
b=0 c=0
c=0
a+d=0 d=-1 1
& bte=1 sde=1 osX=| -1
f+c=0 f—() 0
b+e+h=0 b !
c+f+i=1 -
i=1
Uma vez que também se tem
100 100 10
-1 11 0|=]01
0 -1 1 1 1 1 0 0
e a inversa de uma matriz (caso exista) é tinica, conclui-se que
1 0 0
cl'=|-1 10
0 -1 1
1 0 0 a b
(d)Sendo D= | = 1 0 |, pretende-se determinar X = | d e
y z 1 g h
Tem-se
[ a b c 1
DX =13 & ax +d bxr + e cx+ f =10
| ay+dz+g byt+e+h cy+ fz+i 0
a=1 a=1
c=0 c=0
ax+d=0 =—x
& br+e=1 Sq e=1 S X =
cx+ f=0 f=0
ay+dz+g=20 g=xz—Yy
by+ez+h=0 h=—z
cy+ fz+i=1 i=1

So 0

c
f
i
0
0
1
0 0
1 0
-1 1
0
0| =13
1
0 0
1 0
0 1
1 00
—T 1 0
rz—y —z 1

tal que CX =13 e XC = I3.

tal que DX =13 e XD = I3.
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Também se verifica que

1 0 0 1 0 0
—T 1 0 z 1 0 | =Is,
zz—y —z 1 y z 1

Entéo, considerando que a inversa de uma matriz (caso exista) é unica, conclui-se que

1 0 0
D= -z 10
rz—y —z 1

Exercicio 1.15

Sejam n € N e A, Be C matrizes invertiveis de ordem n.

(a) Qual a inversa de AB~1C?

(b) As matrizes A% e A+ B sao invertiveis? Em caso afirmativo, indique a respetiva inversa. Em caso
negativo, dé um contraexemplo.

Resolugao:

(a) Uma vez que B é invertivel, entdo B~! ¢ invertivel e a sua inversa é a matriz B. Como A e B~! sdo
invertiveis e o produto de matrizes invertiveis (caso esteja definido) é ainda uma matriz invertivel, AB~!
é invertivel e a sua inversa é a matriz (B~1)"1A~! = BA~!. Considerando que AB~! e C sdo matrizes
invertiveis, entdo AB~1C é invertivel e

(AB~'C)y ' =c Y (AB™Y) "t =0Cc'BAT.

(b) Uma vez que A ¢é invertivel e o produto de matrizes invertiveis (caso esteja definido) é uma matriz
invertivel, entao A2 é invertivel e (42)~! = (A~1)2

Se A e B sao matrizes invertiveis, nao é necessariamente verdade que A + B seja uma matriz invertivel. Por

exemplo, as matrizes
10 -1 0
=l d]en=70 4]

sdo invertiveis (A~ = A e B~! = B), mas A + B = 0242 nao é invertivel.

Exercicio 1.16

Sejam A uma matriz invertivel de ordem m e B, C' matrizes do tipo m X n tais que AB = AC. Mostre
que B =C.

Resolugao:

Admitamos que A € M,,x,(R) é uma matriz invertivel. Entao existe A= € M,,x,(R) tal que

AAT =1, =AT1A

Assim,
AB=AC = A Y(AB)=A"1(A0)
= (A71A)B = (A"14)C
= [I,B=1,C
= B=C.
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Exercicio 1.17

Indique AT no caso de A ser:

1 8 1 4 1
) | 3 4. w2 30
2 2 1 4 5

Resolugao: Seja A € M,,x,(K). Por definicio de transposta de A, tem-se AT € M, xm(K) e, para
quaisquer i € {1,...,n}, j € {1...,m}, (AT);; = a;;. Assim:

T
18
(a) | 3 4 _Hig}
2 2
14 1717 1 2 1
230 =434
1 4 5 10 5

Exercicio 1.18

Diga quais das seguintes matrizes sao simétricas e quais sao antissimétricas:

4 —1 2 0 -1 7 5 2 7
A=|-1 0o 3|, B=| 1 0 -2, c=|10 3
2 3 -1 -7 2 0 7 3 -2

Resolucao: Uma matriz X € M, «,(K) diz-se uma matriz:

- simétrica se XT = X.

- anitissimétrica se XT = —X.
Temos
4 -1 2 —4 1 -2
A= -1 0 3| e—-A= 1 0 -3
2 3 -1 -2 -3 1

Entdo, como A = AT a matriz A é simétrica. Uma vez que AT # —A (pois (A)11 = —4 # 4 = (=A)T),
concluimos que a matriz nao é antissimétrica.

Relativamente a matriz B, temos

0o 1 -7
BT=| -1 0 2|=-B.
7 -2 0

Considerando que BT # B (pois (B)12 = 1 # —1 = Ba1), a matriz ndo é simétrica. A matriz é antissimétrica,
uma vez que BT = —B.

A matriz C néo é simétrica nem antissimétrica, pois

5 1 7
ct’=12 0 3
7 3 =2

e, portanto, CT £ C ((C)12=1#2=Cq1) e CT # —-C ((C)11 =5 # -5 = (-O)})).
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Exercicio 1.19

Sejam K € {R, C}, n € N, A, B € M, (K) e @ € K. Mostre que se as matrizes A e B sdo simétricas,
entao:

(a) As matrizes A+ B e a4 sao simétricas.

(b) A matriz AB é simétrica se e sé se AB = BA.

Resolugao:
(a) Seja n € N. Uma matriz X € M,,(K) diz-se uma matriz simétrica se X7 = X.
Se as matrizes A e B sdo simétricas, tem-se AT = A e BT = B. Entéo,
(A+B) =AT+B" = A+ B.
Logo, a matriz A + B é simétrica.
Sendo A uma matriz simétrica, tem-se AT = A, pelo que
(@A)T = aA” = aA.

Portanto, a matriz aA também é simétrica

(b) Admitamos que A e B sdo simétricas e que AB é simétrica. Entdo AT = A, BT = Be (AB)T = AB.
Logo, como (AB)T = BT AT tem-se (BT AT) = AB, donde resulta BA = AB.

Reciprocamente, admitamos que A e B sdo simétricas e AB = BA. Daqui resulta que AB é simétrica, pois

(AB)T = BTAT
= BA (A e B sao simétricas)
= AB ( por hipétese AB = BA).

Exercicio 1.20

Dé exemplo de uma matriz quadrada de ordem 3 que seja simultaneamente simétrica e antissimétrica.

Resolucgao:
Uma matriz X € My, xn(R) é simétrica se X7 = X e é antissimética se X7 = —X. Assim, se X é simétrica
e antissimétrica tem-se X7 = —X7, donse resulta X7 = 0,x, e, consequentemente, X = 0,x,. Por

outro lado, para todo n € N, a matriz 0,,x, ¢ uma matriz simétrica e antissimétrica. Assim, uma matriz
X € Muxn(R) é simultaneamente simétrica e antissimétrica se e s6 se X = Oy xp-

Logo, O3x3 é exemplo de uma matriz nas condigoes indicadas.

Exercicio 1.21
Diga quais das seguintes matrizes sao ortogonais, quais sao hermiticas e quais sao unitarias:
4 —1 2i [ 2 147 5—1
(a) A= i 1 =4 (b)B=| 1—4 7 i
—2i 144 0 5+t —i —1
1 14 =
(b)C:% 1—3 1 o (d)D: 1 2
IRVERVE]
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Resolugao:

Uma matriz X € M,,(K) diz-se:
- ortogonalse XX =1, =XTX.
- hermitica se X* = (X)) = X.
- unitaria se XX* =1, = X*X.

(a) Tem-se
4 -2 " 4 i =2
AT = | i 1 1—i | =|—i 1 143
—2i 1434 0 2t 1—1i 0
Uma vez que
4 —1i 2 4 i —2i 11 5i+2 —9i+1
AAT = i 1 1—14 —1i 1 144 | = o1 + 2 —2i 3+1
—2i 141 0 2i 1—1 0 —9i+1 3+¢ —442
e AAT #£ I3, concluimos que A nio é ortogonal.
Considerando que
4 - o2 1" 4 i -2 7 4 - 2
A* = ) 1 1—2 =| — 1 1471 = ) 1 1—4i | =A,
—2i 1414 0 20 1—1 0 —2i 141 0
concluimos que a matriz é hermitica.
Tem-se
4 —1i 2i 4 —1i 2i 21 -3i—2 T7i—1
AA* = ) 1 1—2 ) 1 1—12 | = 3t—2 4 —1—3
—2i 1434 0 -2t 14+4% 0 —-1-7 =143 0
Como AA* # I3, a matriz A ndo é unitaria.
(b) Tem-se
2 14i 5—i]" 2 1—i 5+i
Bf=|1-i 7 i =|1+i 7 i
5+t —i -1 5—1 i -1
Uma vez que
2 1+47 5—1 2 1—% 541 30—-10: 10+10¢ 6+ 2¢
BBT = 1—i 7 i 1+i 7 —i | =| 10—4i 48—-2i 6—12
5+t  —i -1 5—1 i -1 442 6-—12i 24+ 10¢
e BBT +# I3 concluimos que B nao é ortogonal.
Considerando que
2 1+i 5—-i]" 2 1—i 5+4i 2 1+i 5—i
B* = 1—14 7 i = 1414 7 —1i =\ 1-14 7 i ,
5+t —i -1 5—1 i -1 5+1  —i -1

e B* = B, concluimos que a matriz B é hermitica.
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Tem-se
4 —1 21 4 —1 21 21 -3i—2 Ti—1
BB*=B*B = ) 1 1—14 ) 1 1—-3 | = 3i—2 4 —1—1
—2i 1+1 0 -2t 1+1 0 —1-7i —1+1 0

Como BB* # I3, a matriz B néo é unitéria.

(c) Tem-se
1 1 1—14
T _ N

=5 { 1+i -1 } '

Considerando que
142 2
cct = [ P2’ 1 %2 ]
3 37 '3

e CCT # I, conclui-se que a matriz C' nao é ortogonal.

Uma vez que

— 1 1 141
* T _ _—
=@ =7, ]
e C* = C, entao a matriz é hermitica.
Uma vez que
1 1474 1 1474
L — 1 1
cer = (\/§|:1—Z -1 ]) \/3{1—1' -1
_ (LL) 1 1+1 1 141
- V33 1—7 -1 1—7 -1
10
- [0 7]-n
e
1 1—14 1 1474
o - [ 1
e = <\/§{1+i -1 ><\/§[1—2 -1 })
_ (LL) 1 1—4 1 141
- VB [ 140 -1 || 1-i -1 ’
10
- {o 1]_12
a matriz C' é unitéria.
(d) Tem-se
2 1
S EE
NS
Considerando que
2 -1 2 1 10
por- |5 G| E ][ 1] -n
L7 01
¢ 2 L 2 =1 1 0
DTD:lﬁ g“f g]:[o 1]_12,
Vs V5 Vs V5
conclui-se que a matriz D é ortogonal.
Uma vez que
2 117 2 1
S A
V5 Vb IVEERE

e D* # D, entdo a matriz ndo é hermitica.

Tem-se DD* = DDT =1, e D*D = DTD = . Logo, a matriz D ¢é unitéria.
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Exercicio 1.22

Mostre que o produto de quaisquer duas matrizes ortogonais é também uma matriz ortogonal.

Resolugao: Sejam A, B € M,,«,(R) matrizes ortogonais. Entdao AAT =1, = ATA e BBT =1, = BTB.
Logo,
(AB)(AB)T = (AB)(BT AT) = A(BBT)AT = AL AT = AAT =1,

(AB)T(AB) = (BT AT)(AB) = BT (AT A)B = B'I,B = B'B = I,.

Portanto, AB é uma matriz ortogonal.

Exercicio 1.23
Indique quais das seguintes matrizes sao matrizes em forma de escada:
-2 1 -2 3 0 0 6
1 2 3
0 1 0 4 0 0 0
A_gég’B_ 0 3 10’0_000’
00 00 0 0 0
15 -4 9 1
é_é_ég 00 130 - 000 1
D:OO2O,E:OO OlO,F_{OO],G_OO3O
O 0 0 0 00 001 0 0 0 O
00 00O
Resolucgao:

Sejam m,n € N e K € {R,C}. Uma matriz A € M,»,(K) diz-se uma matriz em escada se satisfaz as
seguintes condigoes:

- se o primeiro elemento nao nulo numa linha estd na coluna j, entao a linha seguinte comeca com pelo
menos j elementos nulos;

- se houver linhas totalmente constituidas por zeros, elas aparecem depois das outras.
Assim, s@o matrizes em forma de escada as matrizes A, C, E e F.

A matriz B nao é uma matriz em escada, pois o primeiro elemento nao nulo da linha 2 estd na coluna 2 e a
linha 3 nao comeca com 2 elementos nulos.

A matriz D ndo é uma matriz em escada, pois a linha 2 é uma linha nula e existem linhas abaixo da linha
2 que nao sao linhas nulas.

A matriz G nao é uma matriz em escada, pois o primeiro elemento nao nulo da linha 1 estd na coluna 4 e a
linha 2 nao comeca com 4 elementos nulos.

Exercicio 1.24

Indique uma matriz em forma de escada equivalente por linhas a cada uma das seguintes matrizes.

10 3 2 1 4 2 11 1 1 4 0
A=|2 2 o|,B=| 61 0|, c=| 410 —-2|,D=|22 o0
02 -2 -1 2 -10 -2 21 7 02 -2
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Resolugao:

Sejam m,n € N e K € {R,C}. Uma matriz Y € M,,x,(K) diz-se equivalente por linhas a uma matriz
X € Myxn(K) se Y pode ser obtida de X por meio de operagoes elementares.

Considerando a sequéncia de operagoes elementares a seguir indicadas

1 0 3 1 0 3 1 0 3
A=12 2 0| o2 | 0 2 —6| o= |0 2 —6|=A4,
0 2 -2 0 2 -2 0 0 4

obtem-se a matriz A’, a qual é uma matriz equivalente por linhas & matriz A (A’ é obtida de A por meio de
operagoes elementares) e é uma matriz em forma de escada.

Considerando a sequéncia de operagoes elementares a seguir indicadas

2 1 4 2 1 4
B= 6 1 0 j;j;;;;llll 0 —? —12
| -1 2 10 0 35 -8
[ 2 1 4 2 1 4
lg = $1o 0 -1 -6 13 > 13+ 3l 0 -1 —6 =B
|0 5 -8 0 0 -23

obtem-se a matriz B’, a qual é uma matriz equivalente por linhas & matriz B (B’ é obtida de B por meio de
operagoes elementares) e é uma matriz em forma de escada.

Considerando a sequéncia de operagoes elementares a seguir indicadas

2 11 1 2 1 1 1 2 1 1 1
C= 41 0 =2 7R3 |0 -1 -2 -4 IEUTIrN 0 -1 -2 —4|=C
-2 2 1 o 3 2 8 0 0 -4 -4

obtem-se a matriz C’, a qual é uma matriz equivalente por linhas & matriz C' (C’ é obtida de C' por meio de
operagoes elementares) e é uma matriz em forma de escada.

Considerando a sequéncia de operacoes elementares a seguir indicadas

1 4 0 1 4 0 1 4 0
D= 2 2 0 lg — lg — 217 0 -6 0 13 —> 13+ 31 0 —6 0 =D
0 2 -2 0 2 =2 0 0 -2

obtem-se a matriz D', a qual é uma matriz equivalente por linhas & matriz D (D’ é obtida de D por meio
de operagoes elementares) e é uma matriz em forma de escada.

Exercicio 1.25
Indique a caracteristica de cada uma das seguintes matrizes:
4 3 2 7 2 0 0 3 01 2 0 0 0 0 6
0 3 0 2 0 0 1 7 0 0 1 2 0 0 0 9
A= 00 7 5| B= 0 0 0 3|’ C= 0 0 0 5| D= 00 0 3|’
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0O 3 0 00
co2l)l [ rzn] paaay  ras
E= , F= , G= 2 0 4, H=|2 0 6
-1 -1 0 0 -1 0 1 1 1 -3 1 11 0
3 -1 0 4 0 1 -2 0
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Resolugao:

Sejam m,n € N, K € {R,C} e A € M,, »(K). Designa-se por caracteristica da matriz A, e representa-se
por car(A), o niimero de pivots que surgem ao aplicar a A o método de eliminacao de Gauss. Isto é, car(A)
é o numero de linhas nao nulas de qualquer matriz em forma de escada que seja equivalente por linhas a A.

As matrizes A, B e C sdo matrizes em forma de escada com 3 linhas nao nulas, logo car(A) = 3, car(B) =3
e car(C) = 3.

Aplicando o método de eliminacao de Gauss a matriz D, tem-se

00 0 6 300 0 300 0
oo o0 9 000 9| %ws5-1,°100009]

P=109003] """ |00 o0 3 wonw-2, |0 0 0 0 =D
3000 00 0 6 00 0 0

A matriz D’ é uma matriz equivalente por linhas & matriz D (logo car(D) = car(D’)) e é uma matriz em
forma de escada com 2 linhas nao nulas. Assim, car(D) = 2.

Aplicando o método de eliminagao de Gauss a matriz E, tem-se

4 0 -2 1] (-1 -1 0 0 (-1 -1 0 0
. 0 0 2 3 _— 0 0 2 3 P P T 0 0 2 3
-1 -1 00 Lt 4 0 -2 1 Ly = Ly + 3 0 -4 -2 1
3 -1 0 4 | 3 -1 0 4 | 0 -4 0 4
[ -1 =1 0 0] [-1 -1 0 0 [ -1 -1 0
0 -4 0 4 0 -4 0 4 0 -4 0
2 0 —4 -2 1 it 0 0 -2 -3 latls 0 0 -2 -3
0 0 2 3 . 0o 0 2 3 0 0 O

A dltima matriz obtida, designada por E’, é uma matriz equivalente por linhas & matriz E (logo car(E) =
car(E")) e é uma matriz em forma de escada com 3 linhas néo nulas. Assim, car(E) = 3.

Aplicando o método de eliminacdo de Gauss as matrizes F', G e H, conclui-se que: car(F) =4, car(G) = 2,
car(H) = 3.

Exercicio 1.26

Determine, caso existam, os valores de k € R para os quais a caracteristica da matriz

1 1 1 1
A=12 -1 2 1
1 2 1 k

é inferior a 3.

Resolugao:

Aplicando o método de eliminagdo de Gauss & matriz A, tem-se

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
A= |2 -1 2 1| -2 |9 -3 0 -1
3 > l3—11
| 1 2 1 k 0 1 0 k-1
[1 1 1 1
13 —> I3+ 31 0 -3 0 -1 =A.
0 00 k-4

= O



2. Matrizes

Exercicios

A matriz A’ é uma matriz equivalente por linhas & matriz A (logo car(A) = car(A’)) e é uma matriz em

forma de escada. Assim,

4 4
car(A)<3seesések—§=05eesések:g.

Exercicio 1.27

Determine, caso existam, os valores de a € R para os quais a caracteristica da matriz

1 2 -2 1
A=| 2 -3 22 -9
3 -1 a*2-5 a-3

é 3.

Resolugao:

Aplicando o método de eliminacao de Gauss & matriz A, tem-se

1 2 -2 1 1 2 —2 1
A= |2 =3 22 -9 | Bkobko2o |0 -7 26 -1l
_3 -1 a*=5 a-3 0 -7 da*+1 a—6
1 2 -2 1
B P P 0 -7 26 —-11 =A'.
_O 0 a®>—25 a+5

A matriz A’ é uma matriz equivalente por linhas & matriz A (logo car(A) = car(A’)) e é uma matriz em

forma de escada. Assim,

car(A) =3 seesése (a® —25# 0 oua+5+#0) se e sése a # —5.
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2 Sistemas de equacoes lineares

Exercicios e resolucoes

Exercicio 2.1

Determine o conjunto de solugoes dos seguintes sistemas de equacoes lineares:

T +x5 —3x3 +x4 —5x5 = 0
(a) 2017 +3xy —06x3 +3x4 —Tzs = 0
1  —x2 +wz3 —xy —3z5 = 0
r1 — 2(E2 = 0
(b) ro + x3 = 0
X1 —4132 —2123 = 1
3r1 — T9 + 3 = -1
(c) 927 — 229 + w3 = -9
3r1 + X9 — 23 = -9
2r1 + o + 23 + Ty = 5
(d) 4y + 3z + Txs + 3xy = 8
6x1 + 4dxos + 923 + 4dxy = 13
—41,'1 — 2(E2 - 4(E3 - 21,'4 = -10
Resolucgao:

(a) Sejam (9) o sistema indicado e
1 1 -3 1 -5]|0
[Apl=2 3 -6 3 —-T|0
1 -1 1 -1 =310
a matriz ampliada do sistema. Aplicando o método de eliminagdo de Gauss & matriz [A]b], tem-se
(1 1 -3 1 —-5]0 11 -3 1 =5
[A]b] = 2 3 -6 3 —7|0 | Lzl o 1 0 1 3

3 13 1

|1 -1 1 -1 =3|0 0 -2 4 -2 2

o O O
1

1 1
I3 — I3 + 211 0 1
0 0




2. Sistemas de equacoes lineares Exercicios

A matriz [U|c] é equivalente por linhas & matriz [A|b], logo o sistema representado pela matriz [Ulc] e a
seguir indicado

r1 + xy — 3x3 + x4 — bxrs = 0
To + x4 + 3z5 = 0
4x3 + 8rs = 0
é equivalente ao sistema (5). Deste ultimo sistema obtem-se x3 = —2x5, 3 = —x4 — 35, 1 = 225. Assim,

Sol(sy = {(2a5, —aq — 3as, =205, 4, 05) | g, a5 € R}

(b) Sejam (S) o sistema indicado e

1 -2 0]0
Apl=0 1 1]o0
1 -4 =21

a matriz ampliada do sistema. Aplicando o método de eliminagdo de Gauss & matriz [A|b], tem-se

1 -2 010 1 -2 010
[Alb] = 0 1 110 | 5G40 1 110
_1 —4 =211 0 -2 -21|1
(1 -2 0]o0
5 o i3 12y 0 1 1|10 | =[U|.
[0 0 0|1

A matriz [U|c] é equivalente por linhas & matriz [A|b], logo o sistema representado pela matriz [Ulc] e a
seguir indicado

0

0

T — 21‘2
T2 + T3 =
Ory + Oxy + Oxs3 =1

é equivalente ao sistema (S). Deste tltimo sistema obtem-se 0 = 1. Assim, o sistema é impossivel e tem-se
SOZ(S) = {}
(c) Sejam (S) o sistema indicado e
3 -1 1(-1
[Ap]=1]19 -2 1|-9
3 1 -2(-9
a matriz ampliada do sistema. Aplicando o método de eliminagdo de Gauss & matriz [A]b], tem-se
3 -1 1(-1 3 -1 1|-1 3 -1 1] -1
[Apj = 9 =2 1| =9 | r2lr=3h 0 1 —-2|-6 o2 | 01 =21 -6 | =[U|].
31 =2|-9] 0 2 -3|-8 0 0 1| 4

A matriz [U|c] é equivalente por linhas & matriz [A[b], logo o sistema representado pela matriz [Ulc] e a
seguir indicado

3561 — X2 + r3 = -1
o — 2173 = —6
r3 = 4
é equivalente ao sistema inicial. Deste ultimo sistema obtem-se x3 = 4, x5 = 2, 1 = —1. Assim,

SOZ(S) = {(—1, 2,4)}
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2. Sistemas de equacoes lineares Exercicios

(d) Sejam (S) o sistema indicado e

2 1 2 1 5

4 3 7 3 8

[Alb] = 6 4 9 4 13
-4 -2 -4 -2|-10

a matriz ampliada do sistema. Aplicando o método de eliminagdo de Gauss & matriz [A]b], tem-se

2 1 2 1 5 21 2 1| 5
- 4 3 7 3 S| om0 1 3 1|2
[Alb] = 6 4 9 4| 13| 2213 o1 3 1|-2
| 4 -2 -4 —2|-10 00 0O0| 0O
(2 1 2 1] 5
01 3 1]-2
g — lg — lg 0 0 0 0 0 :[U|C]
100 00| 0

A matriz [U|c] é equivalente por linhas & matriz [A|b], logo o sistema representado pela matriz [Ulc] e a
seguir indicado

200 + x99 4+ 223 4+ x4= -1
o + 3x3 + w34= -2
¢ equivalente ao sistema inicial. Deste 1ltimo sistema obtem-se xo = —2 — 3x3 — x4, 11 = 3 + % Assim,

1
Sol(sy = {(5 + %,—2 —3ag — a4,a3,a4) |z, ay € R}.

Exercicio 2.2

Efectue os seguintes produtos de matrizes

2 1 13 ? 1 2 2 -1
10 -1 2 BE 1 3 2 30 ;
3 2 -1 1 0 01 0] | -2
[ 13 . (12 27 [ -5
0 -1 [1}; 1 3 2 3|
-1 1 01 0] | o)

Com base nos resultados obtidos indique um sistema de equacoes lineares:
(a) com trés equagoes e quatro incégnitas que tenha (0,1,1,0) como solugao.

(b) com trés equagoes e duas incégnitas que tenha (—1,1) como solugao.

(c) com trés equagoes e trés incgnitas que seja possivel e indeterminado.

Resolugao:
Temos
0
21 1 3 1 2 1 2 2 -1 1
10121:—17 1 3 2 31 =141,
3 2 -1 1 0 0 1 0 -2 3
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2. Sistemas de equacoes lineares Exercicios

1 3 _q 2 1 2 2 -5 1
0 -1 { 1 ] = -1 i, 1 3 2 3|1 =14
—1 1 2 0 1 0 0 3
(a) Sejam
2 1 1 3 2
A= 1 0 -1 2 e b= -1
3 2 -1 1 1
O sistema cuja matriz ampliada é [A]b], ou seja, o sistema
2x1 + o + T3 + 3264 = 2
€1 — x3 + 24 = -1,
3rv1 + 229 — x3 + x4 =

é um sistema a 3 equagdes e 4 incégnitas e admite (0, 1,1,0) como solugao, pois

2 1 1 3 (1) 2
1 0 -1 2 1= -1
32 -1 1], 1
(b) Sejam
1 3 2
A= 0 -1 e b=| -1
-1 1 2

O sistema cuja matriz ampliada é [A]b], ou seja, o sistema

€1 + 3z = 2
— X2 = -1 )
—xr1 + X9 = 2

é um sistema a 3 equagdes e 2 incégnitas e admite (—1, 1) como solucdo, pois

1 3 2
0 -1 { _1 ] =| -1
-1 1 2
(c) Sejam
1 2 2 1
A=|1 3 2 e b=|4
01 0 3
O sistema cuja matriz ampliada é [A]b], ou seja, o sistema
Ty 4+ 2z + 223 = 1
r1 + 3x2 + 223 = 4,
X9 = 3

é um sistema a 3 equacgoes e 3 incégnitas e é indeterminado, pois admite (—1,3, —2) e (=5, 3,0) como solugoes,
uma vez que

1 2 2 -1 1 1 2 2 -5 1
1 3 2 3 |=|4 e 1 3 2 3 |=|4
01 0 -2 3 01 0 0 3
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2. Sistemas de equacoes lineares Exercicios

Exercicio 2.3

Sejam A uma matriz real de ordem 4 x 5 e b uma matriz coluna real de ordem 4 x 1. Classifique o
sistema Ax = b sabendo que

(a) car(A) = car([Ab]) = 4.
(b) car(A) = 3 e car([A]b]) = 4.

(c) o vetor (1,0,—1,1,2) é solucao do sistema Az = b.

Resolugao:

(a) Como car(A) = car([A]b]), o sistema Ax = b é possivel. Considerando que a matriz simples do sistema
é do tipo 4 X 5, o sistema é um sistema a 4 equagoes e 5 incégnitas. Uma vez que car(A) = 4 < 5 =
n? incognitas, o sistema é indeterminado.

(b) Como car(A) # car([A]b]), o sistema Ax = b é impossivel.

(c) O sistema é possivel, pois admite pelo menos uma solugao. Considerando que a matriz simples do sistema
é do tipo 4 x 5, o sistema é um sistema a 4 equagoes e 5 incégnitas. Como a matriz A tem 4 linhas, entao
car(A) < 4. Logo, car(A) < 5 = n® incégnitas, pelo que o sistema é indeterminado.

Exercicio 2.4
Diga, justificando, se cada um dos seguintes sistemas de equagoes lineares sobre R é possivel e, em caso
afirmativo, indique se é determinado ou indeterminado:
T1 + 3y — x3 = 1 T1 + 2x9 + 3 = 0
(a) T9 + a3 = 1 (b) r1 + x2 + 3w3 + 14 = 0
201 + 329 — x3 = 4 — X9 4+ 223 + x4 = 0
T o~ 2 + 3w3 = 1 £ R
_ + T2 + 23 + 34 = 2
(c) { 221 + 63 = 6 (d)
—2, 4+ 329 4+ 322 = 0 dry + Bz + 23 + Ty = 2
1 2 2 2IE1 + x2 — X3 — X4 —2
Resolucgao:
(a) A matriz ampliada do sistema é
11 —-1]1
[Ap) =] 0 1 111
2 3 —-1|4

Aplicando o método de eliminagido de Gauss & matriz [A|b], obtemos a matriz [Ulc] a seguir indicada

1 1 —-1]1 1 1 —-1]1
[Ap)=]0 1 1|1 | HGom-27| 0 1 1|1
2 3 —-1|4 0 1 112
1 1 —-11
sois-1 | 0 1 111 | =[Ul|c.
0 0 01

As matrizes U e [Ul|c] sao equivalentes por linhas &s matrizes A e [A|b], respetivamente. Logo,
car(A) = car(U) e car([A]b]) = car([U|c]). A matriz U é uma matriz em escada com 2 linhas ndo nu-
las, pelo que car(A) = 2; a matriz [U|C] é uma matriz em escada com 3 linhas ndo nulas e, portanto
car([A[b]) = 3. Como car(A) =2 # 3 = car([A|b]), conclui-se que o sistema indicado é impossivel.
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2. Sistemas de equacoes lineares Exercicios

(b) Seja

[AJb] =

O = =
— = N

1
3
2

— - O
o O O

a matriz ampliada do sistema. Aplicando o método de eliminacao de Gauss & matriz [A|b], obtemos a matriz
[U]c] a seguir indicada

1 2 1 010 1 2 1 010
A= |1 1 3 1|0 | HGom-n |0 -1 2 110
|0 -1 2 10 | 0 -1 2 1|0
(1 2 1 0]0]
To-n |0 =1 2 110 | =[U|c.
[0 0 0 00

As matrizes U e [Ul|c] sao equivalentes por linhas &s matrizes A e [A|b], respetivamente. Logo,
car(A) = car(U) e car([A]b]) = car([U|c]). A matriz U é uma matriz em escada com 2 linhas ndo nu-
las, pelo que car(A) = 2; a matriz [Ul|c] é uma matriz em escada com 2 linhas nio nulas e, portanto
car([A[b]) = 2. Como car(A) = 2 = car([A]b]), conclui-se que o sistema indicado é possivel. Considerando
que car(A) = 2 < 4 = n? incégnitas, concluimos que o sistema é indeterminado.

(c) Seja
1 -2 3|1
[Alb] = 2 0 6|6
-1 3 3]0
a matriz ampliada do sistema. Aplicando o método de eliminacao de Gauss & matriz [A|b], obtemos a matriz

[U|c] a seguir indicada

1 -2 3|1 1 -2 3|1
[Alp] = 2 0 6[6| 72 |0 4 0|4
| -1 3 310 0 1 6|1
1 -2 3|1
I3 =13 — %o 0 4 014 Z[U|C].
L0 0 60

As matrizes U e [Ul|c] sao equivalentes por linhas &s matrizes A e [A|b], respetivamente. Logo,
car(A) = car(U) e car([A]b]) = car([U|c]). A matriz U é uma matriz em escada com 3 linhas ndo nu-
las, pelo que car(A) = 3; a matriz [U|C] é uma matriz em escada com 3 linhas ndo nulas e, portanto
car([A[b]) = 3. Como car(A) = 3 = car([A]b]), conclui-se que o sistema indicado é possivel. Considerando
que car(A) = 3 = n? incégnitas, concluimos que o sistema é determinado.

(d) Seja

[Alb] =

N = O N
—_ Ut = W
— =
— —J W
NN DN

a matriz ampliada do sistema. Aplicando o método de eliminagao de Gauss & matriz [A|b], obtemos a matriz
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[U]c] a seguir indicada

23 1 5| 2 2 3 1 5| 2
01 1 3| 2|— o 1 1 3| 2
[All=1, 5 1 7] 2| B2%20 |0 21 -1 3|2
201 -1 -1 -2 0 -2 -2 —6|-4
2 3 1 5|2
. o 11 3|2
Llf:zlfrlezzz 0 0 0 0]o0 :[Ulc]'
000 00

As matrizes U e [Ul|c] sao equivalentes por linhas as matrizes A e [A]b], respetivamente. Logo,
car(A) = car(U) e car([A|b]) = car([U|¢]). A matriz U é uma matriz em escada com 2 linhas nao nu-
las, pelo que car(A) = 2; a matriz [U|C] é uma matriz em escada com 2 linhas ndo nulas e, portanto
car([Alb]) = 2. Como car(A) = 2 = car([A]b]), conclui-se que o sistema indicado é possivel. Considerando
que car(A) = 2 < 4 = n? incbgnitas, concluimos que o sistema é indeterminado.

Exercicio 2.5

Construa um sistema de equacgoes lineares, de coeficientes reais, de quatro equagoes a trés incégnitas
que seja:

(a) Possivel e determinado.

(b) Possivel e indeterminado.

(¢) Impossivel.

Resolucgao:

Sejam m,n € K e Az = b um sistema de equagdes lineares, com A € M,, ,(K). Entéo o sistema Az = é:
- possivel se e s6 se car(A) = car(Alb);
- possivel determinado se e 86 se car(A) = car(A|b) = n;

- possivel indeterminado se e s6 se car(A) = car(A|b) = n.

(a) O sistema (.9)

X + x2 + I3 = 0
To + I3 = 0
I3 = 0’
21‘3 = 0
representado pela matriz ampliada

11 110
01 1]0
0 0 2|0

é um sistema possivel e determinado, uma vez que car(A) = car(A|b) = 3 = n? incognitas.

(b) O sistema (S)

1 + X2 + x3 = 0
T2 + 3 =0
2562 —|— 2563 = O ’
3262 + 3263 =0
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representado pela matriz ampliada

[Alb] =

oo o
W N~
W N = =
o O O O

é um sistema possivel e indeterminado, uma vez que car(A4) = car(A|b) = 2 < 3 = n® incégnitas.

(c) O sistema (S5)

X1 + x + I3 =0
X9 + I3 = O
X9 + I3 = 1 ’
200 + 2x3 = 2
representado pela matriz ampliada
1 1 110
01 1|0
0 2 2|2

é um sistema impossivel, pois car(A) = 2 < 3 = car(A[b).

Exercicio 2.6

Discuta, em funcao dos parametros t e k, cada um dos seguintes sistemas de equagoes lineares nas
incognitas x1, T2, x3 € de coeficientes em R:

r1 — 2x9 + 3zx3 = 1 207 + 4z + kxs = 2
MNETE T B =6 R R
1 4+ 2z = 1

r1 + T2 — I3 = 1 r1 + 12 + x3 = 1

_ Ty — X2 + 3 = 0

S I S D9 2ey T 202 + ks = 0
1 : b T1 + 2w + w3 t

Resolucgao:

Um sistema com matriz amplidada [A[b] é:
- impossivel se e 86 se car(A) # car([Ab]),
- possivel determinado se e s6 se car(A4) = car([A]b]) = n® incdgnitas,

- possivel indeterminado se e s6 se car(A) = car([A|b]) < n? incégnitas,

(a) A matriz ampliada do sistema indicado é

1
(Al = | 2
1




2. Sistemas de equacoes lineares

Exercicios

Aplicando o método de eliminagdo de Gauss & matriz [A|b], tem-se

1 -2 3 |1
[Alb] = 2 k6 |6 ] poioan
| -1 3 k=30
1 -2 3]1
ly + U3 0 1 k|1 g = lg — (k+ 4)lg
0 k+4 014

o O =

1
0
0

-2 31
k+4 04

1 k|1
—2 3

1 k

0 —k(k+4)

1
1
—k

= [U]d.

As matrizes U e [U|c| sdo matrizes em escada equivalentes por linhas s matrizes A e [A|b], respetivamente.

Assim, car(A) = car(U) e car([A|b] = car([U]c]).
Logo,

- car(A) =3seesése ke R\ {0,—4};

- car(A) =2seesdse k=0ouk=—4

- car(A) # 1 para todo k € R.

Para cada um dos casos anteriores, temos o seguinte

- se k € R\ {0,—4}, entao car(A) = 3 = car(Alb), pelo que o sistema é possivel.
Como car(A) = n® incdgnitas, o sistema é determinado;

- se k =0, entdo car(A) = 2 = car(A|b), pelo que o sistema é possivel.

Como car(A) < n® incdgnitas, o sistema é indeterminado;

- se k = —4, entao car(A) = 2 # 3 = car(A|b), pelo que o sistema é impossivel.

Considerando o observado anteriormente, concluimos que o sistema é:

- impossivel se e s6 se k = —4;

- possivel determinado se e s6 se k € R\ {0, —4};

- possivel indeterminado se e s6 se k = 0.

(b) A matriz ampliada do sistema indicado é

[AJp] =

— == N

N N ~+ >

o o &

— == N

Aplicando o método de eliminagdo de Gauss & matriz [A]b], tem-se

2 4 k|2 1
1 ¢t 0|1 1
[A]p] = L2 k1 Lol 1
12 01 2
(1 2 01
I 0 t—2 010
ly — 1y —13 O O k O Z[U|C].
|0 0 0]0

>~ N & DN

T[T OO

N = =

log = Iy — 1
13 =13 — 11
Iy — g — 201

o oo

O O NN

F;T™O O

oo o

As matrizes U e [U|c] s@o matrizes em escada equivalentes por linhas as matrizes A e [A|b], respetivamente.

Assim, car(A) = car(U) e car([A|b] = car([U]d]).
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Exercicios

Logo,
- car(A) =3seesése k e R\ {0} etecR\{2};
-car(A)=2seesése (k=0eteR\{2})ou(teR\ {2} et =2);
-car(A)=1seesése (k=0et=2).

Para cada um dos casos anteriores, temos o seguinte:

-se ke R\ {0} et e R\ {2}, entdo car(A) = 3 = car(A|b), pelo que o sistema é possivel.
Como car(A) = n? incégnitas, o sistema é determinado;

-sek=0eteR\ {2}, entdo car(A) =2 = car(A|b), pelo que o sistema é possivel.
Como car(A) < 3 = n? incdgnitas, o sistema é indeterminado;

set € R\ {2} et =2, entdo car(A) = 2 = car(Ab), pelo que o sistema é possivel.
Como car(A) < 3 =n° incégnitas, o sistema é indeterminado;

-sek=0et=2, entao car(A) = 1 = car(Alb), pelo que o sistema é possivel.
Como car(A) < 3 = n? incdgnitas, o sistema é indeterminado.

Considerando o observado anteriormente, concluimos que o sistema é:
- possivel, para todo k,t € R;
- possivel determinado se e s6 se k € R\ {0} et € R\ {2};

- possivel indeterminado se e sé se k =0 ou t = 2.

(¢) A matriz ampliada do sistema indicado é

1 1 -1 1
Ap =] -1 -k 1 1
-1 -1 kE+1|t—-2

Aplicando o método de eliminagdo de Gauss a matriz [A]b], tem-se

1 1 -1 1 1 1 