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Conceitos basicos

Exemplo 1

A avaliacdo dos alunos numa unidade curricular baseia-se em 4 ele-
mentos: 2 testes, um trabalho de pesquisa de aplicacdoes da matéria
estudada e na apresentagao oral do trabalho realizado.

As classificagdes (numa escala de 0 a 20) de 5 alunos sao as seguin-

tes:
Teste 1 | Teste 2 | Trabalho | Apresentagao
Ana 17 14 15 17
Carlos 13 16 15 12
Jodo 14 14 17 16
Rita 18 12 14 18
Tomas 17 13 15 15
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Conceitos basicos

Sabendo o significado de cada linha e de cada coluna, a informagao
relevante pode ser representada pela seguinte tabela:

17 14 15 17
13 16 15 12
14 14 17 16
18 12 14 18

17 13 15 15
A classificagao de cada aluno é calculada com base nos seguintes
pesos:
peso do trabalho 0.25
peso da exposicao 0.15

peso do primeiro teste  0.25
peso do segundo teste 0.35
Como calcular a classificacao de cada aluno a partir da tabela?
Veremos a resposta, em termos de operagées com matrizes, mais a frente.
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Conceitos basicos

Exemplo 2
Considere-se o seguinte sistema de equacdes lineares:

X -y -2z =1
2x +2z = 1
—X +2y =0

2y +z = 2

A informacéao relevante pode ser armazenada nas seguintes tabelas:

1 -1 -2 1

2 0 2 1

-1 2 0 0

o 2 1 2
X
E o que fazer com as incognitas? | y
z
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Conceitos basicos

Definicao de matriz

Dados m, n € N, chama-se a uma tabela com
m linhas e n colunas, na qual cada posicao é preenchida por um
ndmero, dito elemento da matriz ou entrada da matriz.

Dados m, n € N, o conjunto das matrizes de tipo m x n de entradas
reais representa-se por

Alguns autores usam a notagao My n(R).

Uma grandeza que pode ser caraterizada por um Unico nimero é desi-
gnada por grandeza escalar, pelo que por vezes se fala de um escalar
para referir um nimero, que se distingue de um vetor ou de uma matriz
que representam grandezas designadas vetoriais.

Neste curso trabalharemos apenas com matrizes de entradas reais e
com escalares que sao numeros reais.
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Conceitos basicos

Uma matriz pode representar-se de varias formas:

a1 a2 ... in
a4y a2 ... ap
- : Do = [aij] i=1,...,m = [ijlmxn-
' | ’ i=1,....n
ami @dm2 ... Aamn J ’ ?
. =ajj — Adalinha /e colunaj.
e A damatrizAé Ll = a1 a2 ... apn]-
81/'
i aj
e A éC =

e (ai1,...,ay)éa da matriz A, onde / = min{n, m}.
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Conceitos basicos

Definicao

Duas matrizes Ae B sao se sao do mesmo tipo, digamos mxn,
e se os elementos sdo iguais posi¢do a posicao, isto é, se a;; = bjj,
para quaisquer i€ {1,... m}eje {1,...,n}.

Definigoes

Seja A uma matriz de tipo m x n. Entao,
@ a matriz A diz-se uma (de ordem n) se m = n;

@ sendo A uma matriz quadrada, A diz-se

se a;; =0 paraqualquer /> j
se g;; =0 paraqualqueri < j;
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Conceitos basicos

@ se A é uma matriz quadrada em que a;; = 0 caso i # j, entdo A

diz-se uma e representa-se por
, isto &,
a1 0 ce 0
, o . . i
diag(ai1,...,ann) = _ ]
. .0
0 ... 0 apn
@ se A é uma matriz diagonal em que a;; = 1 parai e {1,...,n},
entao A diz-se a € representa- se por /;

@ se as entradas de A sao todas iguais a 0, entdo A diz-se a
e representa-se por ;
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Conceitos basicos

@ se n= 1, entao a matriz diz-se uma ,ouum
, Ou simplesmente um

ai 1
_ az 1 ;
am1
@ se m= 1, entdo a matriz diz-se uma ou um
A:[aﬁ aio ... a1n].
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Operacoes - adicao

Definicao

Sejam m,n € N, A = [&jj]lmxn € B = [bjj]mxn duas matrizes. Define-
-se a como sendo a matriz

Desta forma define-se uma operagao binaria entre matrizes do mesmo
tipo, designada
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Operacoes - adicao

Proposicao

Se A, B e C matrizes do tipo m x n, entao:

Q A+B=B+A;

Q (A+B)+C=A+(B+0);

Q A+0nmun=A4

Q se A =[—ajj]mxn, entdo A+ A" = Opmxn.

Definicao

Se A é uma matriz do tipo m x n, entdo a matriz [—a;;]m«» designa-se
A (i.e., inversa para a operagao de adi¢ao).
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Operacoes - multiplicacao por um escalar

Recordemos o Exemplo 1.
Considere-se a matriz das classificagdes dos 5 alunos:

17 14 15 17
13 16 15 12
14 14 17 16
18 12 14 18
17 13 15 15

Suponhamos que se pretende as classificagdes numa escala de 0 a 100.

Qual seria a matriz? O que se deveria fazer para obter esse resultado?

5x17 5x14 5x15 5x17 17 14 15 17
5x13 5x16 5x15 5x12 13 16 15 12
5x14 5x14 5x17 5x16 =5.(14 14 17 16
5x18 5x12 5x14 5x18 18 12 14 18
5x17 5x13 5x15 5x15 17 13 15 15
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Operacoes - multiplicacao por um escalar

Definicao

Sejam m,n € N, A = [&;]mxn Uma matriz e o um nimero real. Entdo
define-se o como sendo a matriz

Desta forma define-se uma operacao designada por
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Operacoes - multiplicacao por um escalar

Proposicao

Sejam m,n € N, A e B matrizes do tipo m x ne «, 8 € R. Entao,
Q (ef)-A=a-(8-A);

Q (a+pB)-A=a-A+B-A

Qo (A+B)=a-A+a-B

Q1 A=A

©@ amatriz (—1) - A é a matriz simétrica de A;

Q - 0mxn = Omxn;

Q@ 0 -A=0,n
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Operacoes - multiplicacao

Voltemos ao Exemplo 1 e ao problema que ficou em aberto.
Como se calcula a classificagao de cada aluno?

17 14 15 17

13 16 15 12 8'32
14 14 17 16 s
18 12 14 18 o

17 13 15 15
Ana — 17 x025+4+14x0.35+15%x0.25+17 x 0.15

n
—> @b+ apboj+ -+ a,bj= > ab= [A-Blj
=1

M. Lurdes Teixeira, DMAT-ECUM Algebra Linear



MATRIZES
fo] Yole]

Operacoes - multiplicacao

Definicao

Sejam m,n,p € N, A = [ajjlmxn © B = [bjj]nxp Matrizes. Entdo
define-se o como sendo a matriz m x p,

Desta forma define-se uma operagao entre matrizes designada por
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Operacoes - multiplicacao

Proposicao

Sejam A, B e C matrizes e o um nimero. Entao:

@ Se o produto A- (B - C) estéa definido, entdo
A-(B-C)=(A-B)-C;

© Se aexpressdo A- (B + C) esta definida, entdo
A-(B+C)=A-B+A-C;

© Se a expressao (A + B) - C esta definida, entdo
(A+B)-C=A-C+B-C;

© Se o produto A - B esta definido, entdo
a-(A-By=(a-A)-B=A (a-B);

©Q SeAédotipomxn,entdol,-A=A e A-I,=A
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Operacoes - multiplicacao

Definicao

Sejam k,n € N, e A uma matriz quadrada n x n. Entao define-se a
da matriz quadrada A como sendo o produto
de k fatores todos iguais a A.

Desta forma define-se a operagao unaria, em matrizes quadradas, desi-
gnada , para qualquer k € Ng.
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Operacoes - transposi¢cao

Definicao

Sejam m,n € N e A = [&;]mxn uma matriz. Entao, define-se a
da matriz A como sendo a matriz de tipo n x m, que se repre-
senta por A', tal que para cada posicao

4

Desta forma define-se uma operagao unaria, em matrizes, designada

Proposicao
Sejam A e B matrizes e o um escalar. Entao:
Q (AN = A

© se Ae Bséo do mesmo tipo, (A+B)" = AT + BT,
Q (0« AT=a AT;
© se o produto A - B esta definido, (A- B)T = BT - AT,
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Matrizes invertiveis

Definicao

Sejam n € N e A = [ajj]lnxn Uma matriz quadrada. Entio diz-se

que A é uma (ou ) se existir uma matriz
quadrada do mesmo tipo, denotemo-la por X, tal que

A-X=X-A=I,.

Uma matriz que nao é invertivel diz-se (ou )- )
Exemplo 3
2 1 0 70 -3
A=| -2 3 -1 X=|0 0 3
0 2 0 -1 -1 2
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Matrizes invertiveis

1 10
Exemplo 4 A matriz B = 0 1 1 | énaoinvertivel.
-1 0 1
1 10 X111 X12  X13 1 0 0
B-X= 0 1 1 |-] X1 X2 X3 =0 1 0
—1 0 1 X31 X32 X33 0 0 1
[ X114+ x4 X12 + X22 X13 + Xo3 1 0 O
< X21 + X31 X22 + X32 Xo3+X33 | =] 0 1 0
L —X11+X31 —X12+ Xs2 —X13+ X33 0 0 1
X11+ X1 =
Xi2+Xe2 =0
Xi3+x3 =0
X21+x31 =0
< Xo2 +X32 =1 que é impossivel.
X23 + X33 =
—X11+Xx31 =0
—Xi2+ X32 =
—X13+ X33 =1
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Matrizes invertiveis

Para simplificar a notagdo deixarmos de escrever o simbolo - para
indicar a multiplicagdo de matrizes ou a multiplicagao por um escalar.

Proposicao

Sejam n € N e A = [a;j]nxn uma matriz invertivel. Ent&o, existe uma
e uma s6 matriz A’ que satisfaz as equagdes matriciais

AX=XA=I,.
Definicao
Sejam n € N e A = [ajj|nxn uma matriz invertivel. Entdo, a solugéo
das equacgdes matriciais AX = X A = I, diz-se a (in-

versa para a multiplicacao) de A e representa-se por

Proposicao

Sejam n € N e A = [a;j]nxn Uma matriz quadrada. Se existir uma
solugdo A’ para a equagao AX = I,, entao também A’ A = I,.
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Matrizes invertiveis

Proposicao
Sejam A e B matrizes invertiveis de ordem n € N e o um escalar.
Entao:

Q A=A

© ABéinvertivele (AB)~' = B~1A~";
Q AT éinvertivele (AT)"" = (A"")T;

Q se a #0, aA é invertivel.
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Aplicacoes

Problema 1: Considere-se uma rede de comunicagdo, em que varias
cidades estao ligadas entre si através de uma rede de estradas, (ver
figura abaixo). As cidades representam-se por circulos e as vias de
comunicacao por segmentos de reta.

2 (1) 2 Pode-se representar esta infor-
magcao por uma matriz?

Quantos caminhos ha de 4 para
1 em duas etapas?

E de 4 para 5 em trés etapas?

ajj=1 se existe um caminho de / para j

Matriz adjacéncia -+ A = -
J ajj =0 caso contrario

Calcule [A%]41. Calcule [A%]4s.

Seja A a uma matriz de adjacéncia de um grafo com n vértices. Para
k € N, [AK];; é o nimero de caminhos de i para j de comprimento k.
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