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Geometria e sistemas de equacoes lineares

Considere-se o sistema de equagoes:

-y 42z =3
2x +3y -z =2
X +2z =-1

Este sistema tem uma Unica solugéo (—27, 23, 13).
Do ponto de vista geométrico o que significa a solugao?

@ os trés planos de R® de equagbes cartesianas —y + 2z = 3,
2x 4+ 3y —z=2e x + 2z = —1 intersetam-se num Unico ponto de
coordenadas (—27, 23, 13);

© o vetor (3,2, —1) é combinagao linear dos vetores (0,2, 1),
(-1,3,0) e (2,—1,2) e as coordenadas sao —27, 23 e 13, isto &,

(3,2,—1)=-27(0,2,1) + 23(—1,3,0) + 13(2,-1,2).

M. Lurdes Teixeira, DMAT-ECUM Algebra Linear
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Geometria e sistemas de equacoes lineares

Notar que o sistema

-y +2z =3
2x 43y —z =2
X +2z = -1

€ equivalente a equacao matricial

0 —1 2 3
x{2|+y| 3 |+z| 1 |=| 2 |,
1 0 2 -1

ou seja, equivalente a equacao matricial

0 -1 2 X 3
2 3 1| |y|=]|2
1.0 2 z —1

M. Lurdes Teixeira, DMAT-ECUM Algebra Linear
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Definicoes e exemplos

Sendo ay, a», ..., a, nUmeros reais ou complexos, nao todos nulos,
ai Xy + aXe + -+ anXp
éum
Se b é um nimero, uma equagao do tipo
aixy +axxe+ -+ apnXn=>b

€ uma em n incognitas.

Algebra Linear
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Definicoes e exemplos

Definicao
Sejam p, n € N. Chama-se
, X1, X2,...,Xp, @ UM conjunto de p equacgodes lineares que

se representa por:

ariXy +aioXe + - tainXn =b
ap1Xy +ageXe + -+ +axnXp =be
dp1Xi +ap2x2 + - +aann = bp
onde a;; e b; representam numeros, parai=1,...,pej=1,...,n.

Se bj = 0, parai = 1,...,p, entdo o sistema diz-se um sistema

ajj — coeficientes do sistema b; — termos independentes.

Algebra Linear
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Definicoes e exemplos

Um sistema é caraterizado por duas matrizes:

a1 a2 ain
azq a2 an
o A - . ]
(matriz dos coeficientes) . : :
by
bo
o B= )
by
X
Representando as variaveis por X = . |, o sistema é equivalente
Xn

a equacao matricial
A matriz [A B] diz-se a




Sistemas de equacoes lineares
[e]ele] }
Definicoes e exemplos

Definicao

Dado um sistema AX = B de p equacgoes lineares em n incégnitas,
chama-se do sistema a uma sequéncia

tal que a igualdade seguinte é valida

Definicao

Dois sistemas dizem-se se admitem o mesmo conjunto
de solugoes.

Algebra Linear
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Classificagdo de sistemas

Um sistema de equacgoes lineares diz-se:

se nao existem solugdes do sistema;

o se existe pelo menos uma solugao do sistema;
-] se existe uma Unica solucdo do sistema;
(-} se existem varias solugdes do sistema.
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Resolucao de sistemas

Exemplo 1
2X1 +3x2 +x3 = -1 Xy =-3
Xo =2 & Xo =2
X3 = —1 X3 = —1

Matriz ampliada do sistema inicial:

2 3 1 —1
10 2
1 -1

Conjunto das solugdes ={ (-3, 2, —1)}

Algebra Linear
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Resolucao de sistemas

Exemplo 2
X1 —Xo +2x3 =—1 x1=1-2x3
X2 +X2 = S X=2
—X4 =2 X4 = -2

Matriz ampliada do sistema inicial:

Conjunto das solugdes ={(1 —2X,2,\, -2) : A € R}

M. Lurdes Teixeira, DMAT-ECUM Algebra Linear
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Resolucao de sistemas

Diz-se que uma matriz estd em quando:
@ se alinha k da matriz ndo é toda constituida por zeros, entéo a

linha k + 1 (se existir) tem mais zeros no inicio da linha do que
a linha k;

@ se existirem linhas todas constituidas por zeros, elas ficam
abaixo de todas as outras linhas.

O primeiro elemento nao nulo de cada linha é designado
dessa linha (tal elemento pode ser diferente de 1 e variar de linha para
linha).

* X ¥ X
* X X ¥

*
*
1 *
1
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Resolucao de sistemas

As transformacgdes seguintes nao alteraram o conjunto de solugdes
de um sistema de equagdes lineares:

@ trocar a ordem das equagoes;

@ multiplicar os dois membros de uma equacao e; = &
por um escalar nao nulo, i.e.,
se3#£0, f[ei=pe & e =6

@ substituir uma equacao pela sua soma, membro a membro,
com outra equacao multiplicada por um escalar qualquer, i.e.,
e =6 e =6
&
{ = pser + = pex +

Estas transformagoes designam-se

Algebra Linear



Resolucao de sistemas

Exemplo 3
2Xp X3 —X4 =
X1 —2Xo +X3 =
3X1 —2Xo +2X3 +X4 =
Xy —2Xo  +X3 =
= 2Xo +X3 —Xq =
33Xy —2Xo +2X3 +X4 =
(eqi + eqn)
X;y —2Xo +X3 =
= 2Xo +X3 —X4 =
A, —X3 +X4=

(eqs + —3eqi + eqs)

M. Lurdes Teixeira, DMAT-ECUM
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0 21 -1 |
1 21 0 |
3 2 2 1 |
1 21 0 |
0 2 1 -1 |
13 2 2 1 |
([_1(—>[_2)
1 -2 1 0
0 2 1 -1
0 4 -1 1

(L3 — —3Ly + L3

Algebra Linear
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Resolucao de sistemas

Xy —2Xo +X3 1 -2 1 0 |
& X2 +iXs —iXa= o 1 1 -1
4xo —X3 +X4 = 0 4 —1 1 |
(eqe + eqe) (L2 + 3Le)

Xy —2Xo +X3 = 1 -2 +1 0 |
& Xo +3Xs —iXa= o 1 I -3
—3x3 +3x4 = 0 0 - 3 |
(eqs + —4eq + eqs) (Ls + —4L, + L)
Xy —2X2  +X3 = 1 -2 +1 0 |
& X2 +%X3 —%X4 = 0 1 % —% |
X3 —X4 = 0 0 1 -1 |

(eqs — —%qu) (L3 — —%L3)

M. Lurdes Teixeira, DMAT-ECUM Algebra Linear
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Resolucao de sistemas

O conjunto das solugbes do sistema pode ja ser determinado com
alguma facilidade, por substituicao :

X1 —2Xo +X3 = -1 X{1 = —Xa+ %
Xo +3X3 —pXa= % =< = 2 :
X3 —X4 = —3 X3 = X4—%
pelo que o conjunto das solugdes do sistema é
2 2 1
—X S -2, ) | AeR},
{(3 3 3 )

Algebra Linear



Sistemas de equacoes lineares
0000000 e0000

Resolucao de sistemas

Proposicao

Dado um sistema de equagoes lineares AX = B, obtém-se um sis-
tema de equagdes lineares equivalente ao dado quando se aplicam
transformacoes elementares nas linhas da matriz ampliada , ou seja,

quando:

@ se trocam duas linhas;
@ se multiplica uma linha por um escalar nao nulo;

@ se substitui uma linha pela sua soma com outra linha
multiplicada por um escalar qualquer.

Definicao

A utilizagdo sucessiva de transformagdes elementares nas linhas de
um sistema de equagoes lineares, de modo a transformar a matriz
ampliada do sistema numa matriz em escada, designa-se por

Algebra Linear
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Resolucao de sistemas

Definicao
Diz-se que uma matriz esta em
quando se verifica simultaneamente:

@ a matriz esta em forma de escada;

©Q o elemento pivd de cada linha é igual a 1 e € o Unico elemento
nao nulo da sua coluna.

—_

0 = *
1 0 0 = *
0 = *
1 % *
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Resolucao de sistemas

Definicao

A utilizagdo sucessiva de transformagdes elementares nas linhas de
um sistema de equagdes lineares, de modo a transformar a matriz
ampliada do sistema numa matriz em escada reduzida designa-se
por
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Resolucao de sistemas

Proposicao

Dado um sistema de equacoes lineares, por aplicagao do método de
eliminagdo de Gauss é sempre possivel obter um sistema equiva-
lente cuja matriz ampliada esteja na forma de escada.

Proposicao

Dado um sistema de equacodes lineares, por aplicacdo do método
de eliminacdo de Gauss-Jordan é sempre possivel obter um sis-
tema equivalente cuja matriz ampliada esteja na forma de escada
reduzida. Em cada caso, a matriz final é Unica.

\,

Um sistema de equacgodes lineares pode ser resolvido por:

@ método de eliminagao gaussiana seguido de substituigoes
sucessivas;

@ método de eliminacao de Gauss-Jordan.
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Resolucao de sistemas

Definicao

Sejam A uma matriz e A’ a matriz em forma de escada resultante
da aplicacdo do método de condensacdo de Gauss (ou de Gauss-
-Jordan) a matriz A. Define-se a da matriz A como
sendo o numero de elementos pivo de A’ que se representa por

Proposicao
Seja AX = B um sistema de equacoes lineares. O sistema é:

@ possivel se r([A|B]) = r(A);

@ possivel e determinado se é possivel e 0 nimero de incognitas
for igual a r(A);

@ possivel e indeterminado se é possivel e o nimero de incogni-
tas for superior a r(A).

Algebra Linear
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Calculo da inversa

Definicao
Uma matriz E quadrada, de ordem n, que resulta da matriz /, por se
efetuar uma transformacao elementar diz-se uma

1 0 0O
~ 0 0 0 1
Is Lol E, ,entdao E; = 00 1 0
01 00
1 0 0O
- 3100
Iy [PymrpE E> ,entdo E; = 001 0
0 0 0 1

Sera E; invertivel? E2 = Iy.
E E?

M. Lurdes Teixeira, DMAT-ECUM Algebra Linear
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Calculo da inversa

Proposicao

Sejam A uma matriz de tipo nx m e E uma matriz elementar de ordem
n. Entdo, a matriz A’ que resulta da matriz A por se ter efetuado a
transformacéo elementar nas linhas que permitiu obter E verifica:

A=E-A
Recordando o Exemplo 3,
0 1 0 0 2 1 —1 | 1 -2 1 0 |
10 0]-[1 -2 1 0 =0 2 1 -1 |
0 0 1 3 2 2 1 | 3 2 2 1 |
(L1 < Lp)
1 00 1 -2 1 0 | 1 -2 1 0 |
01 0 0 2 1 —1 | =0 2 1 -1 |
-3 0 1 3 2 2 1 | 0 4 -1 1 |
(L3 «— —3Ly + L3)

Algebra Linear
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Calculo da inversa

Desta proposicao resulta que a condensagdo de uma matriz pelo
método de Gauss ou de Gauss-Jordan ndao é mais do que a
multiplicagdo a esquerda dessa matriz por uma sucessao de matrizes
elementares:

E, - E -A

Suponhamos que A €& uma matriz quadrada de ordem n e a
condensacgao de Gauss-Jordan conduz a matriz identidade, /,. Como

a condensacao resulta da multiplicacao a esquerda de A por uma
sequéncia de matrizes elementares, Eq, ... , Eq, entdo

Ey-- Ei -A=.

Em tal caso, A é invertivel e ainversa é A~ = E, - - E;.

Como calcular o produto Eq - - E4?
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Calculo da inversa

Note-seque E;--- Ey-I, = E4 - - - Ey , pelo que efetuando a condensagéo
de Gauss-Jordan na matriz ampliada [A | /;] tem-se:

1 0 ... 0
A N ~Gaussdordan” L Ear E1A | Eq--Eilp ]
0 0 1

e Ey--- E{A é uma matriz em forma de escada reduzida. Se
Eq---E1A= I, entdo A é invertivel e ainversa é a matriz n x n

AT =E;---Ey -y

Reciprocamente, sera que se obtém sempre a matriz identidade
aplicando a eliminagao de Gauss-Jordan a A se A ¢ invertivel?

Lurdes Teixeira, - Algebra Linear
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Célculo da inversa
Proposicao

O sistema AX = B de nequagodes lineares em nincognitas é possivel
e determinado se e s6 se A ¢ invertivel.

Se A é invertivel , entdo X = A~'B é a Unica solugéo do sistema.

Reciprocamente, suponhamos por hipétese que o sistema é possivel e determinado. Apli-
cando o método de condensagao de Gauss-Jordan a [A | B] deveria verificar-se um dos
dois seguintes casos:

Q4
: - .
o [A ‘B]—)Gauss-Jordan In : e, consequentemente, A é invertivel,
Qp
1 * L.k aq
QABl g | e o sistema AX = B ou é
Gauss-Jordan
: . - %
0 ... 0 0 | an

impossivel ou é possivel e indeterminado, o que é falso por hipétese. Logo este
segundo caso nao pode ocorrer.

Assim, se o sistema é possivel e determinado, verifica-se sempre o caso 1 e A é invertivel.

M. Lurdes Teixeira, DMAT-E Algebra Linear
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Calculo da inversa

De modo equivalente ao processo anterior, podemos pensar que, se
A é uma matriz quadrada de ordem n, entao verificar se A € invertivel
e, em caso afirmativo, calcular a inversa resume-se a classificar e
resolver a equacao AX = I, onde a incognita X € uma matriz n x n.

F X ] .
X2 1 0
A =
L Xn1 U L 0 ]
[ X12 7] [0
X114 X12 ... Xip X2 1
X1 Xp2 ... Xap Al X2 | = | 0
A =h &
Xni  Xp2 ... Xnn L Xn2 U L 0
X{n 0

Algebra Linear
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Calculo da inversa

Os n sistemas anteriores tém todos a mesma matriz simples, pelo que
se podem resolver simultaneamente considerando as diversas colunas
de termos independentes:

1 0 ... 0
A Lo 0 —GaussJorgan” L Eq--E1A | Eq---Etly ]
0 0 1

sendo E; - - - E1A uma matriz em forma de escada reduzida.

Assim, se A é invertivel, entdo cada um dos n sistemas é possivel e
determinado, pelo que E;--- EfA=1, . Entdo, E;---Eql, = AT,
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Exemplos simples de calculo da inversa

Exemplo 4

e A=,

[ | h ],

N
Gauss-Jordan
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Exemplos simples de calculo da inversa

Exemplo 5
-1 2 0
0 A= 2 -3 1
0 0 O
-1 2 0 * k%
———y
2 -3 1 I Gauss-Jordan * % %
0 0 O 0 0O

e Anao é invertivel.

@ Genericamente, uma matriz que tem uma linha ou uma coluna
toda nula nao é invertivel.

Algebra Linear
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Exemplos simples de calculo da inversa

Exemplo 6
2 0 0
@ A=| 0 -3 0
0 0 2
2 0 0 3 0 0
0 -3 0| Ak Gauss-Jordan L |0 —% o1,
0 0 £ o 0 3
3 0 0
e A'=]0 - 0],
o o 3

@ No caso geral, sendo A = diag(«y, . .., ap) invertivel, entdo
aj # 0, para todo o indice i, e

1
—1 _ . o o
Al = d/ag(OK1 ey —)

M. Lurdes Teixeira, DMAT-ECUM Algebra Linear
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Exemplos simples de calculo da inversa

Exemplo 7
-1 2 0

QA= 2 -3 1
-1 2 0
-1 2 0 -1 2 0
2 -3 1 L3<—L3—L1 2 -3 1
-1 2 0 0 0 O

e, pelo que concluimos anteriormente, A nao é invertivel.

@ Genericamente, uma matriz que tem duas linhas iguais nao é
invertivel.

Qual seria a resposta se a matriz A tivesse duas colunas iguais?
Porqué?

Algebra Linear
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