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Propriedades

A fungao determinante associa a cada matriz de tipo n x n um ndmero
e carateriza-se por trés propriedades fundamentais:

¢ 0 determinante de uma matriz identidade é igual a 1;

¢ 0s determinantes de duas matrizes que dependam entre si apenas por
uma troca entre duas linhas (colunas) sdo simétricos;

¢ a funcéo é linear em cada linha (coluna).

Sera que existe alguma funcao nestas condigoes? Em caso afirmativo,
sera que tal funcao € Unica?
A resposta é afirmativa para as duas questoes.

Representaremos o determinante de uma matriz A por |A| ou por
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Propriedades

Seja A = [a;j]nxn, com n € N.

@ Se Atem uma linha (ou uma coluna) toda formada por zeros,
entdao det A= 0.

© Se Atem duas linhas (ou duas colunas) iguais, entdo det A = 0.

Proposicao

Seja A = [ajj]nxn, cOm n € N. Se A’ resulta de A por se adicionar
uma linha (coluna) com outra multiplicada por um escalar, entao
detA = detA'.

Proposicao

Seja A = [a@jj|nxn, cOM n € N, uma matriz triangular superior ou
inferior. Entéo, detA = a1 ---ann.
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Calculo do determinante pelo método de Gauss

Seja A = [ajj]nxn, com n € N.

@ Se multiplicarmos uma linha (ou uma coluna) de A por um
escalar «, o determinante da matriz resultante é adet A.

@ Se trocarmos duas linhas (ou duas colunas) de A, entéo o
determinante da matriz resultante é —det A.

© Se auma linha (coluna) de A somarmos outra linha (outra
coluna, respetivamente) de A eventualmente multiplicada por
um escalar, o determinante da matriz resultante é det A.

Se A’ resulta de A por se efetuarem transformagdes elementares nas
linhas e/ou nas colunas, entao existe um escalar « ndo nulo tal que
det A = adetA'.

Proposicao
Seja A = [ajj]nxn, com n € N. Entéo, det(AT) = det A.
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Calculo do determinante pelo método de Gauss

2 -1 0 3
0 -1 4 2 .
A— ] 0 1 3 entao
1 0 1 -2
2 -1 0 3 1 0 1 3
0 -1 4 2 0 -1 4 2
detA = det 1 0 1 3 = —det 2 10 3
1 0o 1 -2 Ly < L 1 o 1 -2
1 0 1 3 Tt 0 1 3
0 -1 4 2 0 -1 4 2
= “detlg 42 9| = ~®Ig o o 7
Ls 2Ly + Lg 0 0 0 -5]bL«-Lk+ts|0 0 0 -5
Ly —Lyi+ Ly
= —(1x(=1) x (-2) x (-5)) =10
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Formula de Leibniz

Comecemos por considerar A = [a] uma matriz quadrada de ordem 1:

para qualquer a € R, det[a] = det[a- 1] = adet[1]=a-1 = a.
O numero a designa-se determinante da matriz [a] de ordem 1.

Notar ainda que a matriz [a] é invertivel se e s6 se a # 0.

De seguida considere-se A = [a;;]ox2. Efetuando uma anélise baseada
nos mesmos principios utilizados no caso de matrizes de ordem 1 obter-
-se-ia que

Em que condigbes a matriz A é invertivel?
Efetuando a condensacao de Guass de A conclui-se que a condicao &

ay1822 — a12a21 # 0
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Formula de Leibniz

No caso de uma matriz de tipo 3 x 3, A = [a;;]ax3, fazendo raciocinio
semelhante chega-se a expressao

e A é invertivel se e so se

(31 18224833 1 @12823831 + @13a21832 — A128214833 — @13d22831 — &1 1323332) #0.

No caso de matrizes quadradas de ordem n = 1, 2, 3, as expressdes
obtidas para o determinate sdo: um somatorio, com um nimero de
parcelas igual ao numero de permutagdes de {1,...,n}, cada parcela
€ o produto de n elementos da matriz sendo, simultaneamente, um de
cada linha e um de cada coluna. Cada parcela esta afetada do sinal +

ou —.

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Li



Formula de Leibniz

Definigao - Férmula de Leibniz

Dada uma matriz A = [a;j|nxn, cOM n € N, chama-se
ao numero resultante da soma de n! parcelas, uma para cada
permutagao de {1,...,n}, e em que cada parcela é

@ o produto de n elementos da matriz, um de cada linha e,
simultaneamente, um de cada coluna,

@ afetada pelo sinal 4+ ou —, conforme a permutagao corres-
pondente é par ou impar,

ou seja,

onde o representa uma permutagao de {1,...,n}, e sgn(c) = 1 ou
sgn(o) = —1, conforme o € uma permutagao par ou impar, respeti-
vamente.
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Teorema de Laplace

Definicao
Sejam A = [a;j]lnxn,cOomn>2,ei,je {1,...,n}.
Por representa-se a matriz que resulta de A por se eliminar a

linha i e a coluna j.

O valor designa-se ,
gue se representa por

Proposicao (Teorema de Laplace)
Seja A= [aijloxn,cOmMn>2,eic{1,...,n}. Entdo:
Q detA=3, &M

e detA= 27:1 a,,-A/-,-.
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Teorema de Laplace

2 1

0o 3
0O -1 4 2
detA = det ] 0 1 3
1 o 1 -2
4
1
1
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Teorema de Laplace

:2(det“ _2%00@1‘“1 _22]+0det“' g])+

1 3 4 2 4 2
:—2<—det[1 _2}+Odet[1 _Z]JrOdez‘{1 3])+
+(0det“ _32]—4det[] _32]+2det“ 1])
11 0 4 0 4
—3(det[1 1}+Odet[1 1}+Odet[1 1})

=-2(~(-2-8)+0+0) + (0-4(-2-8)+2(1 - 1))+

—3((1_1)+o+o) =10
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Determinante de uma matriz invertivel

Proposicao
Sejam A e B matrizes quadradas. Entao

det (AB) = det A - det B.

Proposicao

Seja A uma matriz quadrada de ordem n € N. Entao A é invertivel se
e sé se det A +# 0.

Corolario

Seja A uma matriz invertivel. Entdo det(A~") = 1,
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Calculo da inversa

De seguida vai ser apresentado um método alternativo para calcular a in-
versa de uma matriz baseado no célculo dos complementos algébricos.

Seja A = [ajj]nxn- A matriz quadrada de ordem n cujo elemento na
posicéo (/, j) & A;;, o complemento algébrico de g;;, diz-se a
de A e representa-se por , OU seja,

Se A é uma matriz quadrada de ordem n, entao
A-Adj(A) = Adj(A)- A= |A| .

Corolario

Se A é uma matriz quadrada invertivel, entdo A~' = ﬁ dj(A).
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Resolucao de sistemas de Cramer

O sistema de equagbes lineares AX = B de n equagdes em n

incégnitas diz-se um se a matriz A € uma ma-
triz invertivel.

Proposicao - Regra de Cramer

Seja AX = B um sistema de Cramer. Entao, a solucdo do sistema é:

A7 A
onde, paraj € {1,...,n},
ai ... a j—1 b1 a JES ain
a1 ... a&jq b2 a1 ... an
A= . : ; . . . ;
an1 e anj_1 bn an/+1 P ann
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