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Escalares e vetores

O tipo mais simples de grandeza fisica pode ser caraterizada por um
numero e uma unidade de medida. Uma tal quantidade é designada por

Exemplos: temperatura, massa, resisténcia de um condutor elétrico,
namero de bactérias por cm?®, preco.

No entanto grandezas como, por exemplo, deslocamento, velocidade
e for¢a necessitam da indicagdo de um ndmero que representa a sua
magnitude e da indicacdo de uma direcao e um sentido, que podem ser
representados por sequéncias de niUmeros mediante a introdugdo de um
referencial. Tais quantidades sao designadas por
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Operagoes com vetores

Reperesentacao de vetores no plano
y

v=xit+yj=(xyY).

R? = {(x,y) | x,y €R}
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Operacgdes com vetores

Representacao de vetores no espaco

z
z

V=xityj+zk=(xy.2)

R®={(x,y,2) | x,y,z € R}
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Operacoes com vetores

Operacgdes fundamentais com vetores
@ a adicao de vetores:

u, v vetores — u -+ v vetor,

@ a multiplicagao por um escalar:

a € R, uvetor — «a u vetor

As operagdes vetoriais podem ser definidas usando a representagao
analitica dos vetores. Por exemplo em R3,

U= xqi+yj+zk u=(x1, y1, 1)
V= Xol + Yo + 2ok V= (X, Y2, 22)

u+v=0x+x)i+W+y)i+(z+22)k u+v=_04q+Xx,y1+Y2,21 + 2)

au = (axq)i+ (ay1)j + (az1)k au = (axi, ayr, az)

rdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Operacoes com vetores

Para qualquer n € N
={(X1, ..., Xn) | X1, ..., Xn € R}

No conjunto R" as operacoes de adicao e de multiplicacao por
um escalar definem-se da seguinte forma: para quaisquer « € R,

u=(x1,...,xn)ev=>,...,yn) elementos de R”,
u+v=0x,. ... X))+, - ¥n) =1+ Y1, .-, Xn+ Yn)
al = a(Xy, ... ,Xn) = (X1, ... ,aXn)
Os elementos de R” designam-se € 0s numeros reais designam-
-se . Num vetor u = (x4, ..., X,) 0 niUmero x; diz-se a
de u.
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Operacgdes com vetores

Definicao

Sejam u e v vetores. Um vetor se
existirem escalares « e § tais que

Podemos generalizar a definicdo anterior para um ndmero qualquer k
de vetores. Se a1, ..., ax Sa0 escalares € vy, ..., V, Sao vetores, entao
o vetor

arVy + - oV

diz-se uma combinacao linear de v, ..., .

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Definicao axiomatica de espaco vetorial

Se V é um conjunto onde estéo definidas as aplicagoes:
@ aadicdoemV, +:V xV — V, tal que

@ para quaisquer u,v eV, U+ VvV =V+U,

@ paraquaisquer u,v,w eV, (U+V)+w=u-+(v+w),

© existe 0y, € V tal que, para qualqueru eV, u+0y =u, 0
qual se designa vetor nulo,

O para qualquer u € V, existe —u € V tal que u+ (—u) = 0y,
o qual se designa simétrico de u;

© a multiplicagdo por um escalar, - : R x V — V, tal que

@ para quaisquer u,v € V,
AR, A-(u+v)=(\-u)+(\-v),
@ paraquaisqueru eV, A,y e R, (A+~)-u=(\-u)+(y-u),
© paraquaisqueru eV, \,veR, (\y)-u=A-(v-u),
O paraqualquerueV, 1-u=u;

entao diz-se que a estrutura ou,
abreviadamente, que

M. Lurdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Definicao axiomatica de espaco vetorial

Seja V um espaco vetorial. Entao,
@ para qualquer escalar A, X -0y = 0y;
@ paraqualquerv eV, 0-v =_0y;

@ dadosumescalar A\eveV, seA-v =0y, entao A =0o0u
v =0y;

@ para quaisquer escalar Ae v € V,

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Li
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Subespacos

EXEMPLO 1
O conjunto S = {(a,b) € R? : a+ b= 0} com as operagdes

+ Sx S — S
((x1,%2), (V1,)2)) — (X1 +y1, X2+ y2)

Rx S — S
()‘7 (X17X2)) — ()‘X17 )‘X2) ’

é um espago vetorial, em que a soma de dois vetores e a multiplicagdo de um vetor por um
escalar sdo as restricdes a S das respetivas operagdes em R?. Em particular, o vetor nulo
em R2, 0z = (0,0), pertence a S e o simétrico de um vetor (&, b) € S é o vetor (—a, —b)
que também pertence a S.

Dado um espaco vetorial V, que propriedades deve satisfazer um seu subconjunto S para
que sejam preservadas as propriedades de espago vetorial?

rdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear



Subespacos

Sejam V um espaco vetorial e S C V. Diz-se que
, € escreve-se , Se:

Q S#0;
Q seu,veS,entaiou+veS (ie., S éfechado para a adigdo);

© sevecSe)éumescalar,entdo \- v € S (i.e., S é fechado
para a multiplicagao por um escalar).

Um subespaco vetorial S € um espaco vetorial em que o conjunto dos
vetores esta contido no conjunto dos vetores de outro espago vetorial V
€ em que as operagdes sao a restricdo a S das operagdes de V.

M. Lurdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear



spacos Vetoriais

[e]e] le]e]elele]

Subespacos

EXEMPLOS 2

Os seguintes conjuntos s&o subespagos de R?:
Sy ={(x,y) €R? | 2x + 3y =0}
S = {(x,3x) | x € R}.

Sera 81 NS, um subespago? ES; U S, ?

EXEMPLOS 3

Os seguintes conjuntos sa@o subespagos de R3:
U1 :{(vavz) €R3 | 2X<|>3_y<l»Z:O}7
U ={(X,x =y, y+x)| x,y €R},

Z/{3:{(X,y,Z)GR3|2X+y—Z:0,y+Z:O}.

Sera Uy NU um subespago? E Uy NUz? EUy UlL? E U UU?
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EXEMPLOS 4

Propdem-se agora uma reflexio sobre as regides de R2 que, com a adicéo e multiplicagao
por escalar definida atras, sdo espagos vetoriais.

Quais dos subconjuntos abaixo s&o subespagos vetoriais de R2?

@ R2?

R?\ {(0,0)}?
{(x,y) e R?| y =3x}?

{(x,y) €R? |y =3x+1}?

{(x.y) eR? |y =3x}n{(x,y) eR® | y = 3x}?

{(x,y)eR?| x>0, y>0}?

Que subconjuntos de R? sdo espagos vetoriais?

M. Lurdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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EXEMPLOS 5

De modo analogo ao exemplo anterior, fagamos uma reflexao sobre as regies de R que
s30 espacos vetoriais.

Quais dos seguintes subconjuntos de R3, com a adi¢o e multiplicacio por escalar definida
atras, seréo subespacos vetoriais de R3:

@ RS

R3\ {(0,0,0)}?

{(x,y.2) eR® | y = x}?

@ {(x,y,zeR3 |y =x+2}?

(
(

@ {(x,y,2)eR3 | x>0, 2x+y+z=0}7?

® {(x,y,z)eR®|2x+y=0,x—y+2z=0}?
(

{(6,y,2) €R® | 2x+y =0, x =y +z=1}?

Que subconjuntos de R3 sdo espagos vetoriais?

M. Lurdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Subespacos

Proposicao

Dado um espago vetorial V qualquer, sao subespagos vetoriais de V
o proprio V e {0y }.

Mais ainda, qualquer subespago S de V é tal que {0y} < S < V.

Proposicao
Sejam V um espago vetorial e Sy, S, < V. Entao, S; N S; < V.

Proposicao

Sejam V um espaco vetorial e S1, S, < V. Entdao, S U S, < Vsee
s6seS; C Ssou S C Sy,

M. Lurdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Subespacos
EXEMPLO 6
Considere o seguinte sistema homogéneo de equagdes lineares em 4 incégnitas:
1 2 0 -1 Xq 0
11 1 -1 x| |0
2 2 2 - x3 | |0
1 0 2 -1 X4 0

Cs = {(—2a,a,o<,0) |a € R}
Notar que:
@ (0,0,0,0) é solugao do sistema;
@ sendo (—2a, a, a,0),(—2b,b,b,0) € Cs e X € R, entao

@ (—2a,a,a,0)+(—2b,b,b,0) = (—2(a+b),a+b,a+ b,0) € Cs;

@ X\(—2a,a,a,0) = (—2Xa,Aa,Aa,0) € Cs.
Logo Cg < R4.

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Subespacos

Serda que o exemplo anterior € um caso particular, ou serd que as
solugdes de um qualquer sistema homogéneo AX = 0 de m equagodes
em n incégnitas constituem um subespaco de R"?

Proposicao

O conjunto das solugdes de um sistema homogéneo de m equagoes
em nincégnitas € um subespacgo vetorial de R".

Mais, veremos que todo o subespaco vetorial de R"” é o conjunto
das solugoes de um sistema homogéneo de equacodes lineares em n
incégnitas.

E relativamente ao conjunto das solugdes de um sistema nao ho-
mogéneo, sera que é um subespaco vetorial?

O conjunto das solugdes de um sistema de equagoes lineares nao
homogéneo nao € um subespago vetorial.

M. Lurdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear



Espacos Vetoriais

Geradores

Proposicao

Num espago vetorial V, dado C

C V, o conjunto de todas as
combinagdes lineares de vetores de C,

{atvi+-+anvy | neN, wy,...,v,€C, oy,...,ap € R}

€ um subespaco vetorial de V e € o menor subespago que contém C.

O subespaco das combinacdes lineares de vetores de C representa-se
por

Definicao

Seja V um espaco vetoriale C C V.

Se V = (C), entao diz-se que ou que

O espaco vetorial diz-se

M. Lurdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Geradores

EXEMPLO 7
C; ={(1,2,0,—1), (—1,0,0,2), (0,1,1,1)} C R*

Os vetores de R* que pertencem a (Cy) s&o os vetores (x, y, z, w) tais que o sistema

Qv
(%] =
Qs

é possivel.

O sistema s6 é possivel se 2x — %y — %z + w = 0. Logo,

1

on =
voo |
a4 a0
S NS X%

-1

11
(Cr) ={(xy,z,w) R | 2x = oy — Sz 4+ w =0},

ou seja, (Cy) € conjunto das solucoes do sistema homogéneo formado pela equagao
{2x— Y- 3z+w=0.

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Geradores

EXEMPLO 8

Co=/{ 1 CR3

Serd R® = (C,)? Isto é, sera que existem ay, ap, a3 € R tais que, para quaisquer
a,b,c €R,

(a, b, C) = o1 + ap + a3 ?

1 -1 0 o a
O sistema | —1 0 O as | = | b | épossivel e determinado.
2 1 2 s c

Logo, R3 = (C,). Resolvendo o sistema conclui-se que a solugéo do sistema é

(—b, —a—b, %b*c)
pelo que
(a7b7c):_b. +(_a_b). +%b+c

rdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Geradores

EXEMPLO 9

Como calcular um conjunto gerador de um espago vetorial?
S ={(abc)eR®:c=a+b}

={(a,b,a+b) : a,becR}
={(a,0,a)+ (0,b,b) : a,bc R}
={a-(1,0,1)+b-(0,1.1) : a,beR}
=((1,0,1), (0,1,1)),

ouseja, S=((1.0.1), (0,1,1)).

Pode também verificar-se que

§=((2,1,3),(0-1-1)),

0 que permite concluir que um subespago vetorial admite varios conjuntos geradores.

M. Lurdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear



Geradores

SejamV,neNeu,vy,...,V, € V.

@ Qualquer subconjunto de {vi,..., v,} gera um subespago de
(Viy.ony Vi)

Q (vi,...,vy) = (u,vi,...,V,) se e sb se ué combinagao linear
de vy,..., Vv,

Proposicao

Sejam V, n e N, 1 <ij<n vi,...,vp € Ve\#0um escalar.

Entao,

Q (i, Vo) = Vi, . Vi, A Vi, Vi, oo, Vi)

e <V1,...,Vn>:<V1,...,Vj_1,V,'+Vj7Vj+1,...,Vn>.

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Independéncia linear

Se um vetor v; se escreve como combinacao linear dos vetores de um
conjunto C = {vo, ..., Vv,} diremos que v; é linearmente dependente
dos vetores de C. Notar que se vy = agVe + - -+ + apVp, €entao

Vi —apVe — -+ — apVy = 0y.

Definicao

Sejam V um espaco vetorial, n € N e vq,...,v, € V. Diz-se
que se sendo
a1,. .., €scalares tais que

Se vi,...,Vv, nao sao vetores linearmente independentes, entao
dizem-se

rdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Independéncia linear

EXEMPLOS 10
@ Ci= {(1,3,0,—1),(2,3, —4,1)7(4’37_1275)} - R4

(0,0,0,0) =2(1,3,0,—1) — 3(2,3,—4,1) + (4,3,-12,5)
=—(1,3,0,—1) + 3(2,3,-4,1) — }(4,3,-12,5).

Os vetores de Cq nao sao linearmente independentes.
@ C= {(1,271,3)7(—2,0,1,—2),(0,—2,0,1)}

Serao os vetores de C, linearmente independentes?

1 -2 0 0
2 0 -2 S
1 1 )
3 -2 1 a3 0

O sistema é possivel e determinado. Assim, o vetor nulo, escreve-se de modo Unico
como combinagao linear dos vetores de C,, ou seja, os vetores de C, sado linearmente
independentes.

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Independéncia linear

EXEMPLOS 11

Sera um vetor genérico de R*, v = (a, b, ¢, d), combinagao linear dos vetores do conjunto
Co = {(1,2,1,3),(—2, 0,1,-2),(0,-2,0, 1)}?

1 —2 0 a
2 0 -2 a b
11 0 @2 | =1 ¢
3 -2 1 as d

Ja vimos que o sistema homogéneo associado é possivel e determinado, pelo que a
carateristica da matriz simples é 3 e, consequentemente, o sistema é impossivel ou
possivel e determinado.

Assim, se a coluna dos termos independentes for formada pelas coordenadas de vetores
de R* que s&o combinagéo linear de vetores de C», a carateristica da matriz ampliada é 3
e o sistema é possivel e determinado. Neste caso, os coeficientes da combinacao linear
sdo unicos e verifica-se

—23+g—20+d:0.

Caso contrario, a carateristica da matriz ampliada é 4 o sitema é impossivel.

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Independéncia linear

Proposicao

Sejam n € N, ¥V um espacgo vetorial e vy,...,v, € V. Os vetores
vi,...,Vp € V sd0 n vetores linearmente independentes se e sO se
qualquer combinacao linear de vy, .. ., v, tem coeficientes Unicos.

Proposicao
SejamV,neNe vy,...,Vp U € V.

@ Se vq,...,v,sd0 nvetores linearmente dependentes, entao
u,vq,...,Vvn 880 n+ 1 vetores linearmente dependentes.

Q Se v4,...,v,sé0 nvetores linearmente independentes, entao
qualquer subconjunto de {4, ..., v,} é constituido por vetores
linearmente independentes.

© Se v4,...,v,séo nvetores linearmente independentes e
u,vq,...,Vvnp 880 n+ 1 vetores linearmente dependentes, entao
u é combinagao linear de v, ..., V.

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Independéncia linear

Sejam V,ne N, 1 <ij<n wvi...,vp € Vel#0umescalar.
Entao, as seguintes condi¢des sao equivalentes:
@ vi.....v,sdo0 nvetores linearmente independentes;
Q vi,....Vi_1,\ V;,Viq,...,V,S80 n vetores linearmente
independentes;
Q@ vi,....vi_1,vi+ Vj, Vi1, - - -, Vo S80 n vetores linearmente
independentes.

rdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Base e dimensao

Definicao

Sejam V um espaco vetorial finitamente gerado, n€ Ne vq,..., v, € V.
A sequéncia (v, ..., V,) diz-se uma se:

@ V= (vi,...,Vn);

@ vy,...,V, sa0 nvetores linearmente independentes.

De acordo com esta defini¢do, serda que o subespacgo {0y} admite
uma base?

Um subespaco vetorial que admite uma base finita diz-se

Base =  Conjunto maximal de vetores
linearmente independentes

= Conjunto gerador minimal de
vetores

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Base e dimensao
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EXEMPLOS 12
Sera ((1,0,-2),(1,1,-1),(—1,-1,3)) uma base de R3?
—1

EREIHEH

seja possivel, para quaisquer (a, b, ¢) € R3, e o sistema homogéneo associado

Para isso é necessario que o sistema

—1

[ 1 1 17 o 0
0 1 - as | =10
| 2 -1 3 ag | | 0 |
seja determinado. Equivalentemente, é necessario que o sistema
[ 1 17 [ [al]
0 1 -1 asg | =1 b
L -2 -1 3 ag | L c ]

seja possivel e determinado, para quaisquer (a, b, ¢) € RS.

Algebra Linear

des Teixeira, DMAT-UM
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Base e dimensao

EXEMPLOS 13
Sera ((0, %, 1,1), (-1,0,1, 2)) uma base do subespaco

S ={(ab,c,d)eR*|a—2b+c=0, —d+c=a}?

S={(c—-d,c— %d, ¢, d) | d,c € R}, pelo que a resposta é afirmativa se o sistema

0 71 Cc— d
3 0 ar ] _ | c—3d
1 1 (6%} o]
1 2 d
for possivel e determinado, para quaisquer ¢, d € R.
0 -1 | c-d 10 | 2c-d
3 0 | ¢c—4 condensagio 01 | —c+d
1 1 | c Gauss-Jordan 0 0 | 0
1 2 | d 00 ‘ 0

Confirma-se que o sistema é possivel e determinado, pelo que qualquer vetor de S

escreve-se de forma Unica como combinagao linear dos vetores (0, %, 1,1)e(-1,0,1,2).

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Base e dimensao

Sejam V um espaco vetorial finitamente gerado, ne Ne vq,..., v, € V.
As seguintes condicdes sao equivalentes:

@ (v1,...,V,) €uma base de V;

@ qualquer vetor de V escreve-se de forma Unica como combi-
nacao linear de v4, ..., v,.

Se (v1,...,Vp) éumabase de V, e v € V, os coeficientes aq, ... ,an
da combinacgao linear v = aqVvq +- - - +apV, dizem-se

rdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Base e dimensao

EXEMPLOS 14
Sera ((—1,1,2), (0,—1,—-1), (0,—1,0), (2,2,1)) uma base de R3?

Para isso é necessario que o sistema

-1 0 0 2 ™ a
1 1 1 2 @ || p
2 -1 0 1 o3 c

oy

seja possivel e determinado, para qualquer (a, b, ¢) € R3.

Como o nimero de incégnitas é superior ao nimero de linhas da matriz simples, o
sistema nao é possivel e determinado.

— Se o sistema for impossivel, entdo os vetores dados nédo geram R3.

— Se o sistema for posivel, entdo ndo é determinado, pelo que os vetores ndo sao
linearmente independentes.

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Base e dimensao

Questoes
@ Sera que existem 7 vetores linearmente independentes em R8?

@ Sera que existe um conjunto com cardinal 5 que gere R6?

Para qualquer n € N, uma base de R"” tem exatamente n vetores. )

E num subespago genérico?

Seja V um espaco vetorial finitamente gerado. Suponhamos que
existe um conjunto finito C com m elementos que gera V. Se [ é
um subconjunto de V constituido por p vetores linearmente indepen-
dentes, entdo p < m.

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Li
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Base e dimensao

Proposicao

Seja V um espaco vetorial finitamente baseado. Entao, as bases de
Y tém todas o mesmo nimero de elementos.

Definicao

Sendo V um espago vetorial finitamente baseado, chama-se
ao numero de vetores de uma base de V.
Se V = {0y}, entdo adimensdo de V é 0

A dimensao de um espago V finitamente gerado representa-se por

Um subespago de R" de dimenséo 1 diz-se uma . Um subespaco de
dimenséao 2 diz-se um . Um subespaco de dimensao n — 1 diz-se
um

M. Lurdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Base e dimensao

Repare-se que em R™, com m € N, um vetor (xi, ..., Xyn) pode-se escre-
ver na forma

(X1,...yXm) = x1(1,0,...,0) +--- + xp(0,...,0,1)

e o0s coeficientes xq, Xo, ... X, S80 UNicos.

A sequéncia
((1,0,...,0),...,(0,...,0,1))
€ uma base de R™, usualmente designada por , € conse-
guentemente
dimR™ = m.
Os coeficientes x1, X2, ... Xn s@o as coordenadas de (xi,...,Xn) Na

base canobnica.

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Carateristica de uma matriz e classificacao de sistemas

As colunas de uma matriz de tipo m x n podem ser encaradas como
sendo n vetores do espaco R™
e as linhas de A como sendo m vetores de R":

ayy @82 ... anp Ly
a1 @2 ... a&np Lp
=[CiCyo---Cn] =
am1 am2 ... @mn Lm
onde
ar 1 a2 an
as a2 an
Cy = , Co = ; ,Cn = )
am1 ame2 amn
e
Ly :[ art a2 ain ]
Ly =] ay a2 ... a|
Ly = [ am1  @mz2 ... @mn ]

rdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear
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Carateristica de uma matriz e classificacao de sistemas

o Transformagoes elementares nas linhas de uma matriz ndo alteram
0 numero de colunas nem o ndmero de linhas linearmente indepen-
dentes.

e Transformacdes elementares nas colunas de uma matriz ndo al-
teram o ndmero de colunas nem o nimero de linhas linearmente
independentes.

O numero de linhas linearmente independentes de uma matriz A é
igual ao nimero de colunas linearmente independentes de A e igual
ao numero de pivos da matriz em forma de escada que resulta de A
por condensacao de Gauss.

Definicao

Seja A uma matriz. A dimensao do espaco gerado pelas linhas de A
diz-se a e representa-se por

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear



spacos Vetoriais

Carateristica de uma matriz e classificacao de sistemas

Seja AX = B um sistema de m equacdes em n incégnitas. Entao,

X1
Xn

Seja AX = B um sistema de m equagdes lineares em n incognitas.

@ AX = B é possivel se e s6 se B é combinacéo linear das
colunas de A, isto €, se e s6 se

r(A) = r([A|B]).

@ AX =0 é determinado se e s6 se as colunas de A sdo
linearmente independentes, isto é, se e s6 se

r(A) = n.

des Teixeira, DMAT-UM Algebra Li
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