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Definicoes basicas

Exemplo 1

Considere-se a fungdo pr : R3 - RS .
(x,y,2) = (x,5,0)

Trata-se da projecéo de um vetor do espago R no plano z = 0.

z
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Definicoes basicas

Qual é a projegao de (1,3,—1)? Ede (0,1,5)?

Ede (1,3,—1) +(0,1,5)? Ede 3(1,3,—1)?

Calcule a projegéo dos vetores (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1).

[N e
o = O
o O o

Qual é o resultado de [
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Definicoes basicas

Definicao

Diz-se que uma aplicagao f : R” — R ¢
se se verificam as seguintes propriedades:
@ para quaisquer u,v € R”, f(u+ v) = f(u) + f(v);
© paraquaisquer \e Rev eR", f(A-v)=\-f(v).

Estas duas condi¢des significam que f preserva a adicdo de
vetores e a multiplicagao por um escalar, respetivamente.

Sao designagoes equivalentes a transformacao linear as ex-
pressoes aplicacdo linear e homomorfismo entre espacos ve-
toriais.
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Definicoes basicas

Exemplo 2

pr : R3 —
(xy.2) = (xy,0)

Se A€ Re (x1,y1,21), (X, ¥2,22) € R3, entdo

pr((X1,¥1,21) + (X2, Y2, 22)) = pr(Xs + X, y1 + Yo, 21 + 22)
= (01 +x2), (11 +y2), 0)
= (x1, y1, 0) + (%2, y2, 0)
= pr(x1,y1,21) + pr(xe, y2, 22),

pr(A(x1, y1,21)) = pr(Ax1, Ays, Azy)
= (Ax1, Ayy, 0)
= A(x1, 1, 0)
= Apr(x1, 41, 21).
Logo, pr € uma transformagao linear.
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Definicoes basicas

Exemplo 3

Seja 1 : R3 — R? .
(x,y,2) — (2x+y,—y+32)

Sera 1) uma aplicagao linear?

(¥, 01, 21) + (X2, Y2, 22))

= ¢(X1,Y1 » 24 ) + T/’(X27YZ, 22)7

1/’()\()(17}’1721))

=A w(x17Y1721)-
Logo, v € uma transformagéo linear.
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Definicoes basicas

Exemplo 4
. 2 1 0 . L
Seja A= { 0 -1 3 } . Considere-se a aplicagao
ha RS — R?
xy,2) — (X,y)
em que

Assim, verifica-se que

wA(me?z) = (2X+y7 _y+3z)7

o que significa que ¥4 = 1, onde v é a aplicagao linear definida no exemplo anterior.
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Definicoes basicas

Genericamente, sendo m,n € N, A € R™" define-se
fa:R" - RT
fa(X1, ... Xn) = (X, ..., X})
em que
X4 X{
A . . = .
Xn X,
X1 N
fa € uma aplicagao linear porque, para X = : eY = s
Xn Yn
verifica-se que
AX+Y)=AX+AY e ANXX)=AAX).
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Definicoes basicas

Exemplos 5

Considerem-se as seguintes funcoes:
0 a translagao definida pelo vetor (1,2, —1)
t: RS - RS

x,y,2) +— (1,2,71)+(x,y,z)'

Q@ 4 R - R? .
xy) = (D)

Séao aplicagdes lineares?
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Definicoes basicas

Seja f : R" — R™ uma transformacao linear. Entao:
Q f(Ogn) = Ogn;
© para qualquer v € R", f(—v) = —f(v);

© para quaisquer vq,...,v € R" e ay,..., ok escalares,

f(Oz1V1 +~~~+O¢kvk) :Oz1f(V1)+~~'+akf(Vk).
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Matriz de uma transformacao linear

Exemplo 6

Considere no espago vetorial R® a base
B = ((170’2)7(17071)7(7‘“1»0))
e admita- se que ¢ : R3 — R* é uma transformagcao linear tal que:

¢(17072) = (1727071)7
¢(17071):(0717171)7
¢(_17170):(1707071)'

Como calcular ¢(1,2,1)?

(1,2,1) =-2(1,0,2) 4+ 5(1,0,1) +2(—1,1,0),

#(1,2,1) = ¢(—2(1,0,2) +5(1,0,1) + 2(—1,1,0))
= —2¢(1,0,2) + 5¢(1,0,1) +2¢(—1,1,0)
=-2(1,2,0,1) +5(0,1,1,1) +2(1,0,0,1) = (0,1,5,5).
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Matriz de uma transformacao linear

Exemplo 6 - continuagéo
Sera possivel conhecer a imagem de um qualquer vetor de R3?
Generalizando o procedimento anterior:

(a,b,c) = (-a—b+1¢c)(1,0,2) +(2a+2b—rc)(1,0,1) + b(—1,1,0),

¢>(a,b,c):¢((—a—b+ c)(1,0,2) + (2a+2b——c)(1,0,1) +b(—1,1,0))
=(—a—-b+0c)$(1,0,2) + (2a+2b—c)¢(1,0,1) + bp(—1,1,0)
=(-a-b+0)(1,2,0,1) + (2a+2b—¢)(0,1,1,1) + b(1,0,0,1)

=(—a+c,c,2a+2b—c,a+2b).
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Matriz de uma transformacao linear

Exemplo 6 - continuagéao
A aplicacao

¢ - R3 — R4
(a,b,c) — (—a+c,c,2a+2b—c,a+2b)

é uma transformagao linear nas condi¢des do enunciado.

Sera que existe outra transformagao linear nas condigdes do enunciado?

Como B é uma base, as coordenadas de cada (a,b,c) € R3 sdo Unicas, pelo que o
procedimento anterior conduz a um resultado Unico para ¢(a, b, ¢) e permite escrever

1 0 1 Ca_bic —a+c
2 1.0 2a+2b—-c c

0 1 0 b 2a+2b—c
1 1 1 a+2b
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Matriz de uma transformacao linear

Exemplo 7

Considere-se agora no espagco vetorial R® o conjunto gerador
¢={(1,1,0),(-1,0,1),(0,1,0),(0,1,1)}.
Seja 7 : R® — R3 uma funcéo tal que:

7(1,1,0) = (1,0,1),
7(—1,0,1) = (1,1,1),

7(0,1,0) = (0,0,1),

7(0,1,1) = (—1,-1,0).

Sera que existe uma transformagao linear nestas condigoes?

Admitindo que sim, como calcular (1,0, 1)?
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Matriz de uma transformacao linear

Exemplo 7 - continuacao

Para qualquer o € R,

(1,0,1)=(2-a)(1,1,0) + (1 — a)(—1,0,1) — 2(0,1,0) + «(0, 1, 1).
Entéo, se a = 0,
7(1,0,1) =r(2(1,1,0) + (—1,0,1) — 2(0,1,0))
=27(1,1,0) + 7(—1,0,1) — 27(0,1,0)
=2(1,0,1)+(1,1,1) — 2(0,0,1)
=(3,1,1),
mas se escolher a =1,
7(1,0,1) = 7((1,1,0) + —2(0,1,0) 4+ (0,1,1))
=7(1,1,0) — 27(0,1,0) + 7(0,1,1)
=(1,0,1) + —2(0,0,1) + (—1,-1,0)
=(0,-1,-1).

M. Lurdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear EE



Transformagoes lineares
0000000

Matriz de uma transformacao linear

Exemplo 7 - continuagéao

Consequentemente, ndo existe uma transformacgéao linear nestas condicoes.

Note-se que os vetores do conjunto C nao sao linearmente independentes, sendo

(1,1,0) = —(—1,0,1) + (0,1, 1)

7(1,1,0) # —7(—1,0,1) + 7(0,1,1).
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Matriz de uma transformacao linear

Sendo f : R" — R™ uma transformacao linear, chama-se

, a matriz
Q14 0 Oqp
M(f; Brn, Brm) = )
OmA amn

cujas colunas sao as coordenadas das imagens dos vetores da base
Brn na base Bgm.

Proposicao

Sejam f : R” — R™ uma transformagcao linear, v € R”, Bgs» uma base
de R" e Br» uma base de R™. Se as coordenadas de v na base Bgn

sdo (xiy,...,Xn), entdo a imagem f(v) tem coordenadas (y1,...,Ym)
na base Bg» em que

1 X

: :M(f;BRn7BRm)

Ym Xn
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Nucleo e imagem

Proposicao

Sejam f : R” — R™ uma transformagéo linear e S < R". Entao
f(S) <R™.

Definicao

Seja f : R" — R™ uma transformacéo linear. O subespago vetorial
f(R") designa-se e representa-se por Imf, i.e.,

Proposicao

Sejam f : R” — R™ uma transformacao linear e S < R™. Entao
~1(S) < R".

Definigcao

Seja f : R"” — R™ uma transformacéo linear. O subespago vetorial
f~1{(0,...,0)} designa-se e representa-se por Nucf, i.e.,
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Operacoes com aplicacoes lineares

Exemplo 8

Sejam f e g as seguintes aplicagoes lineares:

f:R2 — RS e 9B - R
(x1, %) = (X1, X1 + X2, X2) (x1,%2) = (=X, X —2x, —Xx2)

Sendo B, e B; as bases canénicas de R? e R3, respetivamente, entéo

1.0 -1.0
M(f; By, Bg) = | 11 e M(g:BB3)=| 1 -2
0 1 0 -1

Considere-se afungdo f+g:R2 — RS .
(x1,x2) = f(x1, %)+ g(x1, x2)

f + g é uma transformacao linear?

Como podemos calcular M(f + g; By, B3)?
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Operacoes com aplicacoes lineares

Proposicao
Sejam Bgn € Brm bases de R" e de R™, respetivamente. Sejam f e g
aplicagdes lineares R” — R™. Entdo

f+g: R" — R™
(X1,.- s Xn) = f(X1,....Xn) +9(X1,...,Xn)

€ uma aplicagao linear e

M(f +3g; BRn,B]Rm) = ./\/l(f, BRn,B]Rm) aF /\/l(g, Brn, BRm).
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Operacoes com aplicacoes lineares

Exemplo 8
Sejam f e g as seguintes aplicagoes lineares:
f:R? — R4 e g: R - R®

(X1, %) = (X1, X1 + X2, X2, —X1) (X1, %2, X3, X4) = (2X1, X1 — X3, X2 + X4)

Sendo By, Bs e B, as bases candnicas de R2, R® e R?, respetivamente, entao

1 (1) 2 0 0 O
M(f, BQ,B4) = e M(g, B4,Bg) = 1 0 -1 0
0 1
0 1 0 1
-1 0
Seraafungdo gof:R2 — RS uma transformagcao linear?

(x1,x2) = g(f(x1,x))

Como podemos calcular M(g o f; By, B3)?

rdes Teixeira, DMAT-UM Algebra Linear EE



Transformagoes lineares
oooe

Operacoes com aplicacoes lineares

Proposicao

Sejam Bgn, Brm € Bre bases de R”, R™ e RP, respetivamente. Sejam
f:R"— R™e g:R™— RP aplicagdes lineares. Entao

gof: R" — RP
(X1,..., %) — g(f(x1,...,X%n))

€ uma aplicagao linear e

M(g of; BRn,BRp) = M(g, B]Rm, BRP) o M(f, B]Rn, B]Rm).
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