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Definicoes basicas

Definigoes

Sejam n € N e A uma matriz quadrada de ordem n. Diz-se que uma
matriz coluna X, de tiponx 1, é
se:

° ;
@ existir um escalar ) tal que

O valor ) designa-se e diz-
-se que 0

Proposicao

Sejam n € N, A uma matriz quadrada de ordem n e « escalar nao
nulo. Se A & um valor proprio de A e u e v sao vetores préprios
associados a A, entdo u + v (se u # —v) e av sao também vetores
proprios de A associados a .
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Determinacéo de valores e vetores proprios

Sejam n € N e A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo A é um
valor proprio de A se e s6 se |A— \l;| = 0.

Sejam n € N e Auma matriz quadrada de ordem n. Entdo |A— \ly| é
um polinémio de grau n em X\ que se designa

. y
Dada uma matriz quadrada A, para determinar os valores e 0s ve-
tores préprios de A deve-se:

@ calcular o polinémio carateristico, |A — \[;

@ determinar as raizes do polinémio carateristico, para obter os
valores préprios;

© para cada valor préprio A resolver o sistema (A — A\)X =0,
para obter os vetores proprios associados a .
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Determinacao de valores e vetores proprios

Exemplo 1

Considere-se a matriz

Valores e Vetore
(o] lelelele)

1 0 O 11— 0 2
G-X| 0 1 0||l=] 0 —1-x 0 |=-2+43r42
0 0 1 1 0 -
As raizes do polindmio —3 4+ 3X\ +2sd0 2 e —1, pois
A3 +2=—(A-2)(A+1)2
Entao os valores préprios de A sdo 2 com 1 (multiplicidade da raiz

2)e —1com 2 (multiplicidade da raiz -1).
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Determinacao de valores e vetores proprios

Para calcular os vetores préprios é necessario resolver dois sistemas:

-1 0 2 X1 0
e (G-2)X=0&| 0 -3 0 » |=]0
1 0 -2 X3 0

O conjunto das solugdes do sistema é {«(2,0,1) | o € R}, que é um subespaco de R3
de dimenséo 1. Entao diz-se que 2 € um 1eos
vetores proprios associados a 2 sao os elementos do conjunto

2 0
sz{ 0 })\{[ 0 }}-
1 0

2 0 2 X1 0
° (G—(—1)I)X_0<:>[O 0 O}[xz}_[o
1 0 1

X3 0

O conjunto das solugdes do sistema é {«a(—1,0,1) + 3(0,1,0) | o, 8 € R}, que € um
subespago de R de dimensao 2. Ento diz-se que —1 é um
2 e os vetores préprios associados a -1 sdo os elementos do conjunto

)
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Determinacao de valores e vetores proprios

Exemplo 2
Considere-se a matriz
1 -1 0
M=|0 2 -2
1 -1 0
1 0 0 1—-x - 0
M—Xx|0 1 0]l=] 0 2=-x —2|=-x43x
0 0 1 1 -1 =)

As raizes do polinémio —\3 + 3)\2 s&o 3 e 0, pois
234332 = 22\ -3).

Os valores préprios de M sao 0, com multiplicidade algébrica 2, e 3, com multiplicidade
algébrica 1.

Refletindo apenas sobre os valores proprios, seria capaz de dizer qual o valor de |M|?
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Determinacao de valores e vetores proprios

Os vetores proprios sdo as solugdes nao nulas dos sistemas:

-2 -1 0 X1 0
M=3NX=0 < 0 -1 -2 2 | =] 0 e
1 -1 -3 X3 0
1 -1 0 X1 0
(M—0)X=0 < MX=0& |0 2 -2 x |=|0
1 -1 0 X3 0

isto é, os conjuntos dos vetores proprios associados a 3 e a 0 sdo, respetivamente,

1 0 1 0
V3=<[ —2 })\{[ 0 }} e V0=([ 1 }\{{ 0 }}.
1 0 1 0

Neste caso 3 e 0 sdo valores préprios de multiplicidade geométrica 1.
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Valores e Vetore

Determinacao de valores e vetores proprios

Exemplo 3

Considere-se a matriz

1 0 o 2
A5 2] =oen

e as raizes do polindémio 3+ )2 sdo —iv/3 e iv/3, ou seja, A ndo tem valores préprios reais.
Consequentemente, também nao existem vetores préprios com coordenadas reais.
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Nota: Caraterizacao de matrizes invertiveis

Seja A uma matriz quadrada e ordem n. As seguintes
afirmagdes sao equivalentes:

@ A é invertivel;

° |A[#0;

@ a carateristica de A é igual a n;

@ AX = 0tem apenas a solugao trivial;

@ as linhas (colunas) de A sao linearmente independentes;
o

AX = B é possivel e determinado, para qualquer matriz
coluna B de tipo n x 1;

@ as linhas (colunas) de A identificam uma base de R”;

@ 0 nao é valor proprio de A.
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