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Nome do aluno: Nimero:

Relativamente as questoes deste grupo, indique, para cada alinea, se a afirmagao é
verdadeira (V) ou falsa (F), assinalando a opgao conveniente.

V F

1. Para quaisquer n € Ne A, B € M,xn(R), se A+ B é uma matriz simétrica, ]
entdao A e B sdo matrizes simétricas.

Sejam
11 1
A= e B= 0 .
0 1 11
. 1 s : R
A matriz A+ B = 1 1 ] é simétrica, mas as matrizes A e B nao sao

simétricas.

2. Para quaisquer A, B,C € Mayx2(R), se A # 0252 ¢ AB = AC, entéao B = C. []

2 2
2 2|

Sejam
1 -1
1 -1

11
11

A= B = e C =

)

Entao A # 022, AB = 0249 = AC, mas B # C.

3. Para quaisquer A, B € M3y3(R), se car(AB) = 3, entao A e B sao matrizes []
invertiveis.

Se A, B € M3x3(R) sdo matrizes tais que car(AB) = 3, entao, considerando
que AB € M3y«3(R), a matriz AB é invertivel. Consequentemente, como A e
B sao matrizes quadradas e AB é invertivel, as matrizes A e B também sao
invertiveis.

4. O conjunto {A € Msy3(R)| A é triangular superior} ¢ um subespaco vetorial — []
de M3x3(R) de dimensao 9.

Seja S = {A € Ms343(R)| A é triangular superior}. O conjunto S é um su-
bespaco vetorial de M3, 3(R), mas o espago S tem dimensao 6.




] <
(]

5. A aplicacio f : M3x3(R) — M3x3(R) definida por f(A) = AT, para qualquer
A € M3y3(R), é uma aplicacao linear.

A aplicacao f é uma aplicacao linear, pois:
- para quaisquer A, B € M3.3(R),

f(A+B)=(A+B)" = AT + B" = f(4) + f(B).

- para quaisquer A € M3,3(R) e a € R,
flad) = (A)T = aAT = af(A).

6. Para quaisquer A € M343(R) e u,v € M3x1(R), se u e v sdo vetores préprios []
de A, entao u + v é um vetor préprio de A.

0 00 -1
Sejam A=|0 0 0 |,u=|1|eu=| —1 |. Entdo u e v sdo vetores
0 00 -1
0
préprios de A (ambos associados ao valor préprio 0) mas w+v = | 0 | nao
0

é vetor proprio de A.

Resolva cada uma das questoes deste grupo na folha de exame. Justifique as suas

respostas.
3
1. Sejam A= | 0 1 -1 | e B, C,D matrizes tais que:
2

e B € M3y4(R) é uma matriz em escada e car(B) = 2;

e C,D € M3x3(R), det C = —15 e D é uma matriz obtida de C' efetuando a sequéncia de
operacgoes elementares a seguir indicada

1
1 =1l +4ly, c3—5c3, o, lo— 6l2

(a) Calcule |A].

Calculando o det A recorrendo ao Teorema de Laplace, temos

3.3 3 1 3 3
1 -1 = (-D'"*x3 B —1)3*tl x 2
0 ) (=1)"" x 3 x 4 9 +(=1)"" x 2 x 1 1

= 3x(Ix2—-4x(-1)+2xBx(-1)—1x3)
6.



(b) Justifique que a matriz A é invertivel e determine a sua inversa utilizando o método de
Gauss-Jordan.

Uma vez que A é uma matriz quadrada e |A| # 0, entdo A é invertivel. Aplicando o
método de eliminacao de Gauss-Jordan & matriz [A;|I3], temos

33 3|1 00 3 3 3 1 00
Alll= [0 1 -1|/0 1 0| won-2a"| 0 1 —1| 0 1 0
2 4 2|00 1 02 0|-201
(33 3] 1 0 0] 330/ 2 3 -3
oo |01 —1| 0 10| 27 o1 0|1 o 1
9 I =1y — 313 5
:00 2—3—21: 00 2-5 -2 1
300 3 3 -3 0 0 1 1 -1
won-m | 0100 —é 0 g | p2i |0 10 —% 0 %
00 2|-2 -2 1 002 -+ -1 1
Dos calculos anteriores, concluimos que
1 1 -1
-1 _ 1 1
A = —§ 0 ?
-3 —1 3
(c) Classifique os sistemas:
T1 1
LB "= 2
T3 3
T4
T
Sejab=|1 2 3] . Considerando que B é uma matriz em escada e car(B) = 2,

a matriz [B|b] também é uma matriz escada e tem-se car([B|b]) = 3. Entao, como

car(B) # car([B]b]), o sistema é impossivel.

I

1
i B| "= 2
x
’ 0
T4
T
Sejab = |1 2 3| . Uma vez que B é uma matriz em escada e car(B) =

2, a matriz [B|b] também é uma matriz escada e tem-se car([B|b]) = 2. Entao
car(B) = car([B|b]), pelo que o sistema é possivel. Como car(B) = 2 < 4 =

n® incognitas, o sistema é indeterminado.

il 0
iii. BT | 2o | =10
T3 0

O sistema é um sistema homogéneo e, portanto, é possivel. Considerando que
car(BT) = car(B), tem-se car(BT) = 2 < n®incégnitas, pelo que o sistema é

indeterminado.



(d) Indique o determinante de D.
Atendendo as propriedades de determinates, tem-se
1
|IC| = (- )xgxﬁx\Dl
Logo |D| = —
2. Considere, no espaco vetorial real R3, os subespacos vetoriais
F={(z,y,2) eR’|22+2y =0} e G=<(1,-1,1),(2,0,2) >

(a) Mostre que G = {(z,y,2) € R®|z —x = 0}.
Tem-se

{(z,y,2) ER3|z—2=0} = {(2,y,2) eR3|z =12}
{(Z,y,Z) €R3!y,z€R}

{y(0,1,0) + 2(1,0,1) € R?|y,z € R}
= <(0 170) (1,0,1) >
Y 1,-1,1),(1,0,1) >
@ < (1,-1,1),(2,0,2) >
- G

(1) (1,-1,1) = (-1)(0,1,0) + 1(1,0,1).
(2) (2,0,2) =0(1,—1,1) + 2(1,0,1).

(b) Diga, justificando, se F UG é um subespaco vetorial de R3.

O conjunto F UG é um subespaco vetorial de R? se e s6 se F C G ou G C F.
Ora, considerando que F € G (pois (1,-1,0) € F e (1,-1,0) € G) e G € F (pois
(1,0,1) € G e (1,0,1) € F) concluimos que F U G nao é um subespaco vetorial de R?.

(¢) Determine a dimensao de F.
No sentido de determinarmos a dimensao de F' comecemos por determinar uma base de
F.
Tem-se
F={(z,y,2) eR*|22+2y =0} = {(z,9,2) €R*|z=—y}
{(_yayaz) € R?) ‘ Y,z € R}

{y(—=1,1,0) + 2(0,0,1) € R*|y,z € R}
< (-1,1,0),(0,0,1) >

pelo que {(—1,1,0),(0,0,1)} é um conjunto gerador de F. A sequéncia ((—1,1,0),(0,0,1))
¢é linearmente independente, pois, para quaisquer «, 5 € R,

a(-1,1,0) + 5(0,0,1) = (0,0,0) = o = 5 = 0.
Logo ((—1,1,0),(0,0,1)) é uma base de F.
(d) Determine uma base de F' + G e justifique que esta soma nao é direta.

Tem-se
F+G = <(-1,1,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,1) >

= < (0?0’ 1)’(0’ 1?0)?(1’0’ 1) >

—
~—



(1) (=1,1,0) = 1.(0,0,1) + 1.(0,1,0) — 1.(1,0,1).

A sequéncia ((0,0,1),(0,1,0),(1,0,1)) é linearmente independente, pois, para quaisquer
o, B,7 €R,

a(0,0,1) + 5(0,1,0) +~(1,0,1) = (0,0,0) = a ==~ =0.
Logo, ((0,0,1),(0,1,0),(1,0,1)) é uma base de F' + G.
A soma F' + G é uma soma direta se F'N G = {Ogs }. Ora, atendendo a que
dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G),
dim(F +¢g) =3, dim F = 2 e dim G = 2, concluimos que dim(F N G) = 1 e, portanto,
FNG # {0gs}. Logo, F 4+ G nao é uma soma direta.
3. Sejam B a base canénica de R3 e B’ a base de R? definida por B’ = ((1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)).
Sejam f e g os endomorfismos de R? definidos por

£(1,0,0) = (2,—1,-1), £(0,1,0) = (=2,1,1), £(0,0,1) = (0,0, 5)

2
M(g,BB=| 1 2 -1
11 4

(a) Justifique que Nucf =< (1,1,0) >. Diga se f é injetiva e se é sobrejetiva.

Pela definicao de f e por definicao de Nucf, temos

Nucf = {(z,y,2) € R®| f(x,y,2) = (0,0,0)}
= {(z,y,2) € R*| f(2(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1)) = (0,0,0)}
= {(z,y,2) € R3|xf(1,0,0) + yf(0,1,0) + 2£(0,0,1)) = (0,0,0)}
= {(z,y,2) € R¥|x(2,-1,-1) + y(-2,1,1) + 2(0,0,5) = (0,0,0)}
= {(z,y,2) €ER?| (22 — 2y,—x +y,—x +y+52) +y(—2,1,1) + 2(0,0,5) = (0,0,0)}
= {(z,y,2) eR? |z =y,2 =0}
= {(y,9,0) eR*|y e R}
= {y(1,1,0) € R3|y € R}
< (1,1,0) >

(b) Determine as matrizes M (f;B,B') e M(f og;B,B).

Temos
f(1,0,0) = (2,—-1,-1) = 3(1,0,0) + 0(1,1,0) + (=1)(1,1,1)
£(0,1,0) = (-2,1,1) = =3(1,0,0) + 0(1,1,0) + 1(1,1,1)
£(0,0,1) = (0,0,5) = 0(1,0,0) — 5(1,1,0) + 5(1,1,1).
Logo
3 -3 0
M(f;B,B) = 0 0 =5
-1 1 )

M(fog;B,B) = M(f;B,B")M(g;B,B)
3 -3 0 12 2 0o 0 9
= 0 0 -5 12 -1 |=| 5 -5 —20
1 1 5 11 4 -5 5 17



()

Verifique que (1,1,0) e (1,0,1) sao vetores préprios de g associados ao mesmo valor
proprio. Indique esse valor préprio.

Tem-se
(1,1,0) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 0(0,0, 1),
pelo que
1
1
0

é o vetor coluna de (1,1, 0) relativamente & base B. Logo

1 1 2 2 1 3
M(g;B,B) | 1 | = 1 2 -1 1|1=13
0 -1 1 4 0 0

é o vetor coluna de g(1,1,0) relativamente a base B. Portanto,
9(1,1,0) = 3(1,0,0) + 3(0,1,0) + 0(0,0,1) = (3,3,0).

Uma vez que (1,1,0) # (0,0,0) e g(1,1,0) = 3(1,1,0), entao (1,1,0) é um vetor préprio
de g associado ao valor préprio 3.

Relativamente ao vetor (1,0,1) temos
(1,0,1) = 1(1,0,0) + 0(0,1,0) 4+ 1(0,0, 1),

pelo que
1
0
1

é o vetor coluna de (1,0, 1) relativamente & base B. Logo

1 12 2][1 3
M(gBB)|0o|=| 12 —-1]]0]=]0
1 ~11 4|1 3

é o vetor coluna de ¢(1,0, 1) relativamente a base B. Portanto,
9(1,0,1) = 3(1,0,0) + 0(0,1,0) + 3(0,0,1) = (3,0,3).

Uma vez que (1,0,1) # (0,0,0) e g(1,0,1) = 3(1,0,1), entao (1,0,1) é um vetor préprio
de g associado ao valor préprio 3.

Justifique que 1 é um valor préprio de g e indique um vetor préprio de g associado a
este valor préprio.

Dado A € R, A é valor préprio de g se e s6 se |M(g; B,B) — A3| = 0.

Entao, como

2
|M(g; B, B) — I3] = 11 -1
-1 1 3
2 2 2 2
= (-1 x1 —1)3 x (-1
(-1) xx[13+<> x (D% || ]

—(2x3-1x2)—(2x (1) —1x2)
0



concluimos que 1 é um valor préprio de g.

Pretendemos determinar um vetor préprio de g associado ao valor préprio 1, ou seja,
pretende-se determinar um vetor (a,b,c) € R\ {Ogs} tal que g(a,b,c) = 1.(a, b, c).

Dado (a,b,c) € R3, tem-se (a,b,c) = a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1), pelo que

a
b

C

¢ o vetor coluna de (a, b, ¢) relativamente a base B. Logo

a 2 a a+2b+ 2¢
M(g;B,B) | b | = 1 2 -1 b | = a+2b—c
c -1 1 4 c —a+ b+ 4c

é o vetor coluna de g(a, b, ¢) relativamente a base B e, portanto,

gla,b,c) = (a+2b+2¢)(1,0,0) + (a+2b—¢)(0,1,0) + (—a+ b+ 4¢)(0,0,1)
= (a+2b+2c,a+2b—c,—a+ b+ 4c).

Assim,

g(a,b,c) = (a,b,c) < (a+2b+2c,a+2b—c,—a+b+4c) = (a,b,c)
< (2b+2c,a+b—c,—a+b+3c) =(0,0,0)
2b+2c=0
& a+b—c=0
—a+b+3c=0

a=2c
b=—c

Por conseguinte, todos os vetores de {(a,b,c) € R3|a = 2¢,b = —c} \ {(0,0,0)} sdo
vetores proprios de ¢ associados ao valor préprio 1. Em particular, (2,—1,1) é um
desses vetores proprios.

(e) Justifique que g é diagonalizavel.

Um endomorfismo de R3 diz-se diagonalizavel se existir uma base de R? formada por
vetores préprios de g.

Das alineas anteriores sabe-se que (1,1,0), (1,0,1) e (2,—1,1) sao vetores préprios de g.
A sequéncia ((1,1,0),(1,0,1),(2,—1,1)) é linearmente independente, pois ((2,—1,1)) e
((1,1,0),(1,0,1)) sao sequéncias linearmente independentes formadas por vetores préprios

de g e os vetores de cada sequéncia estao associados a valores proprios distintos.

Considerando que dimR? = 3 e ((1,1,0), (1,0,1), (2, —1,1)) é uma sequéncia com 3 veto-
res linearmente independente, concluimos que esta sequéncia é uma base de R3. Assim,
existe uma base de R? formada por vetores préprios de g e, portanto, g é diagonalizével.

Cotagao - Grupo I: 6 x 0, 5.
Grupo II: 1.(1,5+1,54+1,5+1,0);2.(1,2540,75+1,25+1,5); 3.(1,5+1,5+1,25+1,5+1,0).



