12 Teste de ALGEBRA LINEAR para a Engenharia
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9 de novembro de 2024 Duracao: 2h

Nome : N© Folha de continuacao

1. Nesta questao, responda a cada uma das alineas apresentando apenas o resultado final no
retangulo correspondente, sem justificagao.

S0 2 s i o2 0 L2 o
Sejam A = 11 -1 =2, C= , D= eFF=|(-1 0 -1
10 -2 -1 10 0 oLl 32 1
-1 2 0O 00 3
(a) Indique o valor de [-2 AC],, -28
a FEiste,
_ 0
(b) Diga se existe uma matriz coluna B = i , tal que o sistema DX = B é 1
3 =10
possivel e determinado. Em caso afirmativo, indique uma matriz B nessas —3
condicdes. (va.cer)
1 b 0 —2/3
. . _ 0 -1/2 0 1/6
1_ a= b=1
(¢) Indique os valores de a e de b tais que D 0 0 o 1/3
0 b—-1 0 §
-3
(d) Indique uma matriz B tal que (1,—1,2) € solu¢ao do sistema F X = B. -3
3
(e) Indique um vetor v € R3 do tipo v = (x,y,2) que é combinagdo (4.1,2)
linear dos vetores (1,—1,3), (2,0,2) e (—1,—1,1). (om goral (x.y.2) tal que x=2y12 )




Atencao que relativamente a cada uma das questoes seguintes tém de ser atendidos os
seguintes aspetos:

i) devem ser apresentados os cilculos essenciais e uma justificacdo cuidadosa da resposta,
nos espacos imediatamente a seguir;
ii) a resolugao de sistemas de equacgoes lineares sé pode ser feita pelo método de Gauss, de

Gauss-Jordan ou pela regra de Cramer;
iii) o cédlculo do valor de determinantes deve ser feito por aplicacdo do teorema de Laplace
e/ou por aplicagcao de transformacgdes elementares.

—1 0 2 0 -1 0

. . -1 -1 2 1 01

2. Considere as matrizes A = 1 1 0 —1 e C= 0 2
0O 0 -1 1 2 1

(a) Calcule det(A).  (b) (i) Resolva a equacio matricial XA 4+ CT = —~CT A em ordem a X;
(ii) calcule a tabela da matriz X.

-1 0 2 0 —1 0 2 0
-1 -1 2 1 0 -1 0 1
(a) det 1 1 0 —1 - Ly Ly — I, det 0 1 2 —1 B T.Laplace
0 0 -1 1 L3%L3+L1 0 0 —1 1 12coluna
-1 1
1+1 0 1+1 2 -1 241 0 1
= —1(-1) et | 1 2 —1| = —(-=1(=1)"det +1(=1)>det
—1 1 -1 1
0 -1 1
T. Laplace
12linha,
=—(-1-1)=2

(b) (i) Por (a) sabemos que det A # 0 , pelo que A é invertivel. Entao,

XA+CT=-C"4 & X=(-CTA-0"Aa' &« x=-CcT-cTa!
(& X=-CT{Ui+A™Y)).

(ii) Comecemos por calcular AL

-1 0 2 01000 R -1 0 2 0] 1000
-1 -1 2 1]010 0 Ly Lo— L, 0 -1 0 1]|-1100] —
L1 0 =100 10 |2 "% 7 0 1 2 -1 1 0 1 0 |Ly+Ls+Lo
0O 0 -1 1]000 1| s 0 0 -1 1 00 1
-1 0 20| 1000 -1 0 2 0 1 0 00 .
0 -1 01|-1100 — 0 -1 01 (-1 1 00| "
0 0 20 0 1 1 0 |[Ly<Ly+1/2Ls| 0 0 2 0 0 1 10 L2e1/2z
0 0 -1 1] 0001 0 00 1| 01/2 1/2 1] s
10 -2 0]-1 0 00 . 100 0]|-1 1 10
01 0 -1 1 -1 00 Ly Ly 4+ 2L, 0100 1 —1/2 1/2 1
00 1 0f 012120 "7 710010 0 1/21/20
100 1012 121 T o001 0 12 12 1
Consequentemente,
101" 121 071" 1 1 10
B 0 1 0 1 1 -1/2 1/2 1 _{—1002} [1002]_
X=- - = + =
0 2 0 2 0 1/2 1/2 0 01 21 112 2
2 1 2 1 0 1/2 1/2 1



3.

(a)

(b)

(a)

1 010 1
. 0 2 1 1 —1 . ~ .
Sejam A = 9 9 9 1 e B= 0 . Calcule o conjunto das solugoes do sistema AX = B.
3 2 3 1 1
Diga se o vetor (1, —1,0, 1) pertence ao subespaco de R* gerado por C' = {(1,0,2,3), (0,2,2,2), (0,1,1,1)}.
1 01 0 1 . 1 01 0 1 1 01 0 1
021 1/|-1 02 1 1|-1 — 02 1 1/|-1
2 2 2 1 23:?”:;21 020 1| -2 Leli—Lz]0201|-2|"
323 1| 1|7 "lo 20 1|2 0000]| 0
1 0 1 0
— 0 2 1 1| -
L3<—L3—L2 00 -1 0 -1
0 0 0 0 0
Entao
x +z = 1 r = 1—=2 x = 0
AX =B & 2y 4z tw = -1 <y = 12(-1-2z—w) ¢ y = —-1—w/2
—z = —1 z = 1 z = 1

O conjuto das solugoes do sistema é {(0,—1 —a/2,1,a) : a € R}.

(alternativa: {(0,,a,1,

(1,-1,0,1) € sse
1 00 1
0 2 1
2 21 0
3 2 1 1

De (a) sabemos que:

(1,
. ]
é possivel.

—2—2a) : a€R}.)

—1,0,1) é combinacao linear dos vetores de C, ou seja, sse o sistema

100 | 1 100 | 1
021 | -1 o211 ] -1
9 9 1 | (condensagao 00 0 | 1
321 1] ™ o000 o
Assim, conclui-se que o sistema é impossivel, pelo que (1,—1,0,1) & (C).

ALTERNATIVA 1: Como (0,2,2,2) = 2(0,1,1,1), entdo (C) = ((1,0,2,3), (0,1,1,1)).

Assim, —1,0,1) € (C) sse (1,—1,0,1) é combinacao linear dos vetores (1,0,2,3 e (0,1,1,1), ou
1 0 1
istem 01 8 ivel
seja, sse o sistema 5 1 o | ¢ possivel.
3 1 1
10 1 . 10| 1
De (a) sabemos que: g i I -1 (C(cj)nd;nsagéo 8 é ; :1 .
31| 1 cGuss) g 0| o0
Assim, conclui-se que o sistema é impossivel, pelo que (1,—1,0,1) ¢ (C).

ALTERNATIVA 2:

De (a) sabemos que r

|
|
|
|
Assim, conclui-se que o sistema é impossivel, pelo que (1,—1,0,1) & (C).

10 1 10| 1 10 10
01 | 1| _ |01 ] -1|_, 0 1|_ |01]_,
211 0| "loo | 1|72 " |21 "loo]| ™"
31 ] 1 001 0 31 0 0



t 2
4. Seja Ay =1 0 t
2 3

-1

—t

(a) Se existir, calcule um valor de ¢ e uma matriz coluna B nao nula tal que A; X = B é:

i. possivel e determinado; ii. possivel e indeterminado; iii. impossivel.

(b) Seja t = 1. Determine um sistema de equagoes lineares cujo conjunto das solugoes é o subespago de

R? gerado por {(1,1,2), (2,0,3), (~1,1,-1)}.

(a) Comecamos por fazer a condensacao da matriz Ay.

t 2 —1 N 1 0 t — 1 0 t —
Lot t 2 =1 | Lo+ Lo—tL | 0 2 —1—t>| Ly« 1/2Ly
2 3 —t 2 Y123 —t| Ly« Ly—2L, |0 3 —3t | L3« 1/3Ls
1 0 t 10 t
2 - 2
— | 01 120482 | T 01 —1/2(1487)
01 —t BTS00 —t+1/2(141)?

Assim, se —t+1/2(1+t)% # 0, ou seja, se t # 1, entdao r(Ax) = 3 e, como o niimero de colunas de A; é
igual ao nimero de linhas, e é igual a 3, entao o sistema A; X = B é possivel e determinado qualquer
que seja B € R3*1. Caso contrério, ou seja, se t = 1, 7(A;) = 2 e, dependendo da matriz coluna B,
o sistema pode ser possivel e indeterminado ou impossivel. Isto justifica as escolhas seguintes:

1
()t=2eB=|2|;
3
1
(ii)t=1e B=| 1 |, porque, escolhendo (1,0,0) como sendo uma solucao do sistema A; X = B,

2
1
entaio B=A;-| 0 ] , ou seja, B é a primeira coluna de Ay;
0
0
1

0
(iii)t=1e B= , porque, seguindo as transformacoes acima,
:c — 10 1 y
Ay Y (condensagao 01 -1 (SL‘ — y)/2
z de Gauss) 0 0 0 W
e B nao satisfaz a igualdade W =0, que é equivalente a —3x —y + 2z = 0.
x
ALTERNATIVA: Antes de fazer as escolhas para (ii) e (iii), concluir que o sistema A; X = | y | é
z
T — 1 2 —1 T
possivel sse M =0, pois |A1| ¥ | condensacio 0 -1 1 2 — 2
z de Gauss 0 0 0 %

Escolher B em (ii) de modo a que —3z —y + 2z = 0 e em (iii) de modo a que —3z —y + 2z # 0.

(z,y,2) € ((1,1,2), (2,0,3), (—1,1—,1)) sse o sistema A1 X = | y | é possivel. Segundo os cédlculos
z
efetuados em (a), temos que o sistema é possivel sse —3z — y + 2z = 0. Assim,

((1,1,2), (2,0,3), (=1,1,-1)) = {(z,y,2) € R : =3z —y + 22 = 0}
pelo que um sistema de equagoes lineares nas condicoes requeridas tem uma tnica equagao e é

{=3z—-y+22=0

COTAQAO: cada questao vale 5 valores .
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1. Nesta questao, responda a cada uma das alineas apresentando apenas o resultado final no
retangulo correspondente, sem justificagao.

S0 s i o2 0 L2 o
Sejam A = 11 -1 =2, C= , D= eFF=|(-1 0 -1
10 -2 -1 10 0 oLl 32 1
-1 2 0O 00 3
(a) Indique o valor de [-2 ACl5, 12
Nao existe
(b) Diga se existe uma matriz coluna B tal que o sistema AX = B € impossivel e,
em caso afirmativo, indique essa matriz.
1 1 b —2a
b —L a
(c) Indique os valores de a e de b tais que D™ = 0 % 1 fz a=1/3 e b=0
0 b 0 a
—1
-3
5
(d) Indique uma matriz B tal que (2,—1,1) € solugdo do sistema F X = B.
(e) Indique um vetor v € R3 do tipo v = (x,1,2) que é combinagdo (2.1,0)
linear dos vetores (1,—1,3), (2,0,2) e (—1,—1,1). (o geral, (x.1.2) tal que —z-4z = —2)




Atencao que relativamente a cada uma das questoes seguintes tém de ser atendidos os
seguintes aspetos:

i) devem ser apresentados os cilculos essenciais e uma justificacdo cuidadosa da resposta,
nos espacgos imediatamente a seguir;
ii) a resolugao de sistemas de equagses lineares s6 pode ser feita pelo método de Gauss, de
Gauss-Jordan ou pela regra de Cramer;
iii) o célculo do valor de determinantes deve ser feito por aplicagdo do teorema de Laplace
e/ou por aplicagcdo de transformacgoes elementares.

2. Considere as matrizes

(a) Calcule det(A).

(a) det

1 1 -1 0 -1 1
0 -1 1 1 0 -1
0 1 -1 0|~ det | 5
2 0 2 —1 | La<+ La+2L 0 2
143 -1 3+3 -

= = (1=Ddet | | = 11 det

T. Laplace

32 coluna

A=

-1 1
0 -1
0 1
2 0

-1 0
1 1
-1 0
2 -1

C =

(ii) calcule a tabela da matriz X.

—1

1

0

0
1
0
-1

N OO =

1
1

0
2
1
1

T. Laplace
12 coluna

1
-1

(b) (i) Por (a) sabemos que det A # 0 , pelo que A é invertivel. Entao,

AXT—C=AC & XT=A"YAC+0)

(& X=CTL+A1HT).

(i) Comecemos por calcular A~

-1
0
0
2

1
-1
1
0

o OO =
O O ==

-1
1
0
0

T 1
o O O =

-1

-1
1
-1
2

N O ==
e )

1 0
-1
11/2

0 1

0
0
0
1

— O = O
o O O

OO
[N )

-1 0
0 0
1 1/2
0 1

+

—_— O = =N O

0 00

O O =
O = O
= O O

o= O O

— o O O

= o o O

1/2
0

10
1 0
—-1/2 1/2
1 0

-1 0
1 1/2
1 1/2
0 1

—
Lg <+ Lq+204

Lo < Lo+ L3
L3 FL;; —1/2L4

—
Lo < Lo+ L3

1
1/2 1/2

~1/2 1/2

1 0

== O

—1

o O = O

— = N O

o= O O

o N O =

—_

— o O O

—1(~

(b) (i) Resolva a equacio matricial A X7 — C = AC em ordem a X;

1) tdet

-1 1 1
1 -1 0
2 0 -1

)=

s X'=c+A'C & x=C+Aa'O)"

0|1 0 0 O
1 1101 00 —
Ly« L3+ L
010 0 1 O L43<_L43+2L21
0 -1 12 0 0 1
0 0 0
1 00 -
lo < —L
2 0 1 L32<—1/223
1 1 0
0| —1 0 0 0
0 0 O 1 0 —
0 11/2 —=1/2 1/2 |Li+ Li+ Ly
1 0 1 1 0
—1 0 1 0
1 1/2  1/2 1/2
1 1/2 —1/2 1/2
0 1 1 0
1 0 1 17\"
3 02| |02 B
o 0 1 0 1 o
2 1 0 3



3.

(a)

(b)

e B= _0 . Calcule o conjunto das solugoes do sistema AX = B.

2
Diga se o vetor (0, 1, 1, 1) pertence ao subespaco de R* gerado por C = {(1,0,2,3), (0,2,2,2), (1,1,2,3)}.

Sejam A =

NN O
—_— = = O

1
1
2
3

W N O -

1 010 2 1 010 2 1 010 2
02 1 1] -2 — 0 2 1 1| -2 — 0 2 1 1] -2
222 1| 0| Bob2 g 9 01| 4| men-L 020 1] 4]
3 2 3 1 2 0 2 01| -4 00 0O 0
10 10 2
— 0 2 1] -2
L3 <= Lz — Lo 00 —1 0 -2
0 0 0 0
Entao
T +z = 2 T = 2—z z = 0
AX =B & 2y 4z tw = -2 <y = 1/2(2-z—w) ¢y = —2—w/2
—z = -2 z = 2 z = 2

O conjunto das solugoes do sistema ¢é {(0, -2 —a/2,2,a) : a € R}.
(alternativa {((0,a,2,—4 — 2a) : a € R})

Temos que (0,1,1,1) € (C) sse (0,1,1,1) é combinacao linear dos vetores de C. Neste caso podemos
observar que (0,1,1,1) = %(0,2,2,2), pelo que se concluiu que (0,1,1,1) € (C).

ALTERNATIVA 1:

Temos que (0,1,1,1) € (C) sse (0,1, 1, 1) é combinagao linear dos vetores de C, ou seja, sse o sistema
1 01 0
0 2 1 1 , ,
9 9 9 X = 1 é possivel.
3 2 3 1
1 01 0 1 0 1 0
0 2 1 1 — 0 2 1 1
De (a) sabemos que: 2 2 21 Condensagao de Gauss 00 -1 0
3 2 3 1 0 0 0 0
Assim, conclui-se que o sistema é possivel, pelo que (0,1,1,1) € (C).
ALTERNATIVA 2:
De (a) sabemos que:
1 01 0 1 0 1 0 1 01 1 0 1
021 1|_ o2 11|_, 02 1|_ 02 1|_,
"l2 221" "loo -1 0|~ "l2 22" "[oo0o -1~
3 2 3 1 0 0 0 0 3 2 3 0 0 0

Assim, conclui-se que o sistema é possivel, pelo que (0,1,1,1) € (C).



1 2 —k
4. Seja Ap,=| k 0 1
2 3 —k

(a) Se existir, calcule um valor de k e uma matriz coluna B nao nula tal que Ay X = B seja:

i. possivel e determinado; ii. possivel e indeterminado; iii. impossivel.

(b) Seja k = 1. Determine um sistema de equagoes lineares cujo conjunto das solugdes seja o subespaco
de R3 gerado por {(1,1,2), (2,0,3), (—=1,1,—1)}.

(a) Comegamos por fazer a condensagao da matriz Ay.

12 —k — 1 2 —k 1 2 —k
k0 1| LoeLo—kL, | 0 —2k 14Kk L_%L 0 -1 Bl ;ézu;
9 3 —k | Lse1Ls—20L; | 0 —1 | 2T 0 o 142 | T AT SN
1 2 —k
=10 -1 k
0 0 1—k&?

Assim, se 1 — k% # 0, entdo r(A;) = 3 e, como o nimero de colunas de A, é igual ao niimero de
linhas, e é 3, o sistema A,X = B é possivel e determinado qualquer que seja B € R3*!. Caso
contrario, ou seja, se k = 1 ou k = —1, r(Ag) = 2 e, dependendo da matriz coluna B, o sistema
pode ser possivel e indeterminado ou impossivel. Isto justifica as escolhas seguintes:

(i)k=2eB=

)

(ii)k=1eB=

1
2
3
2
2 |, porque, escolhendo (1,1,1) como sendo uma solucao do sistema A; X = B,
4

1
entdo B=A1- | 1 |, ouseja, B é a soma das colunas de Aq;
1
0
0
1

(iii) k=1e B = , porque, seguindo as transformagcoes elementares efetuadas acima,
T — 1 2 —1 T
A1 Y condensagao 0 —1 1 z—2x

z de Gauss 0 0 0| 3z+y—2z

e B foi escolhido de modo a que nao satisfaca a igualdade 3z + y — 2z = 0.

z
T — 1 2 -1 T
possivel sse 3x +y — 2z =0, pois [A1| y condensagao 0 -1 1 z—2x
z de Gauss 0 0 0| 3z+y—2z
Escolher B em (ii) de modo a que 3z +y — 2z =0 e em (iii) de modo a que 3z +y — 2z # 0.
x
(b) (z,y,2) € ((1,1,2), (2,0,3), (—1,1,—1)) sse o sistema A; X = | y | é possivel. Dos cdlculos apre-
z

sentados em (a), conclui-se que ((1,1, —2), (2,0, -3), (=1,1,3)) = {(z,y,2) € R? : 3z+y—2z = 0},
pelo que um sistema de equagoes lineares nas condicoes do enunciado tem uma tnica equagao e é

{3z +y—22=0

COTACAO: cada questiio vale 5 valores .



