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1° teste de Algebra Linear CC
Duracdo: 1h50min

Nome do aluno: Numero:

Em cada uma das questoes deste grupo, indique se cada uma das afirmacgoes é verda-

deira (V) ou falsa (F), assinalando a opgao conveniente.
V F

1. Para quaisquer matrizes reais A e B, se a matriz A + B estd definida, []
entdo a expressao ABT A define uma matriz.
Seja A uma matriz do tipo p X q, p,q € N. Se a expressao A+ B estd definida, entao
a matriz B é do mesmo tipo da matriz A. Logo, BT é uma matriz do tipo ¢ x p.
Como o nimero de colunas da matriz A é igual ao ntimero de linhas da matriz B”,
entdo o produto ABT esta definido. Considerando que ABT é uma matriz do tipo
p X p, o nimero de colunas de ABT é igual ao nimero de linhas de A e, portanto,
a expressao ABT A define uma matriz.

2. Para quaisquer n € N e A, B € My x,(R), se as matrizes A e B sao []
antissimétricas, entdo a matriz AB + BA é simétrica.

Se as matrizes A e B sdo antissimétricas, tem-se AT = —A ¢ BT = —B. Entéo

(AB+ BA)" = (AB)T + (BA)T = BTAT + ATBT
= (=B)(-A)+ (-A)(—B)=BA+ AB = AB + BA.
Logo a matriz AB + BA é simétrica, pois (AB + BA)T = AB + BA.

3. Para quaisquer matrizes A, B € Msy3(R), se car(A) = car(B) = 3, L[]
entao a matriz A + B é invertivel.

Sejam
100 -1 0 0
A=]10 1 0| eB= 0 -1 0
0 01 0 0 -1

Entao car(A) = car(B) = 3, mas A + B = 033 nao ¢é invertivel.

4. Para quaisquer matrizes invertiveis A, B € Msyo(R), tem-se []
((AB)™1)? = (B~1)* (A1)
Para quaisquer matrizes invertiveis A, B € Maxa(R), tem-se (AB)~! = B'A~L
Logo, para quaisquer matrizes invertiveis A, B € Maxa(R), ((AB)™1)?
B 'A-'B~1A~!. Considerando que o produto de matrizes nao é comutativo, nem
sempre se tem B~1ATIB71ATl = (B71)2(A71)2

Por exemplo, sendo




tem-se

<<AB>—1>2:[3 ‘f] : <B—1>2<A—1>2:[§, ‘f].

5. Existem matrizes A € Ms5x3(R) e b € M;541(R) tais que o sistema []
Ax = 0 é possivel determinado e o sistema Az = b é impossivel.

Sejam
100 0
010 0
A=10 0 1| eb=1|0
0 00 1
0 00 1

Entao o sistema Az = 0 é possivel determinado e o sistema Ax = b é impossivel.

6. Para quaisquer matrizes A, B € Mayx2(R), se o sistema Bx = 0251 é []
determinado, entdo o sistema ABx = 0x1 é determinado.

Se
1
063210
0 0 0 1

o sistema Bx = 0 é possivel determinado e o sistema ABx = 0 é possivel indetermi-

A=

)

nado.

7. Para qualquer espago vetorial V' sobre um corpo K e para quaisquer []
v1,v9,v3 € V, se a sequéncia (vi,ve,v3) é linearmente independente,
entao (v1,v; + ve + v3,v3) é linearmente independente.
Admitamos que a sequéncia (v1,v9,v3) é linearmente independente. Entao, para
quaisquer o, g, ag € K,

a1v1 + ao(vi +v2 +v3) +azvz3 =0y = (a1 + ag)vi + avs + (o + az)vg = Oy
= a1+ay=0,a0 =0,a9 +a3 =0
= a1 =ay=az=0.

Logo, a sequéncia (v1,v] + vy + v3,v3) é linearmente independente.

8. O conjunto {(z,y,2) € R3: zy = 0} é um subespaco vetorial do espaco []
vetorial real R3.
Sejam W = {(z,y,2) € R? : 2y = 0}, v = (1,0,0) e u = (0,1,0). Entdo u,v € W,
mas u+v=(1,1,0) € W.

Resolva cada uma das questoes deste grupo na folha de exame. Justifique as suas
respostas.

1. Sejam
110 1 00
A=12 11 e B=]110
2 21 1 1 1
Justifique que a matriz A é invertivel e determine uma matriz X € Msy3(R) tal que

2X — (A HYI'B)YT = I.



Aplicando o método de eliminacao de Gauss & matriz A, temos

110 10
A= |2 1 1| pZpzit [0 -1 1 =U.
2 21 0 01

A matriz U é uma matriz em escada com linhas 3 ndo nulas e equivalente por linhas & matriz
A, logo car(A) = 3. Como A € M3y3(R) e car(A) = 3, entdao A é invertivel.

No sentido de determinarmos a inversa de A, aplicamos o método de eliminacao de Gauss a

matriz [A|l3]
1 1 0]1 00 1 10| 100
AIJ]= |2 1 1[0 1 0| b2k-2 10 -1 1|/-2 1 0
2 2 110 0 1 0 0 11-2 0 1
1 1 0] 10 0] 1 0 0] 11 -1
Iy — lo — I3 0O -1 0 01 -1 11— 0q + Lo 0 —1 0 01 -1
0 0 1/-2 0 1 0 0 11-2 0 1
10 0] 1 1 —1]
Iy — —lo 0 1 0 0 -1 1
0 0 1]—-2 0
Dos céalculos anteriores concluimos que
1 1 -1
Al = 0 -1 1
-2 0

2X — (A NY'B)Yl =< 2X -BTA = & 2X =13+ BTA™!

100 (11 1 11 -1
s 2X=l010]|+]0 11 0 -1 1
00 1 00 1 2 0 1
(1 00] [-1 01
s 2X=010]|+] -2 -1 2
00 1 2 0 1
[ 00 1] 00 1
& 2X=|-202|eX=|-10 1
2 0 2 ~10 1
00 1]
Logo, X =| -1 0 1
10 1

2. Para cada a € R, considere o sistema de equagoes lineares de coeficientes reais correspondente
& equacao matricial A,x = b, onde

1 —1 Q T —1
A, = 1 a—-1 a+l1 |, z=| 29 e by = o

-« «a -9 T3 20 — 3



(a) Discuta o sistema A,z = b, em funcao do parametro a.

Aplicando o método de eliminagao de Gauss a matriz [Ay|b,], temos

—1 a —1 1 -1 a —1
[Aq|ba] = 1 a-1 a+1 a B S I VN’ 1 a+1 | =[Usleal
—a a -9 |2a-3 0 0 a’-9|a-3

O sistema A,z = b, é:

e possivel se e 86 se car(A,) = car([Aalbal);

e possivel determinado se e s6 se car(A,) = car([Aa|ba]) = 3 = n° incdgnitas;

e possivel indeterminado se e s6 se car(Ay) = car([Aqlba]) < 3 = n® incégnitas.
Entao, considerando a matriz em escada [U,|c,] (equivalente por linhas & matriz [A,|ba]),
concluimos que o sistema A,z = b, é:

e impossivel, para qualquer a € {0, —3};

e possivel determinado, para qualquer « € R\ {0, —3, 3};

e possivel indeterminado, para a = 3.

(b) Considere a = 3. Utilizando o método de eliminagao de Gauss ou o método de eliminacao
de Gauss-Jordan, determine o conjunto de solugoes do sistema Asx = bs.

Considerando o = 3 e os célculos da alinea anterior, concluimos que a matriz [As | bs] é
equivalente por linhas a matriz

1 -1 2|-1
0 3 1] 4
0 0 0] 0

Entao o sistema Asx = b3 é equivalente a

)

T — X9+ 223 = —1
3xo + 23 =4

donde obtemos

Logo,
Sol(ase=ty) = {(a,b:0) €R®|a=5—feb=3—jeceR)
= {3-Feg-300) eR’[ceR).

3. No espaco vetorial real R?, considere os subespacos vetoriais
F={(z,y,2) eR¥|z -3y =0}, G=<(3,1,0),(0,0,2),(6,2,—10) >,
H =< (1,1,0),(0,1,0) > .
(a) Mostre que F' = G.

Temos
= {(z,y,2) eR?|z — 3y =0}
= {(z,y,2) € R?|z = 3y}
{(By,y,2) eR?|y,z e R}
{y(3,1,0) + 2(0,0,1) € R?|y, z € R}
< (3,1,0),(0,0,1) > .

2)
2)



Entao, como (0,0,2) = «(3,1,0) + £(0,0,1) com aw =0, B =2 e B # 0, segue que

< (3,1,0),(0,0,1) >=< (3,1,0),(0,0,2) > .
Por tltimo, atendendo a que (6,2, —10) = 2(3,1,0) — 5(0,0, 2), concluimos que

< (3,1,0),(0,0,2) >=< (3,1,0),(0,0,2), (6,2, ~10) > .
Portanto, F' = G.
Determine uma base de F'+ H e a dimensao de F'N H.
Da alinea anterior, sabe-se que F' =< (3,1,0),(0,0,1) >. Logo
F+ H =< (3,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(0,1,0) > .
Como (3,1,0) = 0(0,0,1) + 3(1,1,0) — 2(0,1,0), entio
F+ H=<(0,0,1),(1,1,0),(0,1,0) > .
A sequéncia ((0,0,1),(1,1,0),(0,1,0)) é linearmente independente, pois, para quaisquer
o, B,7 €R,
(0,0,1) + B(1,1,0) +~(0,1,0) = (0,0,0) = a = =~ = 0.

Portanto, ((0,0,1),(1,1,0),(0,1,0)) é uma base de F + G.
No sentido de determinar dim F' N H, comecemos por determinar dim F' e dim H.
Como F =< (3,1,0),(0,0,1) > e a sequéncia ((3,1,0),(0,0,1)) é linearmente indepen-
dente, pois, para quaisquer «, 8 € R,

()4(3,1,0) +6(0,05 1) = (050’0) = a= ﬁ =0,
entao ((3,1,0),(0,0,1)) é uma base de F e, portanto, dim F' = 2.
Relativamente a H, também temos dim H = 2, pois H =< (1,1,0),(0,1,0) > e a
sequéncia ((1,1,0),(0,1,0)) é linearmente independente, uma vez que, para quaisquer
a, B €R,

06(1,1,0) +5(0’150) = (050’0) = a= ﬁ =0.
Logo ((1,1,0),(0,1,0)) é uma base de H.
Entao, como dim(F + H) = dimF +dimH —dimF N H, dimF = dimH = 2 e
dim F'+ H = 3 (vimos anteriormente que uma base de F'+ H tem 3 vetores), concluimos
que dim F N H = 1.

Determine um subespaco U de R3 tal que R? = F@QU.

Pretendemos determinar um subsepaco U de R? que seja um suplementar de F' relati-
vamente a R3, ou seja, tal que F +U =R3 e FNU = {Ogs}.

Da alinea (a) sabe-se que F' =< (3,1,0),(0,0,1) >. Entao, como ((3,1,0),(0,0,1)) ¢é
linearmente independente, ((3,1,0),(0,0,1)) é uma base de F. Sejam u; = (3,1,0),
uz = (0,0,1) e B=((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) a base canénica de R3. Considerando que
B ¢é uma base de R?, tem-se R? =< (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1) >, isto &,

R* =< (1,0,0), (0,1,0),uz) > .
Considerando que u; = 3(1,0,0) + L.ug + 0(0,0,1) e 3 # 0, segue que
R =< uy,(0,1,0),up) > .

Uma vez que dimR? = 3 e R? =< uy, (0,1,0),u2 >, a sequéncia (u1, (0,1,0),us) é uma
base de R3. Logo, sendo U =< (0,1,0) >, tem-se F +U =R3 e FNU = {Ogs}.



Cotagao - Grupo I: 8 x 0, 75.
Grupo IT: 1.(2,75); 2.(2,75 + 1,5); 2.(2,0+ 3,0 + 2,0).



