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Responda as questdes deste grupo nos espacos indicados, sem apresentar os seus calculos.

1. SejalU = (u,v), ondeu=(1,1,1) ev=(0,1,1).

a) Duas possiveis bases de U sdo: ((1,1,1),(0,1,1)) e ((2,2,2),(0,3,3)).
b) U={(a,b,c) €R3:b=c}.

Temos
10|a 10| a 10| a
11|b — Ollb—a — Ollb—a
1 1]¢ 0 1]|c—a 0 0]|c—0b

Logo, (a,b,c) eU < c—b=0&b=c.

c) Um vetor w € R3 tal que (u,v,w) é uma base de R® pode ser: w = (0,0,1) .
Nota: Podemos escolher qualquer vetor (a,b,c) tal que b # c.

d) V =((1,2,2)) é um subespago de U? Sim, porque (1,2,2) € U, ja que verifica a condi¢do que define
U encontrada em b) (podemos também argumentar que (1,2,2) € U uma vez que (1,2,2) = u+v).

1 1 -1 0 1
: e : - .o l-2 =2 2 0 =2
2. Seja T a aplicagdo linear cuja representacdo matricial é ) Lo 3
2 2 -2 0 6
a) Uma base para ImT é: ((1,—2,1,2),(1,—2,376)).
1 1 -1 0 1 11 -1 0 1 11 -1 0 1
-2 =2 2 0 -2 00 0 0O 0 0 0 0 2
— —
1 1 -1 0 3 00 0 0 2 00 0O 00O
2 2 -2 0 6 00 0O 0 4 0 0 0 0O

As colunas principais de A sdo a primeira e a quinta; logo ((1,—-2,1,2),(1,—2,3,6)) é uma base de ImT.
b) dimNucT = 3.
dimNucT =dimAN(A)=5—carA=5—-2=3.

c) A aplicagio linear T é sobrejetiva? N3o, porque 7' é uma aplicagdo de R®> em R* e dimImT =

carA=2< 4
d) O vetor (3,3,6,5,0) pertence a NucT? Sim, porque 7'(3,3,6,5,0) = (0,0,0,0).
Como
3
1 1 -1 0 1 3 0
2 -2 2 0 2| |_|o
11 10 3], o)’
2 2 =2 0 6 0 0

temos 7'(3,3,6,5,0) = (0,0,0,0).



3.

4,

Seja A uma matriz quadrada cujo polinémio caracteristico é p4(A\) = (A + 3)(A — 2)(\ — 2)2.

a) det(A)=—-1letr(4)=4
Os valores préprios de A sdo: —3, % e 2 (duplo). Logo, temos

detA=—-3xix2x2=-1

trA=—1+1+242=4

b) Existe um vetor ndo nulo x € R* tal que Ax = 2x? Sim, porque 2 é um zero do polinémio
caracteristico de A, logo é um valor préprio de A (e A é uma matriz de ordem 4, uma vez que o seu

polindmio caracteristico é um polinémio do 4° grau, logo os vetores préprios s3o vetores de R*).

c) car(A) = 4, porque A é uma matriz de ordem 4, uma vez que o seu polinémio caracteristico é um
polinémio do 4° grau, e invertivel, pois, como vimos em a), o seu determinante é diferente de zero

(também se poderia argumentar que A é invertivel, j4 que nenhum dos seus valores préprios é igual a zero).

d) A matriz 2A + I é invertivel? N3o, porque zero é um dos seus valores préprios (os valores préprios de
2A+1Ts30: 2x (—3)+1,2x 3 +1e2x2+1, isto ¢ sdo0 0,2 e 5).

1 1
Considere a matriz A= | -1 3
0 0 3

1-A 1

N EICERV(CEPVERPIRRY

=(B-A)(\—4r+4)=(3-NA-2>

b) O subespago préprio associado ao menor dos valores préprios de A é: Vo = ((1,1,0)).
Os valores préprios de A sdo: 2 (duplo) e 3, pelo que o menor dos valores préprios é 2. Temos

-1 1 2 -1 1 2 -1 1 2
A-2[=|-1 1 1] —] 0 0 -1]—| 0 0 -1
0 01 0 0 1 0 0 O
LryTeE= STV o y=a ,acR
z=0

Logo V2 = {(«o,,0) : @ € R} = ((1,1,0)).

c) O maior dos valores préprios de A tem multiplicidade algébrica igual a 1 e multiplicidade geométrica
igual a 1.
Como 3 é um zero simples do polinédmio caracteristico de A, a multiplicidade algébrica do valor préprio 3 (o
maior dos valores préprios de A) é igual a 1; como, para qualquer valor préprio A de uma matriz A, se tem

1 < mg(X) < ma(A), é imediato concluir que mg(3) = 1.



d) A matriz A é diagonalizdvel? N&o, porque o valor préprio duplo 2 tem multiplicidade geométrica
apenas igual a 1 (como mostra o resultado da alinea b)), logo a soma das multiplicidades geométricas
dos valores préprios (distintos) de A é1+1=2 < 3.

Grupo |l

Responda as questoes deste grupo numa folha de teste, apresentando os seus cdlculos.

Considere os seguintes subespacos do espaco vetorial R*:
U= {(z1,22,23,74) € R* : 21 + 25 + 23 = 0},
vV ={((1,-1,0,1),(0,-1,1,0),(2,-1,-1,2),(-3,1,2,-3)).

a) Determine uma base e indique qual a dimensdo de V.
Existem varias formas de resolver esta questdo. Apresentamos duas delas.
1. Sejam v; = (1,-1,0,1),v, = (0,-1,1,0),v3 = (2,—-1,-1,2) e v4 = (—3,1,2,—-3) e seja A a matriz
com esses vetores como colunas, i.e. seja A= (v; vy vz vy). Como sabemos, as colunas principais

de A formam uma base do espaco das colunas de A e, portanto, constituem uma base do espaco V =
(v1,V2,V3,vyg) e, além disso, dimC(A) = dimV = car A. Temos:

1 0 2 -3 1 0 2 -3 1 0 2 -3

-1 -1 -1 1 0o -1 1 =2 0 -1 1 -2
— —

0 1 -1 o 1 -1 2 0 0 0 O

1 0 2 -3 0 O 0 0 0 0 0 O

Entdo, podemos concluir que ((1,—1,0,1),(0,—1,1,0)) é uma base de V e que dimV = 2.
2. Sejam v; = (1,-1,0,1),vo = (0,—1,1,0),v3 = (2,—1,—-1,2) e vy = (—3,1,2,—3) e seja B a matriz
Vi

V2

com esses vetores como linhas, i.e. B = Como sabemos, se convertermos B, por operacdes

V3
Vg
elementares sobre linhas, numa matriz B’ com a forma em escada, as linhas ndo nulas de B’ formam uma

base do espaco das linhas de B e, portanto, constituem uma base do espago V' = (v1, va, v3, va). Além
disso, tem-se dim £(B) = dimV = car B. Temos:

1 -1 1 -1 0 1 1 -1 0 1
- -1 1 o -t 1o Jo 11|
2 -1 -1 2 01 -10 0 0 00
3 1 2 -3 0 -2 2 0 0 0 00

Ent3o, podemos concluir que ((1, -1,0,1),(0, -1, 1,0)) ¢ uma basede V edimV =carB = 2.

b) Diga, justificando, se U = V.
Apresentamos duas formas alternativas de resolver esta quest3o.
1. U é o conjunto das solu¢des do sistema homogéneo (de uma equag3o e quatro incégnitas) x1+a,+23 = 0,
ou seja, é o espaco nulodamatrizA=(1 1 1 O) . Trata-se de uma matriz 1 x 4, de caracteristica 1,

logo a dimensdo do seu espa¢o nulo é 4 — 1 = 3; assim, temos que dimU = 3 £ dimV/, pelo que U # V.



2. Ja vimos, na alinea anterior, que V = ((1,-1,0,1),(0,—1,1,0)). ldentifiquemos V de outro modo.

1 0 |z 1 0| = 1 0 | 1

-1 -1 0 —1]|z+4m 0 1| z1+a
—>

0 1 I1’3 0 1 I €3 0 O [IE1+£E2+IE3

1 0 |x4 0 O |x4—x1 0 O [ T4 — X1

Entdo, temos que V = {(v1,22,73,24) € R* : 27 + 23 + 23 = 0e z; = m4}. Como os vetores
(v1,22,73,24) de V tém de satisfazer, para além da condigdo x; + 22 + x3 = 0 que caracteriza os
elementos de U, a condi¢cdo adicional 21 = x4, é imediato reconhecer que U # V (mais precisamente,
tem-se V G U.)

c) Determine o, 8 € R tais que («,1,2,8) € V.
Apresentamos duas resolugdes, correspondentes as duas formas de resolugdo da alinea b) que demos.
1. Temos V = (vy,vy), com v; = (1,-1,0,1) e v, = (0,—1,1,0). Seja v = («, 1,2, 3). Como sabemos,

tem-se v € (v, Vo) & car(vy vp) =car(vy vp [ v ) . Como,
1 0 |« 1 OI « 1 0[ o}
-1 -1 0 —1|1+« 0 —1|1+«
— )
0 1 0 1| 2 0 0 [3+a
1 0 |p 0 0 |B8-a 0 0 |B8-a

concluimos que
(,1,2,8) eVe3+a=0ef—-—a=0&a=5=-3.

2. Como vimos, V = {(z1, 22,23, 24) € R* i 21+ 25+ 23 =0e x1 = 24}. Entdo, tem-se
b

(,1,2,8)eVea+l4+42=0ea=8a=0F=-3.

Sejam V' um espaco vetorial real e (v1,...,Vv,) uma sua base e seja T': V' — V uma transformacio linear.
Mostre que, se (T(v1),...,T(vy)) é uma base de V, entdo 7" é uma aplicagdo injetiva.

Como sabemos, T é injetiva se e s6 se NucT = {0}. Seja v € NucT, isto é, seja v € V tal que T(v) = 0, e
mostremos que v = 0.

Como (vy,...,v,) é uma base de V, o vetor v escreve-se como combinagdo linear de vy, ..., v, (porque uma base
é formada por vetores geradores), ou seja, existem escalares aq, .. ., «, tais que
Vv=o1vy+- -+ a,v, (1)

Temos, entao

T(v):0?D>T(041V1+"'+0¢nvn):OgO‘lT(Vl)‘i_""“O‘nT(Vn):0
aqr=-=a,=0=v=0.
® ©)

Justificacoes:
@ Por (1).

@  Porque T é uma aplicagao linear.

®  Porque os vetores T'(vi),...,T(v,) sdo linearmente independentes, uma vez que formam uma base de V.



