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Relativamente as questoes deste grupo, indique, para cada alinea, se a afirmagao é

verdadeira (V) ou falsa (F), assinalando a opgao conveniente.

1. A aplicagdo f : R® — R definida por f(z,vy,2) = xyz, para todo (z,y,2) € R3, []
é uma aplicacao linear.

A aplicacio f ndo é uma aplicacdo linear, uma vez que existem (1,1,1) € R?
e 2 € R tais que

L) = £(2,2,2) =2 £2x1° = 27(1,1,1)
2. Existe uma aplicacdo linear f: R? — R3 tal que f(2,2) = (1,2,3) e
£(3,3) = (0,1,0). []

Se admitirmos que f : R? — R3 é uma aplicacdo linear e que f(2,2) = (1,2,3),
entao

3.9

£(3,3) = f <§(2,2)) _ ;f(2,2) _ 2(1,2,3) _ (5,35) £ (0,1,0).

Logo, nao existe qualquer aplicagao linear nas condigoes indicadas.
3. Para quaisquer espacos vetoriais reais V e V' de dimensao finita, se existe uma []

aplicacao linear injetiva f : V — V’, entao dim V' < dim V.

Sejam V e V' espacos vetoriais reais de dimensao finita e admitamos que existe
uma aplicacao linear injetiva f : V' — V’. Considerando que f é injetiva, tem-
-se Nucf = {0y }. Por conseguinte, como dim V' = dim Nucf 4+ dim Im f, segue
que dimV = dimImf. Atendendo a que dimImf < dimV’ (pois Imf é um
subespago de V'), conclui-se que dim V' < dim V".

4. Para quaisquer n € N e A € M,x,(R) tal que A é invertivel, tem-se []
det(2AT A1) = 2,

Considerando as propriedades relativas a determinantes, temos
det (24T A1) = 2" det(AT) det(A™1) = 2" det(A)(det(A)) ! = 27,
Assim, se n # 1, tem-se det(247 A~1) #£ 2.
5. Para quaisquer n € N e A, B € Myxn(R), det(AT B) = det(BT A). ]

Sejam A, B € My xn(R). Considerando que A e B sao matrizes quadradas,
AT ¢ BT também sdo matrizes quadradas. Assim,

det(AT B) = det(AT) det(B) = det(B) det(AT) = det(BT) det(A) = det(BT A).



6. Para qualquer matriz A do tipo 5 x 5, se det A = 1, entao car(A) # 4. ] [

Se A é uma matriz do tipo 5 x 5 tal que det A = 1, entao A é invertivel. Logo
car(A) =5 e, portanto, car(A) # 4.

7. Para qualquer matriz A € Msyx2(R), se (A — 3I3)x = 0242 é um sistema de L1 [
Cramer, entdao 3 nao é um valor préprio de A.

Se (A — 3I3)xz = 0242 é um sistema de Cramer, entdo a matriz A — 31 é
invertivel. Logo |A — 3I3| # 0 e, portanto, 3 nao é um valor préprio de A.

8. Para quaisquer n € N e A € My« (R), se y € M, x1(R) é um vetor préprio ]
de A associado ao valor préprio 2, entao 7y é um vetor proprio de A associado
ao valor préprio 14.

Se y € M, x1(R) é um vetor préprio de A associado ao valor préprio 2, tem-se
y # Opx1 e Ay = 2y. Logo, A(Ty) = 7(Ay) = 7(2y) = 2(7y). Entao, como
Ty # O0px1 e A(7Ty) = 2(Ty), Ty é um vetor préprio de A associado ao valor
préprio 2.

Resolva cada uma das questoes deste grupo na folha de exame. Justifique as suas
respostas.

1. Considere as bases de R3

B=((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)),
B =((-1,1,1),(0,2,0),(1,0,0))

e a base de R*
B" =((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)).

Seja g : R* = R3 a aplicacio linear definida por

2 0 -2 0
MgB' B)=|0 1 1 -1
11 0 -1

(a) Mostre que, para todo (a,b,c,d) € R*,

g(a,b,c,d) = (3a+2b—c—2d,2a+b—c—d,2a — 2c).

Temos

(a,b,c,d) = a(1,0,0,0) + b(0,1,0,0) + (0,0, 1,0) + d(0,0,0,1),

logo

Qo o Q



é o vetor coluna de (a, b, c,d) relativamente & base B”. Por conseguinte,

2a — 2c
=| b+ec—d
a+b—d

M(g; B",B)

Q6o o2

a
b
c
d
é o vetor coluna de g(a, b, ¢, d) relativamente a base B.

Assim,

gla,b,e,d) = (2a—2¢)(1,1,1) + (b+c¢—d)(1,1,0) + (a + b —d)(1,0,0)
(Ba+2b—c—2d,2a+b—c—d,2a — 2c).

Determine uma base de Nuc g e a dimensao de Im g. Diga se g € injetiva e se é sobrejetiva.
Por definicao de Nuc g, temos

Nucg = {(a,b,c,d) € R*|g(a,b,c,d) = (0,0,0)}

{(a,b,c,d) €eR*|3a+2b—c—2d=0,2a+b—c—d=0,2a —2c =0}
{(a,b,c,d) € R*|a=c,b=—c+d}

{(c,—c+d,c,d) € R*|c,d € R}

{e(1,-1,1,0) +d(0,1,0,1) € R*|¢,d € R}

<(1,-1,1,0),(0,1,0,1) > .

A sequéncia ((1,—1,1,0),(0,1,0,1)) é linearmente independente, pois, para quaisquer
CY,,B € Ra

a(l,-1,1,0) + £(0,1,0,1) = (0,0,0,0) = o= = 0.
Logo, a sequéncia ((1,-1,1,0),(0,1,0,1)) é uma base de Nucg e, por conseguinte,
dim Nucg = 2.

Uma vez que dimR* = dim Nuc g + dimIm g, dimR* = 4 e dim Nucg = 2 , concluimos
que dimIm g = 2.

A aplicagao g nao é injetiva, pois Nuc g # {Oga }. A aplicagdo g também nao é sobrejetiva,
pois Im g # R? (dimIm g = 2 # 3 = dimR?).

Determine as matrizes M (id3; B, B') e M(g; B",B').
Temos
id%(l, 1,1)=(1,1,1) = 1(-1,1,1) 4+ 0(0,2,0) + 2(1,0,0)
id%(l, 1,0) = (1,1,0) =0(-1,1,1) + %(0,2,0) +1(1,0,0)
id%(l,0,0) =(1,0,0) =0(-1,1,1) +0(0,1,0) + 1(1,0,0),
logo
1 0 0
M(idy;B,B)y= |0 L1 0
2 1 1
e
M(g;B",B") = M(id};B,B')M(g;B",B)
(1 00|[20 -2 o0
= 10 30 01 1 -1
2 1 1 1 1 0 —1
(2 0 -2 0
- oy b
52 -3 -2




2. Sejam

1 -1 10 -1 -1 5 0
a0 24| L 0 15 4
2 220 0 0 1 3/2
0 120 0 00 2

(a) Calcule det A.

Calculando o det A recorrendo ao Teorema de Laplace, temos

1 -1 10 L1
2 4 1
2220 = (1) x1x|2
0
0 1 20
2 2 11
= (=) x1x —1)2tl x 2
(=1 12+() L 9

= (2x2-2x1)—2x((-1)x2—-1x1)

(b) Justifique que B é invertivel e calcule det(2B~2BT A?).
Uma vez que B é uma matriz quadrada e
det B=(—-1)x1x1x2=-2#0,

entao B é invertivel.

Considerando que as matrizes B~2, BT e A? sdo matrizes quadradas e B~2BT A% é uma
matriz do tipo 4 x 4, temos

det(2B2BT A?) 24 x det(B~2) x det BT x det(A?)
= 2% x (det(B))~2 x det B x (det(A))?
24 x (=2)72 x (—-2) x 26

—29.

3. Sejamn € Ne A € M,,x,(R). Mostre que se det A = 1 e todas as entradas de A sdo nimeros
inteiros, entdo A é invertivel e todas as entradas de A~! sdo nimeros inteiros.

Seja A € Mpxn(R), com n € N. Admitamos que det A = 1 e que todas as entradas de
A sdo numeros inteiros. Como A é uma matriz quadrada e det A # 0, entao A é in-
vertivel e tem-se A~! = 2+ Adj(A) = Adj(A). Considerando que Adj(A) = [a;;]7, onde
a;; = (—=1)" det(A(il5)), 4,5 € {1,...,n}, e todas as entradas de A sdo ndmeros inteiros,

segue que todas as entradas de Adj(A) sdo também numeros inteiros. De facto, se todas
as entradas de A sdo nimeros inteiros, entdo, as entradas de A(i|j) também sdo nimeros
inteiros, para todos 7,5 € {1,...,n}. Além disso, como o determinante de uma matriz é
obtido a partir das suas entradas recorrendo apenas as operagoes de adicao e multiplicacao, o
determinante de uma matriz cujas entradas sao nimeros inteiros é um niumero inteiro. Logo,
todas as entradas de A~! sdo nimeros inteiros.

4. Sejam B a base canénica de R? e h o endomorfismo de R? definido por

1 1 -1
MhBB=| 0 -2 0
~1 -1 -1



(a)

Verifique que (—1,0,1) é um vetor préprio de h e indique a que valor préprio estéd

associado.
Tem-se
(-1,0,1) = —1(1,0,0) + 0(0,1,0) 4+ 1(0,0, 1),
pelo que
-1
0
1

é o vetor coluna de (—1,0,1) relativamente & base B. Logo

~1 0
MMm:B,B)| 0]=]0
1 0

é o vetor coluna de h(—1,0,1) relativamente a base B. Portanto,
h(-1,0,1) = 0(1,0,0) 4+ 0(0,1,0) + 0(0,0,1) = (0,0, 0).

Uma vez que (—1,0,1) # (0,0,0) e h(—1,0,1) = 0(—1,0,1), concluimos que (—1,0,1) é
um vetor proprio de h associado ao valor préprio 0.

Justifique que —2 é um valor proprio de h e determine uma base do subespago proprio
de h associado a este valor proéprio.

Dado A € R, X é valor préprio de h se e s6 se |M(h; B, B) — Al3| = 0.

Entao, como

1 1 -1
|M(h;B,B) — (—=2)I3|=| 0 0 0 |=0 (pois a matriz tem uma linha nula),
-1 -1 1

concluimos que —2 é um valor préprio de h.
Por definicao de subespaco proprio de h associado ao valor préprio —2, temos

R3

[h,—2] {(a7 b, C) € R? ‘ h(a7 b, C) = —2(@, b, C)}

{(a,b,c) € R®| h(a,b,c) + 2(a,b,c) = Ogs}
= {(a,b,c) € R3| (h + 2idgs)(a,b,c) :_()Rs} (%)

a | 0 ]

= S (a,be) eR3|(A+2) | b | =10
c _0_

a+b—c 1 _0_

= < (a,b,c) € R3| 0 =10
—a—b+c_ _0_

{(a,b,c) €eR3|a=—b+c}
{(=b+c,b,c) e R®|b,c € R}
{b(—1,1,0) 4+ ¢(1,0,1) € R3|b,c € R}
= < (-1,1,0),(1,0,1) >.

a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1), o vetor coluna de (a,b, c)
a
b

C

(*) Uma vez que (a,b,c)

relativamente a base B é

I



A sequéncia ((—1,1,0),(1,0,1)) é linearmente independente, pois, para quaisquer
a, B R,
a(—1,1,0) + 3(1,0,1) = (0,0,0) = o = 8 = 0.

LOgO7 ((_17 17 0)7 (17 07 1)) ¢ uma base de R?h,—Q]'

(c) Justifique que h é diagonalizavel. Dé exemplo de uma base B’ de R3 tal que M (h; B', B)
seja diagonal.

Da alinea (a) sabe-se que (—1,0,1) é um vetor préprio de h associado ao valor préprio 0.
A sequéncia ((—1,0, 1)) é linearmente independente, pois (—1,0,1) # (0,0,0). Da alinea
(b) sabemos que a sequéncia ((—1,1,0),(1,0,1)) é linearmente independente e é formada
por vetores préprios de h associados ao valor préprio —2. Como as duas sequéncias
anteriores sao sequéncias linearmente independentes formadas por vetores proprios as-
sociados a valores préprios distintos, a sequéncia B = ((—1,0,1),(—1,1,0),(1,0,1)) é
linearmente independente. Como a sequéncia B’ tem 3 vetores e dimR? = 3, entdao B’
é uma base de R3. Considerando que h é um endomorfismo de R? e existe uma base
de R? formada por vetores préprios de h, concluimos que h é diagonalizdvel. A base
B = ((-1,0,1),(—1,1,0),(1,0,1)) é uma base de R? tal que M (h;B',B') é diagonal,

pois
0O 0 O
Mm;B,BYy=10 -2 0
0 0 -2

Cotagao - Grupo I: 8 x 0, 75.
Grupo II: 1.(1,254+ 2,25 + 1, 5); 2.(1,5+1,25); 3.(1,75); 4.(1,25 + 2,0 + 1, 25).



