C1-2. Especificacao e Correccao de
Algoritmos

Correccao de um algoritmo

Um algoritmo diz-se correcto se para todos os valores dos inputs (variaveis de entrada) ele para
com os valores esperados (i.e. correctos...) dos outputs (variaveis de saida). Neste caso diz-se
que ele resolve o problema computacional em questao.

Nem sempre a incorreccao é um motivo para a inutilidade de um algoritmo:

e Em certas aplicacbes basta que um algoritmo funcione correctamente para alguns dos seus
inputs.

e Em problemas muito dificeis, podera ser suficiente obter solugbes aproximadas para o
problema.

A analise da correccao de um algoritmo pretende determinar se ele é correcto, e em que
condicdes.

A demonstracao da correccdo de um algoritmo cuja estrutura ndo apresente fluxo de controlo
pode ser efectuada por simples inspeccao. Exemplo:

int soma(int a, int b) {
int sum = atb;

return sum;

Em alguns casos a correccao advém da propria especificacdo. Considere-se por exemplo uma
implementacao recursiva da nocao de factorial de um numero. A implementacao segue de perto
a definicdo, pelo que a sua correccdo algoritmica é imediata — uma vez que a propria definicdo é
algoritmica, trata-se apenas de verificar se a sua codificacao na linguagem de programacao
escolhida é correcta.

int factorial(int n) {
int f;
if (n<1) f = 1;

else f = nxfactorial(n-1);



return f;

No entanto, no caso geral esta analise podera apresentar uma dificuldade muito elevada e deve
por isso ser efectuada com algum grau de formalismo, possivelmente recorrendo a uma Idgica de
programas.

Especificacao
Pré-condicoes e pos-condicoes

A analise de correccao dos algoritmos baseia-se na utilizacdo de assergées: proposicdes ldgicas
sobre o estado actual do programa (o conjunto das suas variaveis). Por exemplo,

e >0
* ali] <alj]
e Vi.0 <i<n=ali <1000

Note que em ali] < alj], ¢ ¢é uma variavel do programa, e em cada ponto do programa esta
férmula podera ser verdadeira ou falsa, dependendo dos valores do array a nos indices 7 e j.

Janaformula Vi.0 < i < n = ali] < 1000, 7 é uma variavel ligada pelo quantificador, que ndo
corresponde a nenhuma variavel do programa (e pode mesmo ser trocada por outra, desde que o
seja em todas as ocorréncias dentro da férmula quantificada).
Pré-condicao:

E uma propriedade que se assume como verdadeira no estado inicial de execucdo do programa,

i.e., sO interessa considerar as execugoes do programa que satisfacam esta condicéo.

Po6s-condicao:
| E uma propriedade que se deseja provar verdadeira no estado final de execucdo do programa.

Triplos de Hoare

Um triplo de Hoare escreve-se como { P} C' {Q}, em que

e (C éum bloco de instrucdes cuja correccdo se considera
e P é uma pré-condigédo e () é uma pds-condigédo

O triplo { P} C {Q} ¢ vélido quando todas as execucdes de C partindo de estados iniciais que
satisfacam P, caso terminem, resultem num estado final do programa que satisfaz Q).

Veja-se por exemplo como poderiamos especificar o comportamento de uma funcéo, com corpo



C. que calcula o indice de um minimo de um array de comprimento N:

int min (int u[], int N) {
// pre: N > 0
C
// pos: 0<=m<N && forall_{0<=1i<N} a[m] <= a[i]

return m;

Observe que:

a pdés-condicao anotada no cédigo € uma versdo em ASCII da seguinte formula da logica de
primeira ordem:

0<mAM<NAV.0<iANi< N —alm| < ai
e Provar a correccao desta funcao corresponde a provar a validade do triplo
{N>0} C{0<m Am<N AVi.0<iANi<N —alm|<alil}

e aespecificacao pode ser vista como um caderno de encargos: pode ser fornecida a um
programador, que tera de escrever um programa que esteja de acordo com ela

e considere a pos-condicdo alternativa seguinte:
0<mAM<NAV.0<iANi< N —alm| < ai]

gue consequéncias teria a sua utilizacdo em vez da anterior?

Invariantes de Ciclo

Estabelecer a correccao de algoritmos que incluam ciclos implica considerar qualquer numero de
iteracdes; no entanto, ndo é viavel proceder a esta analise por casos, de forma exaustiva.

Recorremos por isso a nocao de invariante de ciclo — uma propriedade (férmula de primeira
ordem) que se mantém verdadeira em todas as iteracoes, e que reflecte as transformacoes de
estado efectuadas durante a execucao do ciclo.

A ideia é que se o invariante se mantém verdadeiro ao longo da execucao, ele sera ainda
verdadeiro a saida do ciclo, e devera ser suficientemente forte para permitir provar a pés-condicao



desejada para o ciclo.

Raciocinar com um invariante de ciclo corresponde a ideia de prova indutiva no nimero de
iteracOes de uma execucéao (que termina) do ciclo. Assim, para provar que uma formula I é um

invariante, devemos mostrar:

1. Inicializagcao: que I é verdade a entrada do ciclo (i.e. antes de se iniciar a primeira iteragédo) —

caso de base

2. Preservacgao: assumindo que I é verdade no inicio de uma iteracao arbitraria (i.e. assumindo
gue a condicado do ciclo é satisfeita), entdo sera satisfeito no final dessa iteracdo — caso

indutivo
Sendo I de facto um invariante, é ainda preciso mostrar que é util:

3. Utilidade: o invariante I, juntamente com a negacédo da condigdo do ciclo (uma vez que
terminou a sua execuc¢ao), implica a verdade da pds-condicao

Estas 3 propriedades podem por sua vez ser expressas por triplos de Hoare, envolvendo:
1. paraainicializacao, o cddigo que antecede o ciclo
2. para a preservacao, o codigo que constitui o corpo do ciclo

3. para a utilidade, o cédigo que sucede ao ciclo

Exemplo: Divisao Inteira

Especificacdo de um programa que calcula a divisao de x por vy, colocando o quociente em g e o

restoem r:

int divide (int x, int y) {
// Pre: x >= 0 &y > 0

// Pos: 0 <= r <y && qxy+r == X

return q

Resolver este problema consiste em escrever um bloco de codigo C que satisfaca o seguinte



triplo de Hoare
{>0Ny>0} C{0<r<yAgxy—+r==z}

Note que x e y, referidas na pre-condicao, sdo variaveis de entrada (inputs), e q e r, referidas
apenas na pos-condicao, sdo variaveis de saida (outputs).

Por exemplo, contando o numero de vezes que y cabe em x através de um ciclo:

r = x;
q=0;
while (y <= r) {

ro=orey;

q = qt+l;

Simulemos uma execucao deste programa para @ = 14 e y = 3, escrevendo o valor das variaveis
r e q, alteradas pelo programa, a entrada de cada iteragao do ciclo:

Constata-se que a expressao q * y + r mantém o seu valor

T |q|qg*xy+r ao longo da execucéo, a entrada de cada iteracio, e que este

14 | O 14 valor é igual a ao valor de z.

11 (1 14

8 2 14 Por outro lado, o valor de r € ndo-negativo ao longo de toda a
execucao, pelo que escrevemos o seguinte invariante de ciclo:

5 |3 14

2 |4 14 I =0<r ANqgqxy+r=x

Este exemplo encaixa num cenario que € o mais simples possivel para o caso de programas que
terminam com um ciclo:
A pds-condicao é equivalente a conjuncao do invariante e da negacao da condicéo do ciclo.

Vejamos como estabelecer a correccdo do programa com este invariante:

¢ Inicializacdo do invariante. Corresponde ao triplo de Hoare:
{r>0Ay>0} r=x; q=0; {I}

E imediato constatar que é valido,umavezque 0 < z A0*y + 2 = =

e Preservacdo do invariante. Corresponde ao triplo de Hoare:
{Iny<r}r=r—yjq=q+1; {I}

Intuitivamente, admitimos que I =0 < r A g xy + r = x é verdade a entrada de uma
iteracdo qualquer. Temos também y < 7, caso contrario ndo seria executada essa iteracao.



Queremos mostrar que I voltara a ser verdade depois da execugéo da iteracao (arbitraria) em
causa.

Ora, os valores de 7 e g no fim da iteracdo serdo respectivamente dados porr —y e q + 1.
Sendo I = 0<r A g*xy+r =X, queremos entdo mostrar que a seguinte condigdo é
verdadeira:

0<(r—yr(@g+l)*xy+(r—y)==z
=y<rAgxy+r==cx

E efectivamente, a pré-condicao do triplo de Hoare garante isto:
0<rAg*xy+r=z)ANy<r — y<rAgq*sxy+r==z
Ou seja, o invariante é preservado por qualquer iteracao do ciclo.

e Utilidade do invariante. Corresponde ao triplo de Hoare:
{(IAN-(y<m} {}{0<r<yArgxy+r=2z}

A utilidade é neste caso trivial, uma vez que o programa termina com o ciclo, ndo sendo
executadas quaisquer instrugées subsequentes. Ora,sendol = 0 <r A q*xy+r =X,

I N =(y < r) implica (neste caso € mesmo equivalente, mas podia ndo ser se houvesse codigo
depois do ciclo!) a pés-condicdo 0 < r < yAqg*xy+r = .

Exemplo: Factorial

A funcao seguinte calcula de forma iterativa (sem recursividade) o factorial de um niumero natural.
A funcao inclui uma especificacao.

int fact (int n) {
// Pre: n >= 0
f =13
i = 13
while (i<=n) {
f = f*i;

i = i+1;



Mostrar que a funcdo é correcta corresponde a provar a validade do seguinte triplo de Hoare, em
que F é o corpo da funcéo:

{n>0} F {f=n}

Para isso temos que descobrir um invariante de ciclo I apropriado, tal que os triplos de Hoare
seguintes sejam validos:

1. Inicializagdo: {n > 0} £ =1; i =1 {I}
2. Preservagio: {I Ni<n} f=fxi;i=1i+1 {[}

3. Utilidade: {IA—=(i <n)} {} {f =n!}

Para caracterizar o invariante apropriado, simulemos uma execucao deste ciclo.
while (i<=n) {
f = fxi;
i = +1;
}
O par de variaveis (4, ) toma sucessivamente os seguintes valores:

(1,1), (2,1), (3,2), (4,6), (5,24), ...

E facil observar que o valor de f & entrada de uma iteragio corresponde ao factorial de ¢ — 1. Por
outro lado o valor de 7 varia entre 0 e n 4+ 1. Propomos entéo o invariante:

I=f=0(G-1)ANi<n+1
E imediato ver que:
e este invariante é bem inicializado, uma vez que 0! = 1

¢ ele é também preservado, uma vez que o corpo do ciclo multiplica f por ¢ e incrementa esta
variavel. Temos que mostrar que

fxi=0C+1-1) ANi+1<n+1

Fri=il Ai<n

Ora, esta condicéo é implicada por I A1 < n:
o Sef=1(i—1)!entdo f xi=1!
o Set<n+1lei1<n, entioz1<n



¢ Finalmente, falta considerar a utilidade do invariante: a saida do ciclo, sendo a condicdaoz < n
falsa, teremos que o valor final de 7 sera2 = n + 1, uma vez que

i<n+1A-(i<n) = i=n+1

e o invariante implicara que f = n! como desejado para satisfazer a pos-condig3o.

Exercicio
Considere-se o problema de somar todos os elementos de um array com N posicdes, e a seguinte

funcao que o resolve:

int sum (int vector[], int n) {
// n >=0
result = 0;
i = 03
while (i < n) {
result = vector[i] + result;
i = 9+1;
}
// result == SOMA_{k=0..n-1} vector[k]

return result;

Mostrar a correccao desta funcdo corresponde a mostrar a validade do seguinte triplo de Hoare,
sendo Sum o corpo da fungio:

{0 <n} Sum {result = Y }_; vector[k]}

1. Apresente um invariante adequado para o ciclo
2. Escreva os triplos de Hoare correspondentes a inicializacao, preservacao, e utilidade do
invariante, e argumente informalmente que sao validos

Repita depois o exercicio para as seguintes versoes alternativas do programa (ambas correctas):

result := 0;

i = -1

while (i < n-1) {
i o= i+l

result := vector[i] + result;



while (i > 0) {
i o= d-1;

result := vector[i] + result;

Terminacao de Programas: Variantes de Ciclo

A nocdo de correccao apresentada antes é conhecida por correccao parcial, uma vez que nao
implica provar que o programa termina sempre: basta mostrar que se terminar entdo a pos-
condicao é satisfeita.

A nocao de correccdo total implica provar adicionalmente que o programa termina sempre. Para
isso utilizamos, para cada ciclo do programa, uma técnica baseada numa medida da distancia
entre o estado actual e o estado de terminacao. Chamamos a esta medida um variante do ciclo.

Um variante é uma expressao inteira, construida com as variaveis do programa, e deve satisfazer
duas condicdes:

1. Quando a execucado entra numa iteracao (a condicao é verdadeira), o variante € positivo
2. As iteracGes fazem decrescer (estritamente, < e ndo <) o valor do variante

No exemplo no algoritmo da divisao, é facil ver que a diferenca entre y e r vai diminuindo em todas
as iteracoes porque o valor de y ndo ¢ alterado e o de r decresce sempre, logo a expressao r-y é
um candidato a variante.

No entanto, ndo é verdade que r — y > 0 sempre que é executada uma iteracdo, uma vez que a
condicdo y <= r s6 garante r-y >= 0.

Escolhemos entdo o variante r-y+1, esse sim sempre positivo a entrada das interacdes.



q+l;

0
I

Relembremos agora o ciclo do factorial:

while (i<=n) {
f = fxi;

i = i+1;

€ em tudo semelhante: a expressdo n-i+1 € um variante deste ciclo, uma vez que:

* n mantém-se constante e i é incrementado em todas as iteracoes, o que significa que o valor
de n-i+1 decresce em todas as iteracdes

e ¢é garantido pelo condicdo i <= nquen — ¢+ 1 > 0 a entrada de todas as iteracoes

Ja para o ciclo da fungéo sum :

while (i < n) {

result = vector[i] + result;

i = 9+1;

podemos escolher como variante n-1.

Note-se que estes exemplos sdo muito simples uma vez que os ciclos sao controlados por
variaveis cujos valores sdo conhecidos estaticamente. Nem sempre é assim, por exemplo o ciclo
seguinte terminara quando a fila de espera ficar vazia:

queue = ... ; // dinicializacdo com um conjunto de elementos

while (!is_empty(queue)) {

x = dequeue(&q);



Um variante apropriado podera ser neste caso o comprimento da fila queue: sempre positivo
quando é executada uma iteracao, e diminui em todas as iteracgoes.

Um outro exemplo sera o seguinte, em que a terminacao depende da forma como o bloco C alterar
o valor de flag.

flag = true;
while (flag) {
C

Em casos como este pode ser muito desafiante obter um variante: o padrao de iteracdo pode ser

complexo, e a garantia de terminacao pode resultar de propriedades nao evidentes dos dados do
programa.

Solucgoes

111 <n A result =Y i\ vector[k]

e Inic: {0 < n}result=0;i=0 {I}

o Preserv: {I Ai < n} result = vector[i] + result; i =i+1 {I}

o Util: I Ad>n— result =Y 1—;vector[k]

1:4<n—1 Aresult =) . _ vector|k]
e Inic: {0 < n}result:=0;i:=-1{I}
e Preserv: {I Ai <n — 1}i:=i+;result:= vector[i] + result {I}

o Ut I Ad>n—1— result =) 7} vector|k]



113> 0 Aresult = > 71—} vector[k]
e Inic: {0 < n}result:=0;i:=n {I}

o Preserv: {I Ai > 0} i:=i-1; result := vector[i] + result {I}

o Util: I Ad<0— result =Y 71— vector[k]



