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Questdo 1[5 valores]

Considere a fungao maxarray em baixo. Sejam

e$p=0<a<b

ev=a<r<b A Yhka<k<b- vk <ufr

Apresente um invariante e um variante para o ciclo, que permitam provar a correcgéo total da
fungéo face & pré-condigéio ¢ e a pés-condigdo ¥, em que r denota o valor devolvido pela fungéo.

int maxarray(int v[1, int a, int b) {
int 4= as1, r=a;
while (i <=b) {
A VIR > e L1 o= 4 )
1= e )

return r;

Resolugio:
Invariante:

<b+lAa<r<iA¥ia<j<i-ofj]<olr] (poderia também
sera<r<b)

Variante: b + 1 (por exemplo)

Questdo 2 [3 valores]

Considere o calculo de maximos de um array de comprimento N por uma sliding window (janela
deslizante) de comprimento k. A ideia € calcular os méximos de todas as subsequéncias
(contiguas) de comprimento k, guardando-os num array de resultados.

Por exemplo com N=5, k=3, 0 resultado para o array [50, 10, 30, 20, 0] seria [50, 30, 30],
correspondente aos méaximos de (50, 10, 301, [10, 30, 20], e (30, 20, 0.

A fungéo seguinte resolve recursivamente este problema, utilizando como auxiliar a fungéo

maxarray da Questio 1.

void MaxWindowRec(int v[1, int r[l, int N, int k) {
AE (N> k) L
rle] = vimaxarray(v, 0, k-1)1;
MaxWindowRec (v+1, r+1, N-1, k)3

Escreva uma especificagio (pré- e pés-condigio) para esta fungao.

Resolugéo:

Pré-condigao: 0 < k < N
Pos-condigdo:
Vi.0<i<N -k = (rlil vlii+ k-1 AVji<j<i+k — vfj] <rli)
Ou alternativamente:
Vi.0<i<N -k - r[i

[mazarray(v,

Questdo 3 [5 valores]
(i) Escreva e resolva uma recorréncia para o nimero de comparagdes T'(

S

;) efectuadas entre
elementos do array, em funcéo de N e de k.

Resolugao:
T(N,k)=0paraN < k
T(N,k) =k~ 1+T(N -~ 1,k) para N

Logo T(N, k) = SN (k—1) = (N~ k+1)(k - 1)

(ii) Tendo agora em conta os diferentes valores que k pode tomar, e assumindo que todos esses
valores ocorrem com igual probabilidade, apresente um somatério que permita calcular o caso
médio do tempo de execugdo T'(IV) de MaxWindowRec.

Resolucio:
To(N) = 3]

Questdo 4 [5 valores]

Considere um algoritmo de inser¢ao ordenada numa lista (crescente), com uma particularidade:
séo apagados os nés iniciais da lista contendo valores inferiores ao que esté a ser inserido. Por
exemplo, a insergéo de 30 na lista [10, 20, 40, 50] resulta na lista [30, 40, 50]. A fungao seguinte
implementa este algoritmo em C.

node +insert_rem (node *p, int x) {
node *new = malloc(sizeof (node)); new->value = x;
while (p & x > p->value)
£ aux = p; p = ponext; free (aux); }
new->next = p;

return new;

(i) Analise o tempo d de ‘insert_ren, identifi o pior e 0 melhor caso.
Resolucdo:

Tendo em conta a comparagéo x > p->value, o melhor caso corresponde s situagdes em que x
& inferior ou igual ao elemento que se encontra no inicio da lista (e logo a todos os elementos da
lista), tempo ©(1). O pior caso corresponde s situagdes em que X é superior aos elementos que
se encontram nos N-1 primeiros nés da lista, sendo inserido na Gltima ou pendltima posicao, em
tempo O(N). Logo T(N) = (1), O(N),

(ii) Em termos amortizados a operagio de inser¢Zo da questdo anterior executa em tempo
constante. Efectue a sua andlise agregada considerando a sequéncia de inserges 20, 70, 60, 30,
40,50, 10, 80 (partindo de uma lista vazia). Considere que o custo real de cada insergdo/remogéo
efectuada & cabeca da lista é 1, por isso a insercao de 30 na lista [10, 20, 40, 50] tem custo 3.
Apresente ainda uma fungéo de potencial apropriada sobre as listas, e calcule a partir dela o
custo amortizado constante desta operagéo insert_rem.

Resolucdo:
O custo real de cada insercdo da sequéncia dada é 1,2, 1,1,2, 2, 1,5, resultando no custo total
32 = 15, no custo agregado ¢; = 15/8 < 2.
Uma fungéio de potencial adequada é simplesmente

@ = comprimento da lista.
Para o célculo do custo amortizado, consideremos o caso geral de uma insergao em que sdo
apagados k elementos. Entéo o custo real desta operacéo é k + 1 (k remogdes e uma insercéo), e
a diferenca de potencial é negativa: o comprimento da lista diminui k — 1 unidades. Temos entéo
b=kl (k1) =2

o=

Questso 5 [2 valores *]

Pretende-se reimplementar o célculo de méximos em janela deslizante (Questdes 2 e 3), agora em
tempo O(IV), néo dependendo de k, mas podendo para isso utilizar-se uma estrutura de dados
auxiliar ocupando espago em O(k). Descreva a sua solugéo de forma clara, justificando o tempo
de execugdo no pior caso (pode utilizar pseudo-cédigo se assim entender).

Resolugéo:

Uma solugéo possivel passa por identificar exactamente os elementos da janela actual, com
comprimento k, que é indispensével guardar para utilizag#o futura quando a janela avangar.
Considere-se o array [20, 30,10, 5,8, 16, com N = 6, & k = 3. Quando a janela for

[20, 30, [10, 5, 8], 16], a estrutura de dados auxiliar podera conter apenas os elementos 10 e 8,
porque 5 ndo podera nunca ser o méximo quando a janela deslizar (saindo 10), uma vez que
elemento 8, que se encontra 4 sua direita, impede que 5 venha a ser méximo. Elimina-se assim a
necessidade de se guardar este elemento. Por outro lado, se se mantiver esta estrutura ordenada,
0 miéximo da janela actual podera sempre ser obtido em tempo constante.

Quando a janela avanga uma posicao, depois de consultado o maximo, se este for o elemento que
vai sair da janela ele podera ser removido da estrutura (em tempo constante). Por outro lado, a
insercao do novo elemento que entra para a janela pode ser feita por uma fungo de insercéo
ordenada como a da Quest&o 4, que apaga os elementos inferiores ao agora inserido, e que
executa em tempo amortizado constante.

Simulagdo da execug&o para o exemplo acima:

array e janela deslizante | estrutura auxiliar array resultado
120,30, 101 5.8, 16] 130. 10] 80, - — -]
120,130, 10, 5.8, 16] 130. 10, 5] (méximo 30 ndo sai; inseréo de 5) | [30,30, -, —]
120,30, 110,5,8]. 16] 110, 8] (méximo 30 sai; insergdo de 8) 130. 30. 10,
120,30, 10,15, 8, 161 [16] (méximo 10 sai; inserco de 16) 130,30, 10, 16]

Note-se que no primeiro passo o elemento 20 que sai da janela, no estando na extremidade
esquerda da estrutura auxiliar, ndo pode estar dentro desta, pois teré seguramente sido removido
pela insercéo de 30.



