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3.1 DERIVADAS PARCIAIS
Seja D C R? um aberto e f : D — R uma fungao e (a, b) € D.

> A derivada parcial de f em ordem a x, no ponto (a,b) € o limite
(se este existir e for um namero real)

lim f(a+h7b) —f((l,b)
h—0 h ’

e denota-se por

of

D (a,b) ou fu(a,b).

» A derivada parcial de f em ordem a y, no ponto (a, b) € o limite
(se este existir e for um nimero real)

fla,b+h) — f(a,b)

fo h ’
e denota-se por
of
8_y(a’ b) ou fy(a,b).
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INTERPRETACAO GEOMETRICA

Consideremos o grafico de uma
fungao f de duas variaveis e a
curva que resulta da intersegao
desse grafico com o plano de
equagao y = b.

Esta curva é o grafico da funcao
g9(x) = f(z,b).
Assim

of
ox

(a,b) = ¢'(a) é o declive da reta r,, tangente a curva no ponto
(a,b, f(a,b)).

Analogamente,

%(a, b) é o declive da reta r, tangente ao gréfico da fungdo

h(y) = f(a, y) no ponto (a’7 b, f(a, b))
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Exemplo: Se f(z,y) = 2%y + >, entdo:

il _ ) B
o h0 h h—0 h
2
GRS T
h—0 h
L1 EAGCE. 1 1 3_9
> 8f(1,1): g TR =) T+ht(1+h)
8y h—0 L Hm -
. B3+ 3h% +4h
= lim —— 2% T2 g
h—0 h

O caélculo da derivada em ordem a x faz-se considerando y como
constante e aplicando as regras usuais de derivacao relativamente a
variavel z.

O caélculo da derivada em ordem a y faz-se de forma andloga.
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Exemplo: Seja f(z,y) =4 “ ¥ se (wy)#(0.0),
0 se (z,y) =(0,0).
» Se (z,y) # (0,0) entdo
P ki M) W et
oz (@ +y)? gy’ (22 +y2)*

> Se (z,y) = (0,0) entao

%(070) — lim f(h’ 0) — f(0,0)

ox h—0 h =0,

dy (0,0) = f h =0.
/ possui derivadas parciais em todos os pontos, embora seja descontinua!
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GENERALIZAGAO

Sejam D um aberto de R"™ e f : D — R uma fungao de n variaveis
T1y---,Tn-

A derivada parcial de f em ordem a z;, no ponto a = (a1,...,a,) € D
é, se existir e for um ndmero real, o limite

lim f(al,...,ai—i—h,...,an)—f(al,...,ai,...an),
h—0 h

e denota-se por
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3.2 DERIVADAS DIRECIONAIS

Sejam D um aberto de R™, f : D — R uma fungéo, a € D e u um
vetor de R™.

A derivada de f, no ponto a, segundo o vetor u define-se como o
limite (se este existir e for um nimero real)

i 4 (@t ) — (@)
h—0 h
edenota-se por Df(a;u) ou f'(a;u).

A derivada direcional de f, no ponto a, na diregao e sentido do vetor
nao nulo w denota-se por g—ﬁ(a) e define-se como

af w
%(@ = Df(a; W)

> Se e; designar o i-ésimo vetor da base candnica de R”, entao
Of @y = 9F
681' N 6.%‘1
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INTERPRETACAO GEOMETRICA

Quando n = 2, a derivada direcional de f no ponto (a,b) , segundo o
vetor ndo nulo u, tem a seguinte interpretagcdo geométrica:

Consideremos o plano vertical que
passa no ponto (a,b, f(a,b)) e tem
a direcao do vetor wu.

Este plano interseta o grafico de f
segundo uma curva.

%(a, b) é o declive (tomando como sentido positivo o sentido do
vetor u) da reta tangente a essa curva no ponto

(a,b, f(a,b)).
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Exemplo:

Sejam

f(xvy) -

> Se u = (0,0), entdo Df((0,0); (0,0)) = 0;
» Se u # (0,0), entédo

F((0,0) + h(u1,us)) = £(0,0)

Df((0,0); (u1, uz)) = lim :

oy s
h—0 h7u$ + h3u3

Esta fungao tem derivada em (0, 0), segundo todas as diregdes. No

entanto, esta funcéo ndo € continua em (0,0) (verifique!).

fmiranda@math.uminho.pt

9

mif@math.uminho.pt



Derivadas Parciais Derivadas Direcionais Derivada global Derivadas de ordem superior Propriedades das derivadas
00000 000 ®00000000000 0000 00000000000
:

3.3 DERIVADA GLOBAL

Sejam D um aberto de R™ e a um elemento de D.
Uma fungéo f : D — R diz-se derivavel ou diferenciavel em a, se
existir uma aplicagéo linear!

L:R" =R
tal que
o @) —J(@) - L@ -a) _
z-a [z~ all

Pode provar-se que a aplicacao linear L, se existir, € Unica.

L diz-se a derivada de f em a e denota-se por Df(a) ou f'(a), i.e.

Df(a): R* — R
v +— L(v)

"Relembre que, dados dois espagos vetoriais reais Ee F, L : E — F é uma
aplicagao linear se L(ax + by) = aL(z) + bL(y), paratodo z,y € E etodo a,b € R.
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INTERPRETACAO GEOMETRICA

» Sera possivel relacionar a derivada de f no ponto (a,b) com a
nocao de plano tangente ao gréafico de f no ponto (a, b, f(a,b))?

Recordando a interpretacao das retas r,
e r, do diapositivo 3, se existir plano
tangente ao gréafico de f no ponto

(a,b, f(a,b)), parece natural ser o plano
definido por essas retas. Sendo os
vetores

(1,0, fe(a,b)) e (0,1, fy(a,b))
vetores diretores do plano, uma equacao desse plano é

(x,y,2) = (a,b, f(a,b)) + X\(1,0, fu(a,b)) + (0,1, f,(a,b)), \, p€R,

ou ainda

2= f(a,0) + fola,b)(z — a) + fy(a,0)(y — D).
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Interpretemos o plano tangente ao gréafico de f no ponto (a, b, f(a,b))
como sendo o plano que melhor aproxima, num certo sentido, o
grafico de f na vizinhanga de (a, b, f(a,b)).

Dizemos que

f(avb) + fx(a’b)(w - a) + fy(a7 b)(y - b)

corresponde a melhor aproximacao linear de f na vizinhanga de

(a,b) se
lim ‘f(xay) B (f((l, b) + fr(a’vb)(l _ (I) + fv(a’b)(y - b))’ -0
(@,9)—(a.b) I(x,y) = (a,b)] '

Considerando a aplicagéo linear L : R? —; R definida por
L(u1,u2) = fu(a,b)ur + f,(a,b)us, @ expressao anterior escreve-se
como

lim ’f(x,y)—f(a,b)—L(x—a,y—b)‘:O
(@,y)—(a,b) |(z,y) — (a,b)]| ’

donde se conclui de imediato que L = Df(a,b).
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No que se segue D é um aberto de R", a é um pontode D e f é uma
funcao real definida em D.

Teorema: Se f é derivavel em a, entao existem todas as derivadas
parciais de f ema e

Df(a) R® — R
(Ug,...,up) +—— gjl( Yug + - - +68$J;(a)un

Chama-se gradiente de f em a e denota-se por V f(a), ao vetor
of of
Vi(a)= (8:1:1( ), ...,axn(a)) )
Conclui-se de imediato que, se f € derivavel em a, entao

Df(a)(u) =Vf(a)- u
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Exemplo: Consideremos novamente a fungéo

| = se (zy) #(0,0),
f(x’y)_{ 0 se (z,y)=(0,0).

A fung@o f sera derivavel em (0,0) se

|f(x,y) - f(0,0) - Vf(0,0) i (CC,y)|

lim =0.
(2,5)—(0,0) l[(z,9)]|

Ja sabemos que f,(0,0) = f£,(0,0) =0, logo V f(0,0) = (0,0).

Como

Yy
lim I i im &
(@9)=0,0) /22 + 92 (@900 /(22 + y2)3
e este limite ndo existe (verifique!), conclui-se que f nao é derivavel
em (0,0).
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Teorema: Se f é derivavel no ponto a € D, entdo f é continua em
a €D.

Exemplo: Relativamente a fungao anterior, poderiamos ter concluido
que ela ndo é derivavel em (0, 0), porque ja tinhamos verificado
anteriormente que esta fungao nao é continua em (0, 0).

Teorema: Seja f uma fungao cujas derivadas parciais existem e
sdo continuas numa vizinhanga de um ponto a € D. Entdo | é
derivavel em a.

Uma fungéo cujas derivadas parciais existem e sdo continuas diz-se
uma funcéo de classe €.
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Exemplo: Consideremos novamente a fungao do exemplo anterior.
Ja sabemos que:

> existem as derivadas parciais de f em todos os pontos;

> f nao é derivavel em (0,0).
O resultado anterior permite concluir que pelo menos uma das
derivadas parciais 3£ ou 5 é descontinua na origem (verifique!).

Teorema: Se f:D C R™ — R é derivavel em a, entdo f admite
derivada em a segundo qualquer vetor u e

Df(a;u) = Df(a)(u) =Vf(a)- u.

Exemplo: A fungao f(z,y, z) = ze~¥* é de classe ¢!, logo é
derivavel.
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Exemplo: Seja

r+y Se x=y,
f(xvy)Z{
0 se x#uy.

> DF((0,0); (1,1)) = lim LB =IO,

h—0 h
of _ oo f(h,0) = f(0,0)
> 500 = fim e =0
> oy 00 =T =0

Como

Df((0,0); (1, 1)) # V£(0,0) - (1,1),

conclui-se que f nao é derivavel na origem.
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RESuUMO:

a%L- existem e sao continuas numa vizinhanca de a

B e
a funcéo f é derivavel no ponto a e

Df(a)(u)=Vf(a)- u

A exaan
existem as derivadas em a segundo todos os vetores u e

Df(a;u) =Vf(a)- u

A exsa
existem as derivadas parciais no ponto a e

5L(a) = Df(ase;)

fmiranda@math.uminho.pt 18 mif@math.uminho.pt



Derivadas Parciais Derivadas Direcionais Derivada global Derivadas de ordem superior Propriedades das derivadas
00000 000 000000000 e00 0000 00000000000
:

GENERALIZAGAO

Seja D C R™ um aberto e seja f : D — R™ uma fungdo. Diz-se que f
é derivavel ou diferenciavel em a € D, se existir uma aplicagao linear

L:R" - R™
tal que
i 1F@) — fl@) -~ L@—a)| _
z-va R

A esta aplicagao linear, que se existir € Unica, chama-se derivada de
f em a e denota-se por D f(a) ou f'(a).

Teorema: A fungéo f = (f1,..., fm) € derivavel em a se e so se
cada fungdo componente f; é derivavel em a.
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Teorema: Se f = (f1,...,fm) € derivavel em a, entao

Df(a): R — Rm™
g—ﬁ(a) %(a) Uy

Uty oy up) : : :
%(a) %(a) Up

A matriz de D relativamente as bases canénicas de R e R™
chama-se matriz jacobiana de f em a e denota-se por J f(a), i.e.

011 (a) 58 (a)
Jf@=| :
Un(a) ... Yn(a)

Note que a linha i de J f(a) “corresponde” ao vetor gradiente de f;
em a.
fmiranda@math.uminho.pt mif@math.uminho.pt
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Exemplo: Seja

f: R — R?
(x,y) — (e +y,y%z + z,sen(z + y))

Calcular Df(0,0).
» As fungcbes componentes de f

filz,y) =" +y, folz,y) =y’z+ 2, f3(z,y) =sen(z +y)

séo fungoes de classe ¢!, logo f é derivavel em (0, 0).

= Ul

w1 + Uz

Uy + 2ug
U1
2 ]

1
> J£(0,0) [ Zl ] =1
1

> DF(0,0)(ur,u2) = (u1 + 2ug, w1, u1 + us).
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3.4 DERIVADAS PARCIAIS DE ORDEM SUPERIOR

Sejam D C R™ um aberto, a € D e f : D — R uma funcao tal que
existe 2 numa vizinhanga de a.

Se gf admite derivada parcial em ordem a z; em a, diz-se que f tem
uma derivada parcial de segunda ordem em a que se representa por

({)f;gaci(a) OU fee;(@) ou Ox;0xf(a).

- ; 0% f 0% f
E também usual representar m(a) por W(a)'

Note que poderéo existir n? derivadas parciais de segunda ordem.

Indutivamente define-se derivada parcial de ordem k£ como uma
derivada parcial de uma derivada parcial de ordem &k — 1.

Quantas derivadas parciais de ordem k poderdo existir?
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Exemplo: Determine todas as derivadas parciais de 22 ordem da
fungéo f(x,y) = vy + (z + 2y)*:

> g_x:y+2(:c+2y):2x+5y;
> %:x+4(m+2y):5x+8y§
> %:8—(230—#52/): ;

> giyé:ai(&t—i-&l): ;

> 88;82 (%(5:5—#834): ;

> Gzzﬁfx (%(2:E+5y):
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Sejam D C R™ um aberto e f : D — R uma fungao.

» Diz-se que f é de classe ¢, quando existem e sdo continuas
todas as derivadas parciais de ordem menor ou igual a k.

» Uma fungéo f diz-se de classe % se for continua.

» Uma fungéo f diz-se de classe ¥ se f for de classe €%, para
todo k.

(502%12(5222%‘00
Teorema de Schwarz

. - 0*f 0% f
2 _ Cos
Se f é de classe -, entao Gui0z; ~ Ou,0m h,j=1,...,n.

O teorema anterior implica que, se f é de classe ¥, entdo qualquer
permutagao na ordem de derivagao de uma derivada parcial de
ordem menor ou igual a k, conduz ao mesmo resultado.
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Exemplo: Verifigue o Teorema de Schwarz para a fungéo
fla,y) = ze¥ +ya?.
of

0
= =eY+2yz, 8—f = we¥ 4+,
Y

Pf 0
ox

= =eY+2z1.
0xdy x eter

zy(e®—y?)
Exemplo: Seja f(z,y) = { 2?ty? se (z,y) # (0,0),
0 se (z,y) = (0,0).

» fyx(o,o) — }lLll)I}) fy(h10);fy(0f0) — 1

> —n fm(ovh)ffl‘(oxo) = —1.
fzy(o, 0) }ILILI}) 7 1
Esta funcdo possui derivadas de 22 ordem em todos os pontos, mas
Jay(0,0) # fy2(0,0).

Este resultado contraria o Teorema de Schwarz?
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3.5 PROPRIEDADES DAS DERIVADAS

» SejaD CR". Se f: D — R™ é derivavel em a e c € R, entédo
h(x) = cf(x) é derivavelem a e

Dh(a) =cDf(a)
!
Jh(a) =cJf(a)

> Seja D CR". Se f,g: D — R™ sao derivaveis em a, entao
h(xz) = f(x) + g(x) é derivavel em a e

Dh(a) = Df(a) + Dg(a)

7
Jh(a) = Jf(a)+ Jg(a)
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PROPRIEDADES DAS DERIVADAS

» Seja D C R". Se f,g: D — R sao derivaveis em a, entdo
h(z) = f(x)g(x) é derivavelem a e

Dh(a) = g(a)Df(a) + f(a)Dy(a)
!
Vh(a) = g(a)Vf(a) + f(a)Vy(a)

» Seja D CR". Se f,g: D — R sao derivaveis em a € g ndo se
anula em D, entdo h(x) = % é derivavelem a e

g(@)Df(a) - f(a)Dy(a)

Dhla) = 9(a)?
)
g(a)Vf(a) - f(a)Vy(a)
Vila) = g9(a)?
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REGRA DA CADEIA
Sejam g : R* — R? e f : R? — R™ fungdes tais que g € derivavel
em a e f é derivavel em g(a). Entao f o g é derivavel em a e

Dfog(a) = Df(g(a))o Dg(a)
7
Jfog(a)=Jf(g(a))Jg(a)

Exemplo: g: R3 — R? f: R — R
(,y,2) +— (22,7y) (z,y) = 2®+y

fog:R>*—R

Viog(z,y,z) =V flg(x,y,2) gle,y,2) = (2x2* +y,x,22°%)

(2z2 1)<Z . LC)z(Qasz—l—y x 227z)

y = 0
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Observagéo: g:R? — R3 f:R*—R
h=fog

(24) — e (u( ), v(2 ) (2, y)) — o Flua,g), vl ), wlz,y))

Vi(z,y) = Vf(g(z,y)) Jg(z,y)

Vi) = (5 5 L

g(z,y) g(z,y)

)

g(z,y)

)
f(z,y,2) a—i(ﬂi, Y, )
VH(g(x,y)) = Vf(u,v,w) (g_i o %)
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h = flu,v,w), u=u(z,y), v=ov(x,y), w=w(y).
Vh(z,y) = Vf(u,v,w) Jg(z,y)

Oou OJu
dr oy
oh Oh\ _ (of Oof of ov  Ov
(Q 3_y>_<% o 5‘_w> dx  dy
ow Ow
ox dy

oh _ofou ofov, 0f ou
dr Oudxr Ovdr Ow Ox

oh _0fou  0fov  0fou
dy Oudy Ovdy Owdy
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Exemplo: Sejam h(z,y) = f(e 21, e™) e f(u,v) = u? — 3v.

h(xay) = f(u(x,y),v(x,y)), U(Z,y) = efa:er’ U(l’7y) = eV,

oh  9fdu  Af o

> % udr oo
= QU| (—e "HY) — 3ye™
u=e— Tty
= —2e72%H2Y _ 3y,
oh of Ou  Of Ov
o=
dy oudy  Ovdy
= 2u’ ety — 3ge®Y
u=e—o+y

= 2e72%F2Y _ 3¢V,
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:

INTERPRETACAO GEOMETRICA DO GRADIENTE

» Seja f : D C R™ — R uma fungao derivavel tal que V f(xg) # 0.

V f(x¢) aponta na dire¢ao e sentido de crescimento maximo.
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:

» Seja f : D C R™ — R uma fungao derivavel tal que Vf(zy) #0 e
seja X, a hipersuperficie de nivel ¢ de f, isto &,

Y.={xeD: f(x)=c}.

V f(zo) é normal, em x, a hipersuperficie de nivel f(xz) de f.
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:

RETA NORMAL E HIPERPLANO TANGENTE A 3.

Sejam f: D C R®™ — R uma funcéo derivavel, 3. a hipersuperficie
de nivel cde f e xg € ¥, tal que Vf(xy) # 0.

» Uma equagéo da reta normal a . em z, €

Tr =Xy + )\Vf((l)()), AeR.

» Uma equacao do hiperplano tangente a . em xy é

(x — o) - V(o) = 0.
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Exemplo: Determinar uma equagao da reta perpendicular e da reta
tangente a hipérbole y? — 22 = 5 no ponto (2, 3).

A hipérbole ¢é a curva de nivel 5 da fungéo
flz,y) =y — o

e passa em (2,3). Como Vf(2,3) = (—4,6), obtém-se:
> reta perpendicular: (x,y) = (2,3) + A\(—4,6), A € R;

> reta tangente: (z — 2,y —3) - (=4,6) =0 < 3y — 2z = 5.
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Exemplo: Determinar uma equagao do plano tangente a superficie

de equagao z =

e
i no ponto (1,2, £).

Esta superficie € a superficie de nivel 0 da fungao

e(l:
f(@,y,2) =2~ 242
e passa em (1,2, £). Como
2e*x e’ 2e"y
V xv 7Z = o ’ ,1 ’
f(@,y,2) (22 +32)? 224927 (22 4 92)?
obtém-se Vf(1,2,£) = (-3, 4 1).

Plano tangente:

(x—1y—2,2—2) (=3¢ 2 1) =0« 3z +4y + £z = 10.

fmiranda@math.uminho.pt 36 mif@math.uminho.pt



	Derivadas Parciais
	Derivadas Direcionais
	Derivada global
	Derivadas de ordem superior
	Propriedades das derivadas

