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MAXIMOS E MINIMOS
SejaD CR", f:D— Rumafungdoea € D.
Definicao Diz-se que f tem um

» maximo (absoluto) no ponto «a, se f(z) < f(a), Yo € D; 0 ponto
a diz-se ponto de maximo

» minimo (absoluto) no ponto a, se f(x) > f(a), Vz € D; 0 ponto a
diz-se ponto de minimo
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MAXIMOS E MiNIMOS LOCAIS

SejaD CR", f:D— Rumafungdoea € D.

Definicao Diz-se que f tem um
» maximo local ou relativo no ponto a, se existir uma vizinhanga V
de a tal que f(z) < f(a), Ya € V ND; o ponto a diz-se ponto de
maximo local

» minimo local ou relativo no ponto a, se existir uma vizinhanca V'
de a tal que f(x) > f(a), Vo € V N D; o ponto a diz-se ponto de
maximo local
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PONTOS CRIiTICOS

Definicdo Um ponto a € D diz-se um ponto critico de f se Vf(a) =0
ou V f(a) ndo existe.

Exemplos: As fungbes f(z,y) = 222 +y? e g(z,y) = 2% — y? tém um
Unico ponto critico: (0,0).

Como f(x,y) > f(0,0) =0, entdo (0,0) € um ponto de minimo de f.

Como g(x,0) > ¢(0,0) =0, paraz # 0 e (¢(0,y) < g(0,0) = 0, para
y # 0, no ponto critico (0, 0) a fungdo nao tem maximo nem minimo
local.

A
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Definicdo Um ponto critico de uma funcao f diz-se um ponto de sela
se nao € ponto de maximo nem ponto de minimo de f.

Teorema: Sejaf:D Cc R™ — R uma funcédo e a € D. Se:

- f tem um extremo local em a,
- todas as derivadas parciais de f em a existem,

entao a é um ponto critico de f.

Observacao:

> Note-se que o reciproco do resultado anterior nao é valido. Um ponto
interior a pode ser um ponto de sela de f.

» Se a nao for um ponto interior de D, o resultado nao é valido. A fungao
f pode ter um extremo local num ponto que ndo é ponto critico.
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MATRIX HESSIANA

Definicao Seja f : D € R™ — R uma fungao nas variaveis z1, ..., z,,
de classe . A matriz hessiana de f em a € a matrizn x n

Hf(a)

82
m’% (a)

9*f

812 3931

3*f
Oz, 011

(a)

(a)

i
8m1 E)zn (a)
d%f

amg 6:En (a)

%1 (a)

Observacao: A matriz hessiana é uma matriz simétrica. Porqué?

Exemplo: Se f(x,y) = 23y + 2%y + y*, entdo
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TESTE PARA EXTREMOS LOCAIS

Denotemos por Hy, k =1,...,n 0s menores principais de H f(a),

isto é
o 5@ 3R
7'[1‘8332(“) s Ho = 92 92 oees Mo = [Hf(a)
! 3%23];1( ) Té(a)

Teorema: Sejam f: D C R® — R uma fungdo de classe €2 e a € ZOD
um ponto critico de f tal que H,, # 0. Se

» todos os determinantes H, forem positivos, f tem um minimo
local em a;

» 0s determinantes H; tiverem sinais alternados (comegando com
Hi < 0), f tem um maximo local em a;

» nenhuma das situagdes anteriores ocorrer, a é um ponto de sela.
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Corolario:  Sejam f : D c R? — R uma fung¢éo nas variaveis x,y, de

classe ©* e a €D um ponto critico de f tal que |H f(a)| # 0. Se
> |Hf(a)] >0 e fi:(a) >0, entdo tem um minimo local em a;
> |Hf(a)] >0 e fi:(a) <0, entdo f tem um maximo local em a;
> |Hf(a)|] <0, entdo a é um ponto de sela.

Se |H f(a)| = 0 nada se pode concluir a partir do resultado anterior.

Exemplos: Em cada um dos seguintes casos, tem-se |H f(0,0)| = 0:
flz,y) = +y* glw,y) =y* —a*
A
A

(0,0) é um ponto de minimo de f (0,0) é ponto de sela de g
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MAXIMOS E MiNIMOS CONDICIONADOS

Problema: Calcular os maximos e minimos de uma fungao f restrita
a um conjunto S.

Exemplo: Se f(x,y) =222 +y?e S = {(x,y) € R? : 22 + 32 = 1},
entdo f|s atinge o valor maximo 2 nos pontos (0, —1) e (0, 1) e o valor
minimo 1 nos pontos (1,0) e (—1,0).

A

- T

Existéncia de maximo e minimo: Seja D um conjunto fechado e
limitado em R™ e seja f : D — R uma fungéo continua. Entédo existe
maximo e minimo de f.
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MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Teorema de Lagrange Sejam f, g : D C R?> — R fungdes de classe
¢*. Seja a € D um ponto tal que g(a) = ce Vg(a) #0. Se S éa
curva de nivel c da fungéo g e f|5 tem um extremo em a, entio existe
um numero real A tal que

Vf(a) = AVg(a).

O numero A chama-se multiplicador de Lagrange.

O teorema anterior diz que se a € um ponto de extremo de fs, entdo

satisfaz ) )
AOEPYAC)
G @) = A5 (@)
gla)=c
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GEOMETRICAMENTE:

os pontos de extremo de f|s sdo os pontos onde os gradientes de f
e g sao colineares
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GEOMETRICAMENTE:

-
/\

os pontos de extremo de f|s sdo os pontos onde as curvas de nivel
de f sao tangentes a curva de nivel c de g
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O Teorema de Lagrange apenas fornece candidatos a pontos de
extremo de f|5. Se S for fechado e limitado, entéo f|s tem méaximo e
minimo (ver resultado da pagina 9) e os pontos de extremo de f|g
obtém-se avaliando a funcao f nos candidatos obtidos pelo método
dos multiplicadores de Lagrange (MML).

Extremos condicionados de fungbes de mais de duas variaveis
A extensdo método dos multiplicadores de Lagrange a fungoes de n
variaveis é imediata.

Extremos de funcgdes sujeitas a varias restricoes
91(z,y) =c1,92(2,y) = c2. .. g, y) = ck

Vf(a) =MVgi(a) + AVga(a) + -+ A Vgi(a).
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MAXIMOS E MINIMOS ABSOLUTOS EM D

Se f: D C R™ — R é continua e D é um conjunto fechado e limitado,
esta garantida a existéncia de maximo e minimo absolutos em D (ver
resultado da pagina 9).

Estes extremos podem ocorrer no interior ou na fronteira de D. Se
° ~ ~ sy
ocorrem em D, entdo sdo pontos criticos; se ocorrem em 9D, podem
ser obtidos pelo MML.
Calculo dos extremos em D (fechado e limitado)
» calcular os pontos criticos de f; consideram-se apenas os que
estdo em D;

» calcular os pontos de maximo e minimo de f na fronteira, i.e. em
fiops

» calcular o valor de f nesses pontos; o maior deles € o0 maximo; o
menor é o minimo.
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