5.1 INTEGRAIS DUPLOS DEFINIDOS NUM RETANGULO

Seja R C R? um retangulo da forma [a, b] x [¢, d]. Uma particao de R
de ordem n é um conjunto de subretangulos da forma

Rij = [l'ivl'iJrl] X [yj7yj+1]; 7’7.7 = 0,...,TL— 17

onde

a=29g<x1--<xp="> e c=yo <y <yp=d
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Seja R;; um retdngulo da forma [z;, z; 1] X [y;,y,+1] € s€ja ¢;; € Ryj.

Suponhamos que f : R — R é uma fungao limitada.

» A uma soma da forma

n—1
Sp = Z fleij)AzAy.

4,7=0

chama-se soma de Riemann de f.

» Uma fungao f diz-se integravel em R se existir o limite

S = lim S,

n—oo

e este limite for independente da escolha dos pontos c;;. Neste
caso, S escreve-se como

//Rf(x,y)d(x,y) ou //Rf(x,y)dzdy ou //Rf(x,y)dydx



Se f(z,y) > 0, a existéncia de lim,,_,, S,, € a sua independéncia de
c;; tem uma interpretacdo geométrica imediata.

c d
x volume de um paralelepipedo x volume de um paralelepipedo
inscrito - V; circunscrito - Ve

lim V; = lim V,

n—oo n—oo

Volume do sélido limitado pela superficie z = f(x,y)

epelosplanos z =0,z =a,z =b,y=c,y =d



Teorema: Toda a fungdo continua definida num retangulo R é
integravel em R.

Teorema: Se f é uma fungdo limitada num retdngulo R e se o
conjunto de pontos onde f é descontinua forma uma uniéo finita de
graficos de fungées continuas, entdo f é integravel em R.
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PROPRIEDADES

» Se f e g sado fungbes integraveis num retangulo R, entao

/ /R (F9) + 9(a,w) dlay) = [ /R fapde)+ [ /R 9(w,y) d(z, 1)

» Se f éintegravel num retangulo R e ¢ € uma constante, entdo

//R cf(z,y)d(z,y) = C//R fla,y)d(z,y)

» Se f e g sao integraveis num retangulo R e f(z,y) > g(z,y),
entao
[ teiey = [[ gwvdey
JR JJR



» Se f éintegravel num retangulo R, entao |f| é integravelem R e

[ rwmaen| < [[ 1r@iae

» Sejam R, e R, retangulos tais que Int (R1) Nint (Ry) =0 e
R = R1 UR> & um retangulo. Se f é integravel em R, e em Ra,
entdo f éintegravelem R e

//R f(z,y)d(z,y) = /Rl f(z,y) d(x,y)+/R2 f(z,y)d(z,y)

TEOREMA DE FUBINI

Seja f uma fungao continua num retangulo R = [a, b] x [c, d]. Entao

//Rf(x,y)d(xw):/ab/cdf(x,y)dydm:/Cd/abf(m,y)dxdy



