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Justifique, convenientemente, todas as suas respostas.

1. Indique, justificando, se as proposicdes seguintes sdo verdadeiras ou falsas:

a)

b)

d)

2. Considere a funcdo f : D C R? — R? tal que f(z,y) = (

2,2
S = L, entd li ,y) =0;
e [(@,y) = sy entéo N [(%0)

Consideremos o limite ao longo da reta y = x. Como Iim0 f(xz,2) =1+#0, a afirmagdo é FALSA.
Tr—

O plano tangente ao grafico da fun¢do f(z,y) = 22 + (z — 1)y + 3, no ponto (0,1,0), é
paralelo ao plano x +y — z = 2;

Seja « o plano tangente ao gréfico da fun¢do f no ponto (0,1,0) e seja 3 o plano z +y — z = 2.
Notemos que f(0,1) =0e Vf(0,1) = (1,2), logo uma equagdo do plano a é = + 2y — z = 2. O vetor
(1,1,—1) é perpendicular a 3, mas ndo é perpendicular a & uma vez que (1,1,-1) e (1,2, —1) n3o sdo
colineares; logo a afirmacdo é FALSA.

N3o existe uma fungdo f: R? — R tal que fo(7,y) = 22y + v? e fy(z,y) = 3”3—3 + 2y;
Suponhamos que existia uma fungdo f nas condi¢des indicadas. Esta fung¢do seria de classe C*°, uma
vez que as suas derivadas parciais sdo funcdes de classe C'°°. O teorema de Schwarz garantiria ent3o
que foy = fye. Mas foy = 2% +2y e f,, = 2°. Como, em geral, f,, # f,z, ndo existe tal funcio f;
logo a afirmacdo é VERDADEIRA.

Se f,g: R — R sdo funcdes de classe €2 e h(x,y) = f(z + g(y)), entdo %ggy = ‘3—2%.

2 2
=t gw) =9 (@+9) gy =9 W (@ +9@) Gk ="+ 9().
A afirmacao é VERDADEIRA.

1 T+y )
In(1 — a2 — (y+1)2)" [2z| — 1

a) Determine o dominio D da fungdo f e represente-o graficamente.

b)

0.0

-0.5

-2.0

D={(z,y) eR?:In(1—2?>—(y+1)*)#0, 1 —2?> - (y+1)>>0, [2z| — 1 #£0}

Indique a aderéncia e a fronteira de D.
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c)

Indique, justificando, se D é um conjunto aberto.

z o
E um conjunto aberto, porque D= D.



3. Seja f:R? — R tal que f(z,y) = { mz+y2

a)

b)

d)

+2y, se (z,y) #(0,0)
0, se (z,y)=(0,0)
Mostre que a fungdo f é continua em (0,0).

3 2

Y
2 + 12y| < 2 0
i < leyl—5—"— 2 + [2y] < Jay| + | U
Logo, usando o teorema do enquadramento, conclm—se que  lim f(z,y) =0= f(0,0).
(2,y)—(0,0)

Determine V£(0,0) e V£(0,1).
22(0,0) = limy, o LD — g 81(0,0) = lim), o HELLED = 2: jogo V£(0,0) = (0,2).
Se () 2 (0.0), V/(e.9) = (125 ) 1 2 vogo vr0.1) = (1.2)
Calcule D f((0,0); (1,1)).
DF((0,0); (1,1)) = limp,_o LS00 — 5,

Verifique se f é derivavel em (0, 0).
f é derivavel em (0,0) sse

o) — _ o J
PV ) B 0 Ee X0 N R 7 B
(2,9)-(0,0) I(z, y)l| (@.)>(0.0) (22 + y?)2
Como —z¥ ‘ = || (4 ) <|x|e lim |z| =0, conclui-se usando o teorema do enquadramento
(#2+2?) AL z.y)—(0,0)

que a funcio f é derivavel em (0,0).

4. Considere as funcdes f : R? — R e g : R3 — R? tais que

a)

b)

d)

fla,y) =1— "t 4 e g(a,y,2) = (x4 yz,z cos(y? + 42)).

Descreva as curvas de nivel da funcdo f e represente graficamente a curva de nivel que passa
m (0, 2).

2

As curvas de nivel ¢ da fungao f s3o:

— elipses de equagdo 2% +2y> =4 +In(l —¢), parac < 1 — e~ %
- o ponto (0,0), parac =1 —e~%; °
— 0 conjunto vazio, para ¢ > 1 —e 4.

A curva de nivel que passa em (0,2) é a elipse 22 + 2y = 8, corres-

pondente ao nivel ¢ = 1 — e*. -2

Calcule lim T, 2).
(x,y,z)—>(1,2,—l)g( y )

lim r,y,2)=(-1,1
(WZHLL_I)Q( y,z) =(-1,1)

Determine Dg(1,2,—1).

Tl )= 1 z Y
G2 = cos (12 +42) —2wysen (12 +4z) —dwsen [y? + 42]

1 -1 2
Jg(172,—1)—{1 0 0}.

Dg(1,2,-1) : R® — R2, g(x,y,2) = (v — y + 22, 7).
Determine o vetor gradiente de f o g no ponto (1,2, —1).
Vf Og(laza _1) = Vf(g(la27 _1))Jg(la2a _1) = vf(_L 1)‘]g(172a _1)Y
_ _ 1 -1 2 _ _ _
[261 461}|:1 0 0}:[261 —2e! 461],

Vfog(l,2,-1)=(-2,-2%).

Cotacao: 1. 6 valores; 2. 3 valores ; 3. 6 valores ; 4. 5 valores.



