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Exame Completo (Partes 1A e 2A) ] Teste 1 (Partes 1A e 1B) [ ] Teste 2 (Partes 2A e 2B) [ )

Parte 1A

3

Y
— 0,0
1. [4val] Considere a fungao definida por f(z,y) =< x2+ y? se. (@,y) # (0,0)

0 se (x,y) =(0,0)

(a) Mostre que f é continua no ponto (0,0).
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(x7y)gﬂ(070)f(fc,y) 0= £(0,0). Notar que Zrp Vg
(b) Calcule, se existir, ZLZ(O, 0), para v = (v1,v2) € R2\{(0,0)}.
_ 3
9 (0.0) = pim 0 h02) = FO.0) o
v h—0 h vi + V3
(c) Mostre que g‘;(0,0) =0 e 25(0,0) =1.
, . of of
Da alinea anterior, resulta, com v = (1,0), %(0,0) = %(0,0) = 0e com v = (0,1),
of of
20,00 = 0,0 = 1.
o100 =00

(d) Estude a diferenciabilidade de f no ponto (0,0).

A fungado f nao é diferencidvel em (0,0), porque, considerando, por exemplo, v = (1,1), das
alineas (b) e (c), resulta

of of of
%(0,0) %+ vy ax(O’OH"’Q 8y(O,O)
~—— N ,
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2. [2.25 val] Considere a funcdo definida por f(z,y) = 23 + y* — 27z + 32y, (z,y) € R2.

Determine os pontos criticos de f e especifique a sua natureza.

O ponto (—3,—2) é um ponto de sela de f e o ponto (3, —2) é um minimizante local.



3. Sem justificar, indique o valor légico das seguintes proposigoes.
Resposta correta: 0.75 Resposta em branco: 0 Resposta errada: -0.25

Cotacdo minima: 0

(a) Se f:R? — R étalque lim f(z,y) = 2, entdo lim flx,y) =4.
(z,y)—(0,0) (z,y) — (0,0)

y=a°

y+1 sey>ﬂv3

¢ continua no
11—z sey<a®

(b) A funcido f: R? — R definida por f(z,y) = {

ponto (0,0) e descontinua no ponto (1,1).

(c) Sejam f: R? — R e (a,b) € R%. Se gf e gf existem e s@o continuas em (a,b),
€z Y

entdao f é continua em (a,b).

(d) Seja f: R? — R tal que gf(:c,y) =322 +y, gf(x,y) =3zy+1esejag: R — R tal
x y

que g(t) = f(sent,cost). Entao ¢'(0) = 1.

(e) A superficie de nivel 0 da funcio f(z,y,z) = 22 + 2y> — 2z é o gréfico da funcio
F(,y) =22 + 2P,

Parte 2A
1 1
1. [3.5 val] Considere o integral Z = / / cos (y° + 1) dy dz.
0 Jyvz

(a) Esboce o dominio de integracao de Z.

(b) Calcule o valor de Z invertendo a ordem de integragao.

1 y? 1
I= /0 /0 cos(y® + 1) dx dy = g(sen(2) —sen(1)).

2. [2.75 val] Considere o sélido . que é limitado superiormente pela superficie esférica e inferiormente

pela superficie cénica, cujas equacoes sao, respetivamente,

i+ (2-22=4 e 2?4yt =22

Esboce o sdlido . e estabeleca um integral triplo, em coordenadas cilindricas ou esféricas, que

permita determinar o seu volume.

Nao calcule o valor do integral.

2 2 p244/4—p? 2 pm/4  pdcos(e)
vol(.) = /0 /0 / pdzdpdf = /0 /0 /0 r?sen(¢) dr de df
p



3. Sem justificar, indique o valor légico das seguintes proposigoes.

Resposta correta: 0.75 Resposta em branco: 0 Resposta errada: -0.25

Cotacdo minima: 0

(a) A érea da regidao em R? delimitada pelas curvas y = 22 + 4,y =1, 2 =0e 2z =2 ¢
2 x24+4
dada pelo integral / / 1dydx.
0o J1

1 2
(b) Se f é integréavel e f(x,y) > 0 para todo o (z,y) € R?, entéo/ / f(z,y)dydz > 0. []
0o J1

(c) A regido, em coordenadadas cartesianas, {(x, Y eR?: 1<+ 2 <9 A y< 0}

é dada, em coordenadas polares, por {(p,@) c1<p<9 AN <O %7‘(}

(d) Se B = [0,2]x[0,1] x[0, 1], entdo ///Bey d(z,y, 2) = 2(e—1). ]

@ (r0.9) = (2.5.7

u ; denadas esféricas do ponto cuj denadas cart
— sao as coordenadas esféricas do ponto cujas coordenadas carte-
"4 L]
sianas sao (z,y,z) = (1, 1, \/i)

Parte 1B
4. [3.5 val] Determine, se existirem, os seguintes limites:
3_,3 T+Y (9 2 _ 92
(@) lim SV b  lim ST %)
(2.)—(0,0) 427 + 2y? (z.)—(00) sen(z? —y)
23 — o y
(a) Nao existe limite, basta observar que lim o5 =lm—--=0
(z,y) = (0,0) 4a° +2y*  y-0 2
z=0
I x> — y3 I 1 1
(§ 11m —_—— = [1Im - = —
(z,y) — (0,0) 43 +2y> 2504 4
y=0
T+Y (9 2 _ 9 2
b Gm CCTZ) o g gy @Y o0

1m e
(z,y)—(0,0) sen(z? —y) (z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) sen(x? — y)

5. [2.75 val] Considere a funcdo definida por f(x,y) = 4z + 6y, (z,y) € R%.
Use o método dos multiplicadores de Lagrange para determinar os extremos da fungao f restrita ao
conjunto ¢ = {(a:,y) eR?: 22+ 4% = 13}.

Os candidatos a extremantes condicionados resultam apenas dos pontos criticos da funcao de
Lagrange e sao (2,3) para A = 1 e (—2,—3) para A = —1. A funcao f atinge, sobre %, o valor
méximo 26 em (2, 3) e o valor minimo —26 em (—2, —3).



6. Sem justificar, indique o valor légico das seguintes proposigoes.
Resposta correta: 0.75 Resposta em branco: 0 Resposta errada: -0.25

Cotacdo minima: 0

(a) O conjunto A = {(z,y) € R?: 22 +4?> <4 A y >0} é limitado mas nao é aberto.

0%z 02z
(b) Se z(x,t) = sen(x + 2t), tem-se 52 4@.

(c) Se f: R? — R é tal que g‘f(O7 0) = vyv9, para todo o vetor v = (v1, v2) €R?\{(0,0)},

v
entao f é derivavel em (0,0).

(d) Sejam f,g: R2 — R tais que f(1,1) = 1, V£(1,1) = (2,2) e g(z,y) = [f(z,y)]".
Entao, Vg(1,1) = (4,4).

(e) Seja f : R? — R a funcdo definida por f(z,y) = zy +y + 1. O plano tangente ao
grafico de f no ponto (1, 1, 3) passa pela origem.

Parte 2B

1 prV2—a2
4. [3.25 val] Considere o integral J = / / ydydz.
0 Jzx

(a) Esboce a regiao de integracao de J.

(b) Calcule J usando coordenadas polares.

V2 pm/2 )
J = / / p’sen(f)dfdp = =
0 w/4 3

1,0 V&2 4y?
5. [3val] Considere o integral Z = / / / (2% + %) dz dy dz.
—1J—-/1-22 J0

Use coordenadas cilindricas para calcular o valor de Z.
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6. Sem justificar, indique o valor 16gico das seguintes proposigoes.
Resposta correta: 0.75 Resposta em branco: 0 Resposta errada: -0.25

Cotacdo minima: 0

(a) Se f,g: R? — R sdo integraveis e f(z,y) < g(x,y) para todo o (x,y) € R?, entdo

2 r2
/1 /0 [f(z,y) — g(z,y)] dy dz < 0.

(b) Se f:[0,2] x [0,2] — R ¢ integravel, entao

/02/()xf(:v,y)dydx=/02/y2f(:n,y)d:ndy.

(c) Em coordenadas polares, a equacdo da circunferéncia (z — 1)2 +y? =4 é p = 2.
(d) Considere o sélido S = {(z,y,2) € R*: 2% +y* <z <1} e o integral

1 V122 1
I= / / / ldzdydz. O volume de S é igual a 7.
—-1J0 12_;’_3/2

(e) A imagem do conjunto D = {(u, v)ER*: v+u>0,v—u>0, v< 1} segundo

- S . u—+v V—Uu
a transformacao de varidveis definida por =z = ey = 5

2
S={(z,y)eR*: 2>0,y>0, z+y <1}.

é o conjunto



