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Parte 1A

1. [4 val] Considere a função definida por f(x, y) =


y3

x2 + y2
se (x, y) ̸= (0, 0)

0 se (x, y) = (0, 0)

(a) Mostre que f é cont́ınua no ponto (0, 0).

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 = f(0, 0). Notar que
y3

x2 + y2
= y

y2

x2 + y2
.

(b) Calcule, se existir,
∂f

∂v
(0, 0), para v = (v1, v2) ∈ R2\{(0, 0)}.

∂f

∂v
(0, 0) = lim

h→0

f(hv1, hv2)− f(0, 0)

h
= · · · = v32

v21 + v22
.

(c) Mostre que
∂f

∂x
(0, 0) = 0 e

∂f

∂y
(0, 0) = 1.

Da aĺınea anterior, resulta, com v = (1, 0),
∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂v
(0, 0) = 0 e, com v = (0, 1),

∂f

∂y
(0, 0) =

∂f

∂v
(0, 0) = 1.

(d) Estude a diferenciabilidade de f no ponto (0, 0).

A função f não é diferenciável em (0, 0), porque, considerando, por exemplo, v = (1, 1), das
aĺıneas (b) e (c), resulta

∂f

∂v
(0, 0)︸ ︷︷ ︸
1/2

̸= v1
∂f

∂x
(0, 0)︸ ︷︷ ︸
0

+ v2
∂f

∂y
(0, 0)︸ ︷︷ ︸
1

2. [2.25 val] Considere a função definida por f(x, y) = x3 + y4 − 27x+ 32y, (x, y) ∈ R2.

Determine os pontos cŕıticos de f e especifique a sua natureza.

O ponto (−3,−2) é um ponto de sela de f e o ponto (3,−2) é um minimizante local.



3. Sem justificar, indique o valor lógico das seguintes proposições.

Resposta correta: 0.75 Resposta em branco: 0 Resposta errada: -0.25

Cotação ḿınima: 0

V F

(a) Se f : R2 −→ R é tal que lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 2, então lim
(x, y) → (0, 0)

y = x2

f(x, y) = 4.
X

(b) A função f : R2 −→ R definida por f(x, y) =

{
y + 1 se y > x3

1− x se y ≤ x3
é cont́ınua no

ponto (0, 0) e descont́ınua no ponto (1, 1).

X

(c) Sejam f : R2 −→ R e (a, b) ∈ R2. Se
∂f

∂x
e
∂f

∂y
existem e são cont́ınuas em (a, b),

então f é cont́ınua em (a, b).

X

(d) Seja f : R2 → R tal que
∂f

∂x
(x, y) = 3x2 + y,

∂f

∂y
(x, y) = 3xy + 1 e seja g : R → R tal

que g(t) = f(sen t, cos t). Então g′(0) = 1.

X

(e) A superf́ıcie de ńıvel 0 da função f(x, y, z) = x2 + 2y3 − z é o gráfico da função
f(x, y) = x2 + 2y3.

X

Parte 2A

1. [3.5 val] Considere o integral I =

∫ 1

0

∫ 1

√
x
cos (y3 + 1) dy dx.

(a) Esboce o domı́nio de integração de I.
(b) Calcule o valor de I invertendo a ordem de integração.

I =

∫ 1

0

∫ y2

0
cos(y3 + 1) dx dy =

1

3

(
sen(2)− sen(1)

)
.

2. [2.75 val] Considere o sólido S que é limitado superiormente pela superf́ıcie esférica e inferiormente
pela superf́ıcie cónica, cujas equações são, respetivamente,

x2 + y2 + (z − 2)2 = 4 e x2 + y2 = z2.

Esboce o sólido S e estabeleça um integral triplo, em coordenadas ciĺındricas ou esféricas, que
permita determinar o seu volume.

Não calcule o valor do integral.

vol(S ) =

∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ 2+
√

4−ρ2

ρ
ρ dz dρ dθ =

∫ 2π

0

∫ π/4

0

∫ 4 cos(ϕ)

0
r2 sen(ϕ) dr dϕ dθ



3. Sem justificar, indique o valor lógico das seguintes proposições.

Resposta correta: 0.75 Resposta em branco: 0 Resposta errada: -0.25

Cotação ḿınima: 0

V F

(a) A área da região em R2 delimitada pelas curvas y = x2 + 4, y = 1, x = 0 e x = 2 é

dada pelo integral

∫ 2

0

∫ x2+4

1
1 dy dx.

X

(b) Se f é integrável e f(x, y) > 0 para todo o (x, y) ∈ R2, então

∫ 1

0

∫ 2

1
f(x, y) dy dx > 0. X

(c) A região, em coordenadadas cartesianas,
{
(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 9 ∧ y < 0

}
é dada, em coordenadas polares, por

{
(ρ, θ) : 1 ≤ ρ ≤ 9 ∧ π

2 < θ < 3
2π

}
.

X

(d) Se B = [0, 2]×[0, 1]×[0, 1], então

∫∫∫
B
ey d(x, y, z) = 2(e−1). X

(e) (r, θ, ϕ) =
(
2,

π

4
,
π

4

)
são as coordenadas esféricas do ponto cujas coordenadas carte-

sianas são (x, y, z) =
(
1, 1,

√
2
)
.

X

Parte 1B

4. [3.5 val] Determine, se existirem, os seguintes limites:

(a) lim
(x,y)→(0,0)

x3 − y3

4x3 + 2y2
(b) lim

(x,y)→(0,0)

ex+y(2x2 − 2y)

sen(x2 − y)

(a) Não existe limite, basta observar que lim
(x, y) → (0, 0)

x = 0

x3 − y3

4x3 + 2y2
= lim

y→0
−y

2
= 0

e lim
(x, y) → (0, 0)

y = 0

x3 − y3

4x3 + 2y2
= lim

x→0

1

4
=

1

4
.

(b) lim
(x,y)→(0,0)

ex+y(2x2 − 2y)

sen(x2 − y)
= lim

(x,y)→(0,0)
2 ex+y · lim

(x,y)→(0,0)

(x2 − y)

sen(x2 − y)
= 2 e0 ·1 = 2

5. [2.75 val] Considere a função definida por f(x, y) = 4x+ 6y, (x, y) ∈ R2.

Use o método dos multiplicadores de Lagrange para determinar os extremos da função f restrita ao

conjunto C =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 13

}
.

Os candidatos a extremantes condicionados resultam apenas dos pontos cŕıticos da função de
Lagrange e são (2, 3) para λ = 1 e (−2,−3) para λ = −1. A função f atinge, sobre C , o valor
máximo 26 em (2, 3) e o valor mı́nimo −26 em (−2,−3).



6. Sem justificar, indique o valor lógico das seguintes proposições.

Resposta correta: 0.75 Resposta em branco: 0 Resposta errada: -0.25

Cotação ḿınima: 0

V F

(a) O conjunto A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4 ∧ y ≥ 0} é limitado mas não é aberto. X

(b) Se z(x, t) = sen(x+ 2t), tem-se
∂2z

∂t2
= 4

∂2z

∂x2
. X

(c) Se f : R2 −→ R é tal que
∂f

∂v
(0, 0) = v1v2, para todo o vetor v = (v1, v2)∈R2\{(0, 0)},

então f é derivável em (0, 0).
X

(d) Sejam f, g : R2 −→ R tais que f(1, 1) = 1, ∇f(1, 1) = (2, 2) e g(x, y) =
[
f(x, y)

]2
.

Então, ∇g(1, 1) = (4, 4).
X

(e) Seja f : R2 → R a função definida por f(x, y) = xy + y + 1. O plano tangente ao
gráfico de f no ponto (1, 1, 3) passa pela origem.

X

Parte 2B

4. [3.25 val] Considere o integral J =

∫ 1

0

∫ √
2−x2

x
y dy dx.

(a) Esboce a região de integração de J .

(b) Calcule J usando coordenadas polares.

J =

∫ √
2

0

∫ π/2

π/4
ρ2 sen(θ) dθ dρ =

2

3

5. [3 val] Considere o integral I =

∫ 1

−1

∫ 0

−
√
1−x2

∫ √
x2+y2

0
(x2 + y2) dz dy dx.

Use coordenadas ciĺındricas para calcular o valor de I.

I =

∫ 1

0

∫ 2π

π

∫ ρ

0
ρ3 dz dθ dρ =

π

5



6. Sem justificar, indique o valor lógico das seguintes proposições.

Resposta correta: 0.75 Resposta em branco: 0 Resposta errada: -0.25

Cotação ḿınima: 0

V F

(a) Se f, g : R2 −→ R são integráveis e f(x, y) ≤ g(x, y) para todo o (x, y) ∈ R2, então∫ 2

1

∫ 2

0

[
f(x, y)− g(x, y)

]
dy dx ≤ 0.

X

(b) Se f : [0, 2]× [0, 2] −→ R é integrável, então∫ 2

0

∫ x

0
f(x, y) dy dx =

∫ 2

0

∫ 2

y
f(x, y) dx dy.

X

(c) Em coordenadas polares, a equação da circunferência (x− 1)2 + y2 = 4 é ρ = 2. X

(d) Considere o sólido S =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z ≤ 1

}
e o integral

I =

∫ 1

−1

∫ √
1−x2

0

∫ 1

x2+y2
1 dz dy dx. O volume de S é igual a I.

X

(e) A imagem do conjunto D =
{
(u, v)∈R2 : v + u ≥ 0, v − u ≥ 0, v ≤ 1

}
segundo

a transformação de variáveis definida por x =
u+ v

2
e y =

v − u

2
é o conjunto

S=
{
(x, y)∈R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1

}
.

X


