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Em cada uma das questdes seguintes, assinale neste enunciado, a afirmacdo verdadeira; ndo deve
apresentar qualquer justificacio.
Cada resposta certa vale 1 valor e cada resposta errada desconta 0,25 valores.

Questdo 1.  Os pontos criticos da funcdo f (x,y) = x> 4+ 2xy + ° sdo
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o 0e(-12%) o ©o (%

o ©.0e(2-2) o ©o (%
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Questdo 2. Considere a funcdo f(x,y) = —x —xy* + - y2 O ponto (0,0)

@® & um minimizante local de f O & um ponto de sela de f

O

™

um maximizante local de f O n3o é ponto critico de f

Questdo 3. Considere a funcdo f(x,y) = x>+ y*> —5xy e o conjunto C = {(x,y) € R? : x>+ y*> =1}. A funcio
f restrita ao conjunto C

O  tem um valor maximo, mas n3o tem um valor @® tem um valor maximo e tem um valor minimo
minimo

O  n3o tem um valor maximo, mas tem um valor O n3o tem um valor maximo nem tem um valor
minimo minimo

Questdo 4. Sejam f,g : R* - R funcdes de classe €'. Sabe-se que existe minimo de f quando restrita a curva
g(x,y) = 0 e que esse minimo é atingido em pontos do conjunto {P,, P;, P,}. Sabe-se também que

ViP)=G.—1)  VfP)=(1,00 VS(P)=(21)
Ve(P)=(-1,5)  VeP)=0,1) Vg(P)=(-1,-2)

Podemos concluir que o minimo de f é atingido em

o P O PeP o 7 O PeP

Questdo 5. Seja D o quadrado cujos vértices sdo (+a,+a), a > 0. Se I = // xyd(x,y), entdo

1= 2//xydxdy
a a
I=4//xydxdy
0 Jo O
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Quest3do 6. O integral / / f(x,y)dydx pode escrever-se como
0 x2

X 1 B 0 1 1 1
o / / F(x, ) dxdy o / / F(x,y)dxdy+ / / Fx,y) dxdy
-x2Jo -1 —\/—_y 0o Jy

1 \/5 0 1 1 1
o / / Fx.y)dxdy ° / / Fx.y) dxdy+ / / Fx.y)dxdy
-1/ -1y~ o Jy

Questdo 7. O ponto de coordenadas cilindricas (p, 0, z) = <1, %”,1

o (1:3) o (12%) e (BED) o (E3)

> tem coordenadas esféricas (r, 0, ¢)

z4+V/x2+)?

(x2 +y? + 22)3

Questdo 8. Seja ¥V = {(x, y,2)€R3 1 x2+3y? <22, 0<z< 1} el = // d(x,y,z). Entdo
Y

I pode ser escrito em coordenadas esféricas como
2 z 1 2o z !
4 cos ¢ 2 4 cos ¢ 2
@) / / / (sen ¢ cos p+cos” @) drdpdo () / / / (sen ¢ cos p+sen” @) drdpd 0
o Jo Jo o Jo Jo

1 1

z o 2z z
O _/ 4 / / o (cos® psen p+sen’ p)drd0d¢p O / ./ 2 /CM (sen ¢ cos p+sen? ¢) drd pd 0
o Jo Jo o Jo Jo

Responda as seguintes questdes nos espacos indicados, sem apresentar os seus calculos.

Questdo 1. [lvalor] Seja f : R?> — R uma funcio derivavel cujas curvas de nivel ndo vazias sdo circunferéncias
centradas na origem e seja S = {1} X [—1,1]. Sabendo que f(S) =[1,2], f(1,H)=2¢e Vf(1,y) # (0,0),
Vy € R, indique 0 maximo e o minimo de figeas coordenadas dos pontos onde sdo atingidos.

O maximo é 2 e é atingido nos pontos (1,—1) e (1,1). O minimo é 1 e é atingido no ponto (1, 0).

T 2senf
Questdo 2. [1.5 valores] Apresente um esboco da regido cuja area é dada pelo integral/ / pdpdo.
= Jo
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Questdo 3. [1.5 valores] O volume do sélido cénico delimitado pelas superficies z> = 4 e z2 = y* + x? pode
exprimir-se, em coordenadas cilindricas, pela expressdo integral

2 2 2 2 2z —p 2 2z 2
/ / / pddedp+/ / / pdzd&dp=2/ / / pdzdOdp.
o Jo p o Jo -2 o Jo p

Questdo 4. [2 valores ] Considere a regido R do espaco que se encontra no interior do cilindro x> +y?> =1 e
é limitada pelos paraboloides z = x* + y? e z = —(x?> + y?). Exprima o volume desta regio:

1 2 1 V1-x2
a) usando integrais duplos: / / 2p°d0dp = / / 2(x*> +y*)dydx.
o Jo -1J-V1-x2

1 2 p? 1 2z p?
b) usando integrais triplos (coordenadas cilindricas): / / / pdzd0dp = 2/ / / pdzdOdp
o Jo J-p o Jo Jo

As respostas as questdes deste grupo devem ser convenientemente justificadas.

Questdo 1. [3 valores|] Determine e classifique os pontos criticos da funcdo f(x,y) = 3xy — x> — ).
A funcdo f é de classe € logo os pontos criticos de f sdo pontos onde o vetor gradiente de f se anula.
Vf(x,y) = (3y—3x2,3x = 3y%).
Vi) =(0,0)xy)=(0,0V(y=(11.

A matriz hessiana de f em cada ponto (x,y) € R? é <—§x _2)}) .

det Hess f(0,0) = =9 < 0, logo (0,0) & ponto de sela.

Hess f(1,1) = <_36 —36> e o seu determinante é 27 > 0, logo (1,1) é ponto de maximo, uma vez que
[ (1, ) ==6<0.

Questdo 2. [3 valores] Considere a regido D = {(x, yeER2:y>x2-1,y<1-x,y<x+ 1}.

a) Esboce a regido D.

b) Calcule a area de D usando integrais duplos.

3 0 pl4x 1 pl-x
Area deD:/ / dydx+/ / dydx
-1 Jx2-1 0 Jx2-1
0 14+x 0
=2/ / dydx=2/ (2+x—x2)dx
-1 Jx2—1 -1

_7
3

— 0ou —

~ 0 Vy+l 1 1-y
Area deDz/ / dxdy+/ / dxdy
-1J—/y+1 0 Jy-1
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