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Propriedades do Integral Definido/de Riemann

@ Para cada particdo P de [a, b], tem-se

b
Li(P) g/ F(x) dx < Us(P)

@ [Aditividade]: Sejam f limitada em [a, b] e c€]a, b[.

Ent3o f é integravel em [a, b] se e s6 se f for integrdvel separadamente em [a, c] e [c, b],

tendo-se b b
/‘;J f(x) dx :/: f(x) dx +/C f(x) dx.

@ Estabelece-se, no [intervalo de amplitude zero], que
a
° / f(x)dx =0, paraqualquer a€ R
a
@ Por conveng3o, estabelece-se ainda a [ordem de integragio]
a b
° / f(x)dx = —/ f(x)dx, para quaisquer a,b € R
b a
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b b
/ kf(x)dx = k/ f(x)dx, para qualquer k € R.

/ab [f(x) £g(x)] dx = Lb f(x) dxj:/abg(x) dx.

Se f tem um mdximo M e um minimo m, em [a, b], ent3o

m(ba)g/bf(x)dxgl\/l(ba).

[Monotonicidade]: Se f e g sdo integraveis em [a, b] e
g(x) < f(x), Vx € [a, b], entdo

/abg(x)dxg/abf(x)dx.

b
em particular, se Vx € [a, b], f(x) > 0; entdo / f(x)dx > 0.

a

Se f é integrdvel em [a, b], entdo a funcdo |f| é integrdvel em [a, b] e

/ab f(x)dx
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Exercicio: Estabeleca a devida correspondéncia entre algumas das propriedades enunciadas e as interpretagcdes geométricas:

¥y =2f(x)

¥y =)

y=f()+ glx)

y=f

X

0l a b
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max f
~/\[\ y=fx)
min f

ol a b
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Teoremas

© Se f é continua em [a, b] ou aqui tem, quando muito, um ndmero
finito de decontinuidades de salto, entdo

b
/f(x)dx existe e f éintegrdvel em [a,b].
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Teoremas

© Se f é continua em [a, b] ou aqui tem, quando muito, um ndmero
finito de decontinuidades de salto, entdo

b
/f(x)dx existe e f éintegrdvel em [a,b].

@ Se f é limitada em [a, b], anulando-se em todos os pontos de [a, b]
exceto, eventualmente, num nimero finito de pontos de [a, b], entdo

/abf(x) dx = 0.
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Teoremas

© Se f é continua em [a, b] ou aqui tem, quando muito, um ndmero
finito de decontinuidades de salto, entdo

b
/f(x)dx existe e f éintegrdvel em [a,b].

@ Se f é limitada em [a, b], anulando-se em todos os pontos de [a, b]
exceto, eventualmente, num nimero finito de pontos de [a, b], entdo

/abf(x) dx = 0.

© Se f éintegrdvel em [a, b] e g é uma fungdo que difere de f apenas
num nidmero finito de pontos [a, b], entdo

/a i g(x)dx = / ’ F(x) dx.
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Exercicios: Prove, por definicdo de integral de Riemann, que

@ A fungdo de Dirichlet ndo € integravel em intervalo [a, b] C R

algum.

@ Sevxclab] f(x)=a;entio
/ab F(x)dx = a(b— a)
@ Sevxc[0.b], f(x) = x entdo
/Ob f(x)dx = %(E)

b
Observagado: O calculo de / f(x) dx por defini¢do ou a partir da desigualdade L¢(P) < I < Uf(P) é, geralmente,
a

trabalhosa/complicada.

E. Ralha (DMat) Calculo Integral em R LEInf 202324

7/17



Seja f integravel em [a, b].

O valor médio de f em [a, b] é

X=a

b—a

b
v () = Jrma T0) 9
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Seja f integravel em [a, b].

O valor médio de f em [a, b] é

X=a

b—a

b
v () = Jrma T0) 9

v @ Exercicio Calcule-se o valor médio da
fung3o, real de varidvel real, definida no
intervalo [—2, 2] por

f(x) =V4—x2.
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Seja f integravel em [a, b].

O valor médio de f em [a, b] é

fxb:a f(x) dx

vm (f) == b2

v @ Exercicio Calcule-se o valor médio da
fung3o, real de varidvel real, definida no
intervalo [—2, 2] por

f(x) =V4—x2.

o a e b

Observacdo: O ponto ¢ ndo é necessariamente o ponto médio do intrevalo [a, b], nem é necessariamente tnico. A f(c)

chamamos valor médio da funcéo f, em [a, b].

E. Ralha (DMat) Calculo Integral em R LEInf 2023'24 8/17



PROBLEMA': sobre a noc¢do intuitiva de area de uma regido plana

Sendo f : [a, b] C R — R, neste caso com f(x) > 0, Vx € [a, b],

Que nimero representa a drea de D?

(D ¢é a regio do plano delimitada superiormente pelo grafico da funcdo f : [a, ] — R, inferiormente pelo eixo das abcissas e

lateralmente pelas retas verticais definidas por x = a e x = b).

Um outro problema cldssico, na interpretagcdo geométrica do integral definido, é o de VIsuallzar/Ier a dlstancm percorrida
por um mével, em um gréfico de velocidades. ] = E DA™
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Em geral,

@ Se f e g sdo continuas em [a, b] e f(x) > g(x) para todo o x € [a, b] entdo a drea da
regido limitada pelos grifico de f e g entre ae b é

b
drea = /:a [f(x) — g(x)] dx.

Exercicio:: Calcular a drea da figura delimitada pelo grafico da fungdo f, real de varidvel real,

definida em [—1,2] por f(x) = x3 — x? — 2x e o eixo das abcissas.
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Seja S um sdlido com sec¢des planas —definidas por A(x)— paralelas integraveis... em [a, b].

O volume de S, com sec¢des planas de drea integrvel é em [a, b] é

b
V(S) = /:a A(x) dx

Z)

A0 ,,
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Seja S um sdlido com sec¢des planas —definidas por A(x)— paralelas integraveis... em [a, b].

O volume de S, com secgdes planas de area integravel é em [a, b] é

(*] @ Exerciciol Calcule-se o volume de uma
pirdmide de base quadrada (de lado 3)

z
1 e altura 6.

@ Exercicio2— Sélidos de Revolugao
Calcule-se o volume de uma esfera
gerada pela rotagdo da circunferéncia

/ a b definida por x? + y?2 = R?, em torno do

eixo das abcissas.
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Comprimento de curva

Sejam
@ f de classe C! em [a, b]; y
@ P uma parti¢do de [a, b]: 7(b)

a=x)<x1 << Xp1 < Xn=b;
@ Py o ponto de coordenadas

(x> ()
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Comprimento de curva

Sejam
@ f de classe C! em [a, b]; A

@ P uma parti¢do de [a, b]: 7(b)
a=x)<x1 << Xp1 < Xn=b;
@ Py o ponto de coordenadas

(x> ()

@ A medida do comprimento da linha poligonal definida pelos pontos P, é a soma da
medida dos comprimentos dos segmentos de reta Py Py, isto é

n—1 n—1
S PP = >/ Icer — ad? + [Frn) — FO)P2.
k=0 k=0
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@ Pelo teorema do valor médio de Lagrange, existe xx € |xk, Xk+1[ tal
que
f(xk1) — FOx) = £/ (%) (k1 — xx)

pelo que

D = xk]? + [F (ki) = FO)I = P = xa]? + [F(3) Ok — xi0)]
= (a1 — x0)? (1 + [/ (3)]%)-
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@ Pelo teorema do valor médio de Lagrange, existe xx € |xk, Xk+1[ tal
que
f(xk1) — FOx) = £/ (%) (k1 — xx)

pelo que

D = xk]? + [F (ki) = FO)I = P = xa]? + [F(3) Ok — xi0)]
= (a1 — x0)? (1 + [/ (3)]%)-

@ Assim,

n—1 n—1
S PP = 3y (s — %02+ [F(R)P)
k=0 k=0

n—1
= T+ PR (xer1 — %)
k=0
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@ Mas
n—1
D T+ (F(R))? Gerr — )
k=0

¢ a soma de Riemann para a funcio

g(x) =1+ [F(X)*
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@ Mas
n—1
D T+ (F(R))? Gerr — )
k=0

¢ a soma de Riemann para a funcio

g(x) =1+ [F(X)*

@ A fungdo g(x) = /1 + [f’(x)]? é continua logo integrdvel.
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@ Mas
n—1
>+ (PG (e = %)
k=0

¢ a soma de Riemann para a funcio

g(x) =1+ [F(X)*

@ A fungdo g(x) = /1 + [f’(x)]? é continua logo integrdvel.

@ Fazendo n — oo, a medida do comprimento da linha poligonal (soma
de Riemann) tende para a medida do comprimento da curva
(integral).
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o [Comprimento de uma curva]

Seja f de classe C! em [a, b]. A medida do comprimento L da
curva definida pelo grafico de f do ponto (a, f(a)) ao ponto

(b, f(b)) é dado por

L:/: JIF PP dx.
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Exemplos

e Calcular a medida do comprimento do grafico da funcao
f(x)=(x—1)*?  quando x€[1,2]
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Exemplos

e Calcular a medida do comprimento do grafico da funcao
f(x)=(x—1)*?  quando x€[1,2]

Tem-se

x — 1. w12

f(x) =

N w

Com x — 1 > 0 para x € [1,2] vem

\ 1+ [ (x)2 = —Vx—=1

= -VOx -5
2

Assim,

2 21 12 2 13V/13-38
L:/ 1+ ()12 d :/ SVox —Bdx = — = (9x — 5)¥/2T = X277 & 1.4307.
1 12 183 1 27
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Exemplos

e Calcular a medida do comprimento do grafico da funcao
f(x)=(x—1)*?  quando x€[1,2]

Tem-se

f(x) =

N w

Com x — 1 > 0 para x € [1,2] vem

\ 1+ [ (x)2 = —Vx—=1

= -VOx -5
2

Assim,

2 21 12 2
L= FFORd= | =vox=5dx = — = (9x — 5)3/2|" =
/1./1+[ ] /1 VO —Sdx= —~(%x —5) N

-2

13V13 — 8
27

~ 1.4397.

@ Qual o comprimento de uma circunferéncia de raio r?
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Limites, distancias, trabalho, momentos...

1 2 -1
@ Exercicio: Calcule lim (— 4+ — 4+ ..+ n )
n—s+oo \ n2?
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Limites, distancias, trabalho, momentos...

1 2 -1
@ Exercicio: Calcule lim — 4+ —=4+...+ n
n—-+o00 n2 n2 n2

@ Exercicio: Qual a distancia percorrida por um objeto em movimento, com uma " fun¢do”
velocidade conhecida e durante um dado intervalo de tempo?
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Limites, distancias, trabalho, momentos...

1 2 -1
@ Exercicio: Calcule lim — 4+ —=4+...+ n
n—-+o00 n2 n2 n2

@ Exercicio: Qual a distancia percorrida por um objeto em movimento, com uma "fung¢do’
velocidade conhecida e durante um dado intervalo de tempo?

@ Exercicio: Sejam C o custo didrio de aquecimento de uma residéncia e t o tempo
(contado em dias a partir de 1 de janeiro de 2017). Como interpretar

90 1 90
C(t)dt e — C(t)dt 7?
t=0 90 Ji=0
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