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Exemplos:: 0,3333333... & al.

1
@ 0,3333333... é uma expansdo decimal que representa g; isto é,

1 3 3 3 3,
3710 100 1000 10000
@ In27? 1 1 1
n2=1—2+4-—=+...
2+3 4+
o 7
4
™
I _q1_Z4Z2_Z
4 3" *

@ Mas também [sen x]?

A soma de um nimero infinito de nidmeros, pode ser finita!
Mas nem todas as somas com um ndmero infinito de parcelas, s3o finitas... Por exemplo:

14+14+1+1+- oy 1—141—1+---

E Importante saber 'somar’ um nimero infinito de parcelas!
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Sucessao: defini¢cdes, terminologia e notagdes

@ [Sucessdo de niimeros reais] Uma sucessdo de nimeros reais é uma fun¢do
real de varidvel natural, isto é, definida de N em R.

Escreve-se:
v: N — R

n ~ u(n)=u,
onde

e A imagem de n € N, por u, se representa, habitualmente, por u, e
designa-se termo de ordem n ou termo geral da sucessdo.

ta

@ Os ndmeros reais uj, Uy, u3, . .. designam-se, respetivamente, primeiro termo da sucessio,
segundo termo, terceiro termo, etc.

@ As sucessées podem representar-se geometricamente, como pontos na reta real ou como
pontos, num referencial cartesiano, onde no eixo das abcissas se indica a ordem do termo
(n) e no eixo vertical se indica a sua imagem, a.
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Progressoes:: casos particulares de sucessGes onde

@ [Progressdo aritmética] Uma progressdo aritmética de razdo r e primeiro
termo a (com r € R\{0} e a € R) é a sucessdo de niimeros reais definida
por

u,=a+ (n—1)r, paraqualquerneN
O primeiro termo é u; = a, o segundo é u, = a+ r, o terceiro é u3 = a+2r, - --
ou seja, € constante —e igual a razao r—
a diferenca entre cada termo e o que o precede.

@ [Progressdo geométrica] Uma progressdo geométrica de razdo r e primeiro

termo a (com r € R e a € R\{0}) é a sucessdo de nimeros reais definida
por
1

u, =ar" ", para qualquern € N
O primeiro termo é u; = a, o segundo é up = ar, o terceiro é us = ar?, ---; ou
seja, é constante —e igual a razdo r—
0 quociente entre cada termo e o que o precede.
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Exemplos

© Qual a soma dos n primeiros termos de uma progressdo aritmética?

n
ZUI_E U1+Un)

@ Qual a soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica?

n 1—r”

— ser#1
E uj = “ 1—r 7
i— n.uq ser=1
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Sucessdo monétona e sucessdo limitada

Seja u uma sucessdo de nimeros reais

@ [Sucessdo mondétona] Diz-se que u é

@ crescente quando é positiva a diferenca entre qualquer termo e o que o
precede, isto é,
Un+1 > Up, VneN

@ decrescente quando é negativa a diferenca entre qualquer termo e o que o
precede, isto é,
Un+1 < Up, VneN

e mondtona se for decrescente ou crescente

@ [Sucessdo limitada] Diz-se que u é limitada quando existir um ndmero
real positivo M tal que

lup| < M, VneN
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Exercicios

© A sucessdo definida por u, = 2n é crescente e n3o é limitada.

. 1, L
@ A sucessdo definida por u, = — é decrescente e é limitada.
n
- - 2n+1 , L
© A sucessio definida por u, = 1 é crescente e € limitada.
n

© A sucessido definida por u, = (—1)" n3o é mondtona e é limitada.
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Sucessdo Convergente

@ [Limite de uma sucess3o| Diz-se que o limite da sucessdo de ndmeros reais u
€ o nuimero real ¢
e escreve-se
lim wu,=/¢ ou limu,=¥¢ ou u, — /¢
n—->- 400 n

quando (por definicdo)

V6 >0,3np €N:n>ng = |u, — 4| <9

o Neste caso, diz-se que a sucessdo u é uma sucess3o convergente.

e Uma sucessdo que ndo é convergente diz-se divergente.

E. Ralha (DMat) Séries Numéricas LEInf 202324 9/38



o [Propriedades das sucessdes convergentes]

@ O limite de uma sucessdo, quando existe, é (nico.

© Qualquer sucessdo constante é convergente: tem por limite a prépria
constante, isto é
limk = k, vk € R
n

© Qualquer a sucessdo mondtona e limitada € convergente.

© E vilida a "aritmética” de limites.
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Aritmética dos Limites:: Quando u, v e w s3o sucessdes convergentes,

ot ) = i (un) i (v0)
nl:Too(un ' Vn) - nl:Too(un) ' n—II>Too(V”)
U lim (u,)
se lim (va)#0e vy #0,Vn €N, entdo lim 0 = "7 2
n—+o00 n—+00 v, lim (vn)
n—+o00o

se f é uma fungdo, real de varidvel real, continua em lim (u,), entdo

n——+oo
lim f(u,) = f( lim (u,,))
n—+o00 n—+o00
Q se lim f(x)=¢, entdo lim f(n)=1¢
X—>+00 n—+00
se , para qualquer n > ng, up, < v, <w,e lim u,= lim w,=1/ entdo
n—-+o00 n—-+o0o
lim v,=1/¢
n—+o00
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Exercicios

@ A sucessio definida por u,

@ A sucessdo definida por u,

limu, =0.
n

© A sucessio definida por u,
@ A sucessdo definida por u,

© A sucessdo definida por u,

E. Ralha (DMat)

= 2n é divergente.

1
n

2n—i_léco ergente, para 2
= nvergente, para 2.
n+1 & P

= (—1)" é divergente.

Inn
= —— é convergente, para zero.
n
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Outros limites 'comuns’

Teorema (Alguns Limites de Sucessdes)

@ Iim " _o

n—+oco N

@ I|im Vn=1.
n—+o00

. 1

lim x» =1, x > 0.
n—+o00

lim x"=0, x| < 1.
n—-+o0o

lim @+f):&, x €R.
n——+o0o n

n

lim — =0, x € R.

n—+oco nl

© 06 © ©o

E. Ralha (DMat) Séries Numéricas LEInf 2023'24 13/38



Sucessdes definidas recursivamente

@ Uma sucess3o diz-se definida recursivamente, quando sdo conhecidos

@ o primeiro, ou primeiros, termos &

@ uma 'lei’, dita férmula recursiva, que permite calcular um termo
posterior, a custa dos que o precedem

Exemplos:: Considere a sucessdo definida recursivamente por

Q@ as=lea,=a,1+1,Vn>1.
Quu=1w=1leu,=uUp 1+ Up_5¥Yn>3 (dita sucess3o de Fibonacci).
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Séries numéricas

Paradoxo de Aquiles e da tartaruga

Aquiles, o heréi mais veloz da mitologia grega, entra numa corrida contra
uma lenta tartaruga.

Uma vez que a velocidade de Aquiles é assumidamente superior a da
tartaruga, esta recebe uma vantagem, comegando a corrida dez metros
a sua frente.

Em pouco tempo Aquiles atinge a marca dos 10m, mas neste intervalo
de tempo a tartaruga ja caminhou 1m. Em seguida, Aquiles percorre
esse metro adicional, mas a tartaruga ja la ndo estd, pois percorreu mais
1/10 de metro.

Quando Aquiles cobre este 1/10 de metro adicional, a tartaruga estd
1/100 de metro a frente. E depois, 1/1000 a frente, e depois 1/10.000,
etc., etc..
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Como pdde Aquiles vencer a tartaruga?

@ Aguiles teria pela frente uma missdo IMPOSSIVEL porque teria que percorrer um nimero INFINITO de espagos, num

periodo de tempo finito.

@ O argumento de que Aquiles é mais veloz do que a tartaruga sé serve para a justificacio de que os espacos que o
separam da tartaruga sdo, cada vez, mais pequenos.

e Qual o espaco percorrido pela tartaruga?

1 1 1 1 RE |
14— 4 = 4= 4= ... =_N_
Tt Tt T T ; 1071

e Qual o espaco percorrido por Aquiles?

104 1 s+ o by oy —10++§L
10 100 107-1 107 B £~ 10n-1

@ Apesar de sabermos adicionar 2 niimeros, 3 nimeros, um bilido de nimeros ou
qualquer ndmero finito de niimeros, tal conhecimento NAQO nos permite adicionar
um ndmero infinito de nimeros...
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'Somas Parciais’

Como temos um nimero INFINITO de termos, ndo podemos simplesmente ir somando 1 termo
a espera de perceber qual o resultado...

Mas podemos procurar um 'padrdo’ nessas somas parciais.
Por exemplo, o espago percorrido pela 'tartaruga’ teria sido:

Somas Parciais [ Valor ] Padrao
Primeira s1=1 1
Segunda s2=1+ % % =11
Terceira S3:1+%0+W10 % =111
10 1
&si =1+t 4+ L4 4L 1, 11...1 —(1-
n-ésima Sn +i5 Tt T o (nij1s 9 107
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Séries Numéricas

@ A partir de uma sucessdo u de nimeros reais, forme-se uma outra sucessio s
—dita das somas parciais— do seguinte modo:

1
51 =U = E Uk
k=1

2
SH=u1+ U= E Uy
k=1

n
Sn:u1+u2+"'+un:§ Uy
k=1
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@ O termo geral da sucessdo s, das somas parciais, €

n

Shp = E Uk

k=1
“+o00
@ [Série numérica convergente] A série numérica E uy diz-se
k=1

convergente quando a respetiva sucessdo das somas parciais for
convergente, isto é, for tal que

dSeR : S=lims,
n

o Escreve-se, ent3o
“+oo
S = E Uk
k=1
e diz-se que S é a soma da série.
“+oo
e Se a série E ux nao é convergente, diz-se que ela é divergente
k=1
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+oo n

E uy define-se como |im g Uy
n—+o00o

k=1 k=1

+o0 n
o N3o se confunde uma série E uy com o termo geral da sucessdo das somas parciais s, = 2 uy; tdo pouco se
k=1 k=1

confunde a sucessdo u com a sucessdo s (das respetivas somas parciais).

+oo

@ A sucessdo u diz-se a sucessio geradora da série E Uk.
k=1

© [Notagdes] A série de nlimeros reais representa-se por

+o0
E Unp, ou E Up, ou E Up, ou E Up.
n=1 n

n>1 neN

0 Ha também séries cuja sucessdo geradora tem dominio Ny ou tem dominio {n € N : n > ng}, sendo ny € Np. Nestes
casos escrever-se-a

+o0 +oo
Z u, ou Z up e Z u, ou Z up.
n=0

n>0 n=ng n>ng
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Exemplo

+o0

. 1 ) . .
O A Série ———, descrita no paradoxo de Aquiles e a Tartaruga, é
10n—1
n=1

convergente.
~ , 1
e O termo geral da sucessdo geradora é u, = Ton 1
e O termo geral da sucessdo das somas parciais é
n
14 L + L + L +---+ = E -

S, = J— _ _ oo _ = JR—

" 10 102 103 1071 £~ 10k1
-] Tem-Se soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica.

1

1— —
1—1r" 10n 10 1 10
n = =1. =—(1- — —
= 1 "7 ( 1o"> 9
10

—+o00

e Logo a série ; Ton T converge e a sua soma ¢ 9
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Problema:: Paradoxo de Aquiles e a tartaruga

@ O espaco percorrido pela tartaruga é

1 1
14+ — 4+ —— e = =3
+10+100+ +0"1 E:O”1

e o espaco percorrido por Aquiles é

1 1 1 X 1 10 100
10 - ...=10 — =10+ — = —
1t 10+ 100+ o 10"Jr +;10H +

o Logo, Aquiles vence a tartaruga.
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Exercicios

. N 4 1
@ Relativamente a série E -
n

n>1

- 1
e termo geral da sucessdo geradora u, = —
n

e sucessiao das somas parciais

s1=u =1,

1
52_U1+U2=1+§;

s,,:u1+u2+---+u,,:1+1+---+1
2 n
o Neste caso (como de resto na maioria dos casos com que somos confrontados), N30 Nos € facil
estudar a convergéncia da série a partir da defini¢c3do, isto é, recorrendo
3 sucessao das suas somas parciais.
Conjecture: E se esta série descrevesse a corrida entre Aquiles e a tartaruga?
@ Exprima a dizima (infinita, mas periédica) 5,232323..., na forma de uma razdo entre dois

ndmeros naturais.
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Condicdo necessdria de convergéncia

@ [Condigdo necessdria de convergéncia| Se a série E u, é convergente
n>1
entao
limu, = 0.
n

o [Condicdo suficiente de divergéncia] Se a sucessdo u n3o tem limite

ou se limu, = /¢, com ¢ # 0, entdo a série E u, é divergente.
n
n>1
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O Teste do n-ésimo termo

@ Se g u, converge, entdo lim u, =0.

n——-oco
n>1
e Se lim u, #0, entdo g u, diverge.
n—+-00
n>1
@ Se lim u, =0, o teste é inconclusivo; isto ¢, a série podera
n——+00

convergir ou ndo (impde-se uma outra anélise da série).

E. Ralha (DMat) Séries Numéricas LEInf 2023'24 26 /38



Exemplo

Estudar a natureza da série g n.
n>1
@ O termo geral da sucessdo geradora é u, = n — +00
ou

@ Tratando-se de uma progressdo aritmética, sabemos que termo geral da sucessdo
das somas parciais é

$n=1+2+3+--~+n:(1+n)g—>+oo

Oou

@ Tem-se ainda que

s >1+1+14---+1l=nx1=n— 4

n parcelas

Logo a série Z n é divergente.

n>1
Observacdo: Isto significa, por exemplo, que se Aquiles tivesse que percorrer estes espagos —cada vez maiores— jamais teria

alcangado a tartaruga.
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Exemplo & Exercicio

n
Q A série Z é divergente.
= n+1

Basta notar que
n
lim—— =1+#0.
|,r1n n+1 a

) 1, . .
Q A série —— ¢é divergente no entanto lim
g
n>1 ﬁ "

Sl-
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Propriedades das séries numéricas

[Propriedade 1] Se Z up tem por soma S e Z v, tem por soma T entdo
n>1 n>1

° Z(u,, + v,) converge e tem por soma S + T;
n>1

° E « u, converge e tem por soma a S , Vo € R.
n>1

[Propriedade 2] Se a série Z up diverge entdo, dado a € R\ {0}, a série
n>1

E a u, também diverge.
n>1
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[Propriedade 3] Se a série g u, converge e a série g v, diverge entdo a
n>1 n>1

série Z(un + v,) diverge.
n>1

[Propriedade 4] Se as sucessdes u e v diferem, quando muito, num ndmero
finito de termos entdo tém a mesma natureza.

Isto é, [Propriedade 4'] A natureza de uma série (convergéncia vs. divergéncia) n3o se
altera quando se adiciona e/ou se subtrai um ndmero finito de termos.
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Exemplo

© Averiguar a natureza da série

3n71 _ 2n71
—
n>1 6
o Note-se que
3n—1 _ 2n—1 3n—1 2n—1 1 1
6n—1 = 6n—1 - 6n—1 = on—1 - 3n—1'
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Observacio

@ Se as séries E u, e E v, forem divergentes nada se pode concluir quanto
n>1 n>1
a convergéncia da série

Z(un + Vp).

n>1
o As séries
1 -1 1 1
Z - ez il divergem e Z (n T 1) converge.
n>1 n>1 n>1
o As séries
1 1 1 1
Z - ez o divergem e Z (n + Py 2) diverge.
n>1 n>1 n>1
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Série geométrica

@ Chama-se série geométrica de razdo r a uma série cuja forma geral é

Zr”_l, reR.

n>1

e A sucessdo geradora, u, é definida por u, = rn—1

o A sucessdo das somas parciais, s , é definida por

n, se r=1;
2 3 -1
Sp=14r+r4+r+-.-+r"" "= 1_,m
, se r#1.
1—r
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@ Sendo

n, se r=1,

Sp = 1—r"
1.
1=, ¢ r#

e Se r =1 a série diverge.
De facto u, =1e€ lim u, =1#0.
n—o0o
e Se r = —1 a série diverge.

De facto u, = (—1)""' e lim u, ndo existe.

n— oo

e Se r > 1 a série diverge.
1

. . 1
e lim u, = lim r"" — 400 #0.
n—oo n— oo

Temos u, = r"~

e Se r < —1 a série diverge.

mos u, = r"” nao exi im u,.
Temos "1 & n3o existe |
n—oo

e Se —1 < r <1 a série converge e tem por soma 1 :
—r
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@ [Série geométrica I] A série geométrica de razdo r definida por

Zr"‘l, reR

n>1

é convergente se e s6 se |r| < 1. Neste caso, a sua soma é

@ [Série geométrica 1] A série geométrica de primeiro termo a € R\ {0} e
razdo r definida por
Z ar" 1, reR
n>1

é convergente se e s se |r| < 1. Neste caso, a sua soma é
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Série harmonica

A convergéncia de séries numéricas explica muitos dos fenémenos que observamos no
mundo (e ndo sé o caso de que Aquiles, sendo um corredor mais veloz, ultrapassa a

tartaruga). Qualquer distancia, tempo ou for¢ca se pode decompdr em um dmero infinito
de porgdes que, em certos casos, podemos abordar como finitos mas cujo entendimento

ndo pdra de nos surpreender...
@ Chama-se série harmdnica a série definida por
>,
n
n>1

e da qual faldmos em um dos exemplos anteriores.
Pois bem: n3o se trata, somente, de “ir percorrendo espacos cada vez
mais pequenos’. Na verdade,

° a série harmadnica é divergente.
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Série de Riemann

@ Chama-se série de Riemann de expoente r a uma série definida por'

Z%, r>0.

n>1

- , . 1
e A sucessdo geradora, u , é definida por u, = —, VneN
n

e A sucessdo das somas parciais é definida por

11 1
sp=ld oyt

e Provaremos (recorrendo a integrais impréprios) que a série de Riemann é
convergente se e s6 se r > 1.

IRegiste—se, em particular, que a série harménica é o caso particular de uma série de Riemann (quando r = 1).
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