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Definicao

@ Uma série de termos nao negativos é uma série cuja forma geral se
expressa na forma

Z Up, onde wu, >0 paratodooné€N.
n>1

Neste caso, tem-se que:

e o termo geral da série é, naturalmente, u,;
@ a sucessao das somas parciais é mondtona crescente pois

Sp = Sp—1+ Up > Sp—1

Teorema

Uma série de termos ndo negativos € convergente se e so se a
correspondente sucessdo das somas parciais for majorada (limitada
superiormente).
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A Série Harmaénica

Considere-se a série harmonica

=1 1 1 1
27:1_{_74_74_...4_,_‘_...
= 2 3 n

Obs:: Embora o termo geral tenda para zero, a série harménica é divergente!

@ [Aniélise da convergéncia]
o Basta constatar que

R VI VY (VR Y CEE RN
2 \3 4 56 7 8 9 ' 10 15 ' 16
——

21 4 1 8 1

“472 “872 “16 2

Ou seja,

@ A sucessdo das somas parciais ndo é majorada!
Por conseguinte, a série harmoénica diverge.
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Critério do Integral

[Critério do integral]

Seja f : [1,+00[ — R uma fungdo continua, positiva, decrescente e,
para cada n € N seja, f(n) = u,. Entdo

dun e /1 m f(x) dx

n>1

tém a mesma natureza (i. é, s3o ambos convergentes ou ambos divergentes).

Note-se que no caso de serem ambos convergentes, ndo se estabelece qualquer relacdo entre a
soma da série e o valor do integral imprdprio.
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As Séries de Riemann (de expoente r € RT)

Considerem-se as séries de Riemann, definidas por

21 1

1 1
Sl gttt
n=1

Obs:: entre as quais, para r = 1, estd a série harmonica!

@ [Andlise da convergéncial

o Comparam-se, as séries de Riemann, com o integral impréprio
+oo 1
— dx.
1 x"
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. . 1 .
@ A série de Riemann E — converge quando e s6 quando r > 1.
n
n>1

1
e Seja f(x) = ol Esta fungdo

e tem dominio [1, +oo[

@ é continua, positiva e decrescente
1

o f(n)=—

n"

e Ent3o

1 oo q
- e = dX
o1 1 X

tém a mesma natureza.

e O integral impréprio diverge quando r < 1 e converge quando r > 1
(confira-sel), logo a série de Riemann também diverge quando r <1 e
converge quando r > 1.
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Exemplo

. . 1
A série de Riemann E — converge?
n

n>1
. - . . 1
Considere-se a fungdo f, definida no intervalo [1, +oof, por f(x) = —.
X
Obs:: f é continua, positiva, decrescente e, para cada n € N temos f(n) = up.
1 oo 1 "
Comparemos Z — com / — dx. b
n x=1 X
n>1
@ Note-se que — (1, f(1))
sh=1+ ! + ! +-+ L
" 4 9 n?

= (1) + F(2) + F3) + - + F(n)

too q
< f(1) +/ 2
1 X

Sal=

o=

+o00 1
@ Uma vez que/ —de:...:2,
1 X

n

[/

~ pon 1
entdo a série E = converge. 0 IF- 28 4 . m—=lime
n>1

(n, fin))

x
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Critérios de Convergéncia

[1.2 critério de comparag3o]

Sejam Z up e Z v, duas séries de termos n3o negativos tais que, a
n>1 n>1
partir de certa ordem, (0 <) u, < v,,.

(a) Se E v, é convergente entdo E u, também converge.
n>1 n>1

(b) Se Z up € divergente entdo Z v, também diverge.

n>1 n>1

As séries geométricas e as de Riemann, sdo séries particularmente (teis enquanto séries

comparativas de referéncia.
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Exercicio

@ Mostre que série E
n>1

3n+1 é convergente.
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[2.2 critério de comparagdo]
Sejam E up e E Va Séries de termos positivos tais que £ = lim —, onde
n

1%
n>1 n>1 n

£ € [0, +o0.

(a) L#0 e £# 400 = Zu,, e Z Vv, tém a mesma natureza.

n>1 n>1
(b) £=0
° Z V, converge —> Z u, converge.
n>1 n>1
° Z u, diverge — Z v, diverge.
n>1 n>1
(c) L=+
° Z v, diverge —> Z u, diverge.
n>1 n>1
[ Zun converge — Zvn converge.
n>1 n>1
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Exercicios

1 .
1 é divergente.

© Mostre que série Z mn
n

n>1

. 1y, .
© Mostre que série g <sen ) é divergente.
n
n>1

E. Ralha (DMat) Séries Numéricas LEInf 2023'24 12 /25



Critério da Razao

[Critério da raz3o (ou de D'Alembert)]

Seja u uma sucess3o de termos positivos e suponha-se que

Upt+1
Un

{ = lim
n

(a) Se ¢ < 1, entdo Z u, é convergente.
n>1

(b) Se £ > 1, entdo Z up, é divergente.
n>1

(c) Se £ =1, entdo nada se pode concluir sobre a natureza de Z Up.

n>1
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Exercicio

|)2
2n)l"

@ Estude a natureza da série Z
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Critério da Raiz

[Critério da raiz (ou de Cauchy)]

Seja u uma sucessdo de termos n3o negativos e suponha-se que

C=lim /up.

(a) Se ¢ <1, entdo Z u, é convergente.
n>1

(b) Se £> 1, entdo Z up é divergente.
n>1

(c) Se £ =1, entdo nada se pode concluir sobre a natureza de Z Up.

n>1
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Exercicio

2 n
@ Estude a natureza da série Z ( > .

3
n n
1 +3
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Definicoes

@ Uma série de termos com sinal arbitrdrio é uma série cujos termos
n3o tém sinal fixo. Seja
D un

n>1

o A série

> lul

n>1

chama-se série dos médulos associada a série dada.
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Convergéncia Absouta vs. Convergéncia Simples

Teorema

Se a série E |ua| € convergente, entdo a série E u, também é convergente.
n>1 n>1

e Se Z |up|

n>1

e converge, diz-se que E u, é absolutamente convergente;
n>1

o diverge mas E u, converge, diz-se que E u, é simplesmente

n>1 n>1
convergente.

Para averiguar se a série de termos com sinal arbitrario, 5 up, € absolutamente convergente, empregam-se na série E |un|
n>1 n>1
os critérios definidos para as séries de termos ndo negativos.
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Exercicios
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Definicao
@ Uma série alternada é a uma série cuja forma geral é

Z(—l)" an, onde a, > 0 paratodoonéeN.
n>1

Neste caso,
@ a sucessdo geradora, u , € definida por

up=(-1)"a,, VneN
@ a sucessdo das somas parciais, s, é definida por
sp=—arta—a+-+(-1)"a,
e uma série alternada pode apresentar-se também da forma

Z(—l)’“rl an, com a, >0, VneN.

n>1
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Critério de Leibniz:: permite estudar a natureza de uma série alternada

Teorema (Critério de Leibniz)

Se a € uma sucessio decrescente (eventualmente s a partir de uma determinada
ordem), de termos positivos e tal que

lima, = 0.
n

entdo,
a série g (—1)"a, € convergente.
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Exemplo:: A série harménica alternada

(_1)n+1
(4] Z ~————— é convergente.

n
n>1

Porque se cumpre o critério de Leibniz.

@ Uma vez que

(71)" 1 1
A 7| — § —
n>1

n>1

ndo é absolutamente convergente, mas é simplesmente convergente.

@ As séries alternadas s3o casos particulares das séries de termos com sinal
arbitrario.
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Séries Numéricas:: Resumo

@ Condigdo Suficiente de Divergéncia:
A menos que a, — 0, a série Z ap diverge.
n>1

@ Séries Geométricas:
As séries E ar" convergem quando |r| < 1; nos outros casos, divergem.
n>1

@ Séries de Riemann: 1
As séries E — convergem quando p > 1; nos outros casos, divergem.
n

n>1

@ Séries de termos ndo negativos:
Usar o 'critério do Integral’, os critérios de 'compara¢do’ (com séries conhecidas), ou
ainda os critérios do Limite, da Raz3o ou da Raiz.

@ Séries de termos com sinal arbitrério:
Estudar as séries dos médulos e recordar que a convergéncia absoluta implica a
convergéncia simples.

@ Séries Alternadas:
Critério de Leibniz.
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