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H3a somas que parecem 'polinémios infinitos'...Dizem-se séries de poténcias e, tal como os

polinémios, podem ser somadas, subtraidas, multiplicadas ou mesmo derivadas e integradas.

Considere-se, por exemplo, a funcdo f, real de varidvel real, definida por

@ f(x) =senx e pensemos no seu Polinémio

de Taylor....
o f(x) 1 [assi Igorit
x) = e usemos o classico algoritmo ‘
1 — X & /
da divisdo para dividirmos 1 por 1 — x... . i
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Séries de Poténcias:: Definicao

@ Uma série de poténcias, em torno de x = a, € uma série com a seguinte

forma
+o0
2
E ax—a)'=g+ax—a)+tax—-a)y+ -+ (x=—3a)"+ -,
n=0
nas quais o centro a e os coeficientes ¢;, com i =0,---,n,--- sdo

constantes reais.

+oo
@ Série de poténcias, em torno de x = 0:: chx” =c+cx+ ¢:2X2 4oy x"
n=0
@ Uma série de poténcias define uma funcao f, real de variavel real, num determinado
intervalo, onde converge. Além disso, a fun¢do é continua e diferencidvel no interior
desse intervalo
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Exemplo '

Na verdade, prova-se que , )
@ a funcgdo f, real de varidvel real, 2 A
definida por f(x) = sen x é tal que

J
(=1)"  opi1 % \¢

sen x = Z X

| ;

= (2n+1)!

quando x € R. | h |

IO estudo de séries de fungdes —particularmente, as séries de poténcias, da forma Z cn(x — a)", com a constante real, x
n>0
varidvel real e ¢, coeficientes (termos de uma sucess3o)— permitir-nos-ia, de alguma forma, fechar o ciclo/programa desta UC,
que trata de fun¢des reais de 1 varidvel real.
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v
4

Tetext 03 +x

f p—
(x) =1
Ao passo que
@ a funcdo f, real de varidvel real, ,
.. 1,
definida por f(x) = é tal que
1—x
1 n
1-x ZX ’
n>0

mas somente quando x €] — 1, 1].
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1
ando x €] — 1,1[, —— = n
qu x €] [ — > x

1
n>0
A Ao

1-x 1-x T+x

3r 3+

2- 2+
. . . L . . .
-2 -1 1 2 -2 -1 1 2

s L
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1
ando x €] — 1,1[, —— = n
qu x €] [ — > x

1 n>0
A1 A
Txex? 1-x "
[Frt
3l
2l
2l
I I
I L I L » -2 1 1 2
-2 -1 1 2
b 1
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1
ando x €] — 1,1[, —— = n
qu x €] [ — > x

n ]

4

x4 a0 1 X Ao x®

Tex+ 430 410 4 x

-2 -1 1 2 -2 1 1 2
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ando x €] — 1,1[, —— = n
qu x €] [ — > ox

v
4

1 text x4 x

1+x

v

1 xS 4 8

11
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Exemplo::

1 n
Para que valores de x, converge a série de poténcias Z <—§> (x=2)"

n>0

1 n
A série Z (—5) (x —2)" gera aproximac¢des
n>0
polinomiais para a fun¢3o f, no intervalo I, em

torno do ponto a.
Identifique f, | e a.

: @ O 1.2 termo desta série geométrica é 1 e
X —2
5
@ A série converge quando r < 1, ou seja
para x €]0,4][.

| -
b

arazioér = —

b |

-

—2 —2)2
52, (=2

2

X

=1-
2

4

. 2
@ A soma da série é —.
X

1 n
+---+<—5> (x=2)"4---, quando 0< x <4
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Exercicios::

°) (-1

n>1

Para que valores de x, convergem as seguintes séries de poténcias?

Sugestdo: Use-se o 'critério da razdo'.

an

2n—1

0 i

n>1

o Z(—l)”f1 (n'x")

n>0
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Teorema

Teorema (da convergéncia, para séries de poténcias)

Se a série de poténcias

“+o0o
E apx"=agtaix+ax®t--+apnx"+---,
n=0

@ converge em x = ¢ # 0, entdo converge absolutamente para x tal que
x| <el.

e diverge em x = d, entdo diverge para x tal que |x| > |d|.
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O Raio de convergéncia, de uma série de poténcias

O comportamento de uma série de poténcias

+o00

ch(xfa)":co+c1(xfa)+cz(xfa)2+---+cn(xfa)”+---
n=0

descreve-se por um dos seguintes casos
Caso 1 Existe um R (€ RT) tal que

@ a série converge absolutamente para x €]a— R,a+ R|,

@ diverge para [x —a| > R

@ pode ou n3o convergir nas extremidades do intervalo, isto é, para
x=a—Roux=a+R.

Caso 2 A série converge absolutamente para qualquer x € R.

Caso 3 A série sé converge em x = a (e diverge, nos outros pontos).
R diz-se o raio de convergéncia da série de poténcias.
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Multiplicacao

Teorema (Multiplicagdo, em séries de poténcias)

+o00 +o00o
Se as séries de poténcias A(x) = Z anx" e B(x) = Z bn x" convergem absolutamente
n=0 n=0
n
quando |x| < R e cp = Zakbn—k,

k=0
entdo a série de poténcias

+o0o +oo +o0
E Gt = E anp x" E bp x"
n=0 n=0 n=0

converge absolutamente para A(x) B(x), quando |x| < R.J

Obs: O processo de multiplicar, termo a termo as duas séries é, geralmente, longo e repetitivo. Por exemplo,

» 3 ><2 X3 X2 ><3 X2 ><3
(1+x+x + x +) X——+ =4+ |=1|x-—4+ =4+ | +x|(x——4+—=—4+--- ) +...
2 3 2 3 2 3
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Substituicdo

Teorema (Substituicdo de x por f(x))
+o00o

Se a série de poténcias Z an x" converge absolutamente quando |x| < R e f é uma fungio,
n=0

real de variavel real, continua,
entdo a série de poténcias

+oo
D an (F(x))"
n=0

converge absolutamente quando x € tal que |f(x)| < R.J

+oo
Por exemplo: Sabendo que a série Z x" converge absolutamente (para 1/(1 — x)) quando |x| < 1, ent3o a série
x=0

+oo ( 2)“
> (&
x=0
2 2 1
converge absolutamente (para 1/(1 — 4x“)) quando [4x“| < 1 <= - <= |x| < 5>

E. Ralha (DMat) Séries de Poténcias LEInf 2023'24 16 /18



Derivagao

Teorema (Derivagdo, termo a termo)

—+o0
Se a série de poténcias Z cn (x — a)" tem raio de convergéncia R > 0, define uma fungdo f tal
n=0
que
+oo
f(x):Zc,, (x—a)", no intervalo a— R <x<a+R.
n=0

Nestas condicées, f é n vezes derivdvel e as respetivas derivadas obtém-se derivando, termo a
termo, a série original.Assim, as func¢ées definidas por

+o0

f(x) = Z ncy (x —a)" !
n=0
+00

f/(x)=> _n(n—1)cy (x—a)""?

n=0

convergem em qualquer ponto do intervalo a— R < x < a+ R.J
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Integragao

Teorema (Integragdo, termo a termo)

+oo
Se a série de poténcias E cn(x — a)" tem raio de convergéncia R > O e define, no intervalo
n=0

+o0
a— R < x < a-+ R uma fungdo f tal que f(x) :ch (x—a)",
n=0

+oo (X _ a)n-¢—1
entdo a série g Cn

o também tem raio de convergéncia R e para C € R, tem-se
n
n=0

+oo (X— a)n+1
/f(x)dx:Zc,,ﬁ—&-C, no intervalo a— R <x <a+R.
n=0
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