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Definicao

@ Funcao real de varidvel real é um terno D, E e f onde

e D e E sao dois subconjuntos, nao vazios, de R e

o f é uma lei de formac3o (regra de correspondéncia) que a cada
elemento x de D associa um unico elemento f(x) de E.
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Notagdes e Terminologia

@ Denota-se a funcio por

fDCR—ECR

@ usar-se-3o as notagdes x — f(x) ou x ~» f(x) para indicar que o
elemento x (dito 'varidvel independente’, ou ‘objeto’) de D €
transformado por f no elemento f(x) (dito 'variavel dependente’, ou
'imagem’) de E

@ o conjunto D designa-se dominio (ou conjunto de partida) da funcdo

@ o conjunto E designa-se conjunto de chegada da funcio
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Definicoes

Sejaf: D CR — R, com D # (). Nestas condicdes,
@ a imagem ou contradominio de f é o subconjunto de E definido por

CDf ={f(x) e R: x e D}

@ o grafico' de f é o subconjunto de R? definido por

Gr = {(x,f(x)) €eR?: x € D}

i 7 s ct 2] 7 = s " ~
O termo "gréfico” também se usa, por vezes, como sinénimo de " representagao
grafica”!
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Observacdes

@ f: D — R significa que a funcdo f a cada elemento de D faz corresponder um nimero
real.

@ D C R significa que D é um subconjunto (préprio) de R, isto é, D é um intervalo ou é a
reunido de intervalos ou ....
Alguns exemplos:

D=[1,2], D=]1,2], D=]-0,2, D=]1,2]U[56], D=N

@ Quando n3o houver dividas denotar-se-a a funcdo f : D —> R simplesmente por f.

@ H34 diferentes formas para descrever uma fung¢ao", nomeadamente

e tabelas e palavras
e representa¢des graficas
e férmulas algébricas ° ...

i . . .
Podemos, inclusive, usar mais do que uma em um mesmo problema.
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@ Sejaf:DCR — R.

Se f(x) = x?, entdo
Se f(x) = L entdo
=

Se f(x) = VX, entdo
Se f(x) =4 —x, entdo
Se f(x) = V1 —x?, entdo

Exemplos

D=R e CD:IR;,r
D=R\{0} e CD=R\{0}
D=RJ e CD=][0,+o0]
D=]—o00,4 e CD =RJ

D=[-1,1 e CD=]0,1]
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Fungdes: Representacdes Gréaficas'

Seja f : [-2,2] C R — R, definida por f(x) = x°.

Construa-se uma tabela adequada, para x = -2, —1, 0, 1, > 2 e representem-se, num

referencial adequado, os pontos encontrados.
Como sabemos qual é a representacao grafica da funcao 77

"0 'teste’ das linhas verticais, para a FUNCAO.

O Calculo respondera a esta questdo...
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Classes particulares de Funcoes

@ f:R — R definida por
f(x) = anx" + - a1x + ap,
onde n € Ng e ag, ..., an sdo numeros reais tais que a, # 0, denomina-se fun¢io

polinomial de grau n.

@ Uma func¢do polinomial descrita por um polinémio de grau zero diz-se funcao
constante.

@ Uma funcgdo polinomial descrita por um polinémio de grau um diz-se funcao linear.

@ Uma fun¢do racional g é uma funcido real de varidvel real definida por

p()

g0 = q(x)

onde p e g sdo funcdes polinomiais.
O dominio de g é o conjunto D; = {x € R| g(x) # 0}.

@ Outras fungoes, reais de variaveis reais, podem ser: algébricas, trigonométricas,
exponenciais, logaritmicas, transcendentais, ...
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@ A fungdo valor absoluto" é uma fungdo | - | : R — R que pode ser definida por 'ramos’,
nomeadamente:

Ix| = —x, sex<0
T x, sex>0.

@ A funcdo identidade idg é uma fun¢3o polinomial (de 1.° grau) definida, em R, por
idr(x) = x

@ As funcdes chio e tecto:

e A funcdo, real de variavel real, que a cada ndmero real, x, faz
corresponder 'o maior nimero inteiro, menor do que ou igual a x’,
denomina-se funcao chao e escreve-se

x| =max{meZ:m<x}
e A funcdo, real de varidvel real, que a cada nimero real, x, faz

corresponder 'o menor nimero inteiro, maior do que ou igual a x’,
denomina-se funcao tecto e escreve-se

[x] =min{fm e Z: x < m}

IVVd. Apontamentos sobre R, Slidesl.
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Operacgoes algébricas com fungdes

Sejam A, BC R, com ANB # () e f e g duas funcdes tais que

f:A—R e g:B—R

@ A soma de (/diferenca entre) f e g é a fungdo f == g : AN B — R definida por

(f £g)(x) = f(x) £ g(x)

@ O produtode f e g é afunciof x g: AN B — R definida por

(f x g)(x) = f(x) x g(x)

f
@ O quociente entre f e g é afungdo —: D — R, com D=AN{x € B:g(x) #0} e
4
definida por

f f(x)

(ot
g g(x)
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Composicao de fungoes

@ Sejam Dy, D,, B, C subconjuntos ndo vazios de R, tais que BN D, # 0 e
f:Dfr—B e g:Dyg—C

duas funcoes.

A funcao composta de g e f, denotada g o f, é a funcao definida por

gof:D— C
x~ (gof)(x)=g(f(x))

onde
D ={xeDs: f(x) e Dg}.
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Exercicio

@ Sejam

f :]0, +00[ — R,

f(x)
g(x)

VX

g . R— R 2,

X

: , . f
Caracterize, se possivel, as fungoes f + g, f x g, —, gof e fog.
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Restricao de uma funcao

@ A restricio de uma funcao f : A— R a um subconjunto X C A é a funcao
f|x : X — R definida por

f X(X) = f(x), Vx € X
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Prolongamento de uma funcao

@ Um prolongamento de uma funcdo g : X — R a um conjunto A D X é
uma funcdo f : A— R que coincida com g em X, isto é, tal que

f X(X) = g(x), Vx e X

Uma restricdo (de uma fungdo) é nica mas um prolongamento n3o!
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Exemplo

@ Seja f:[0,5] — R, f(x) = x?

o Restricdo de f a X =[1,2] é a fungdo h = f‘[l o com

h:[1,2] — R, h(x) = x?

e Prolongamento de f a A =[-b5,5] é, por exemplo,
°© g [_575]—>Ra g(X):X2

2, x€[o0,5];

o /:[-55] — R, {(x) = { g’ x € [-5,0]
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Caracteristicas geométricas das funcoes

Seja D CRe f: D — R uma funcdo. Diz-se que:

o f

(ON

uma fungdo par quando VxeD,(—x)e D e f(—x)="f(x)

A representacio grafica de uma fungdo par exibe simetria relativamente ao eixo das ordenadas.

@ f é uma fungdo impar quando  Vxe D, (—x) €D e f(—x)=—f(x)

A representag3do grifica de uma fung¢do impar exibe simetria relativamente a origem do referencial.

@ f é uma funcao periddica, de periodo p, quando
VxeD, (x+p)eD e f(x+p)="r(x)
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Exercicios
e f:[0,5] — R, f(x) = x> n3o é par
@ h:[-1,2] — R, h(x) = x> n3o é par

@ g : [-55] — R, g(x) =x* épar

2

@ (:[-55 — R, E(x):{ E)( ’ ig {(1’55]0[ ndo é par

Sugestdo: Represente graficamente estas fungdes.
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Limitacao!

Seja D C R. Diz-se que a funcdo f : D — R é
@ majorada quando IM e R : f(x) < M Vx e D
@ minorada quando Am € R : f(x) > m Vx e D

@ limitada se f é majorada e minorada, isto &,

JAERT :WxeD |f(x) <A

@ crescente (em sentido lato) quando Vx,y € D x <y=f(x) <f(y)

@ decrescente (em sentido estrito) quando
Vx,ye D x<y=f(x)>f(y)

@ mondtona quando f é crescente ou decrescente.
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Bijetividade

Sejam D, E C R. Uma funcdo f : D — E diz-se

@ injetiva quando

Vx,ye D x#y=f(x)#f(y)

@ sobrejetiva quando

VyeE dxeD: f(x)=y

@ bijetiva quando é simultaneamente injetiva e sobrejetiva.
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Exemplo

@ Na3o é injetiva nem sobrejetiva a funcao

f:R—R

x — f(x) = x?

@ Nao é injetiva mas é sobrejetiva a funcao

g: R — [0, 400

x — g(x) = x*

7

@ E injetiva e sobrejetiva, logo bijetiva, a funcdo

h:]—00,0] — [0, +o0]

x — h(x) = x
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Funcao inversa

Sejam D e E subconjuntos n3o vazios de R e

fD—E
x~ f(x) =y

uma funcao bijetiva.

@ A funcdo de E em D que

a y € E faz corresponder o tnico x € D tal que f(x) = y diz-se funcado
inversa de f e é denotada por 1.

. . . . |
N3o confundir a func3o inversa de f —i.é. f~1— com o inverso da funcio f —i.é. 7
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Propriedades da funcao inversa

Seja f : D — E uma funcao bijetiva.

Q Se g: E— D é uma funcdo bijetiva, entdo g é a funcdo inversa de
f se e sO se

o g(f(x)) = x, Vx € D;
o f(gly) =y, VyekE

© Se g é a funcao inversa de f, entdo

o Dr = CDy; o CD¢ = Dy; o g l=".
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Representacao grafica de uma funcdo e da sua inversa

Partindo de uma representacao grafica da funcdo f pode obter-se uma
representacdo grafica de f 1. Por exemplo:
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Exercicio

o A fungdo f : R — R{, tal que f(x) = x> tem inversa?

@ Indique, caracterizando, uma restricao de f que admita funcao
inversa. Designe-a por g.

@ Defina a funcdo inversa de g.
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Fung¢des Trigonométricas Diretas

Seno

y = sen X,

Dgen = R,
CDgen = [_17 1]
Periodo: 27
Paridade: fmpar

Seno & Cossecante

Cossecante

(O inverso do Seno)

y = COSecC X (:: Seix) ,

Deosec = {x €R: x# k7, k € Z},
CDcosec = R\] -1, 1[

Periodo: 27

Paridade: Ilmpar

y = cosec x
v
A
2k
= SEI'I X
. - x
&\ 4 2 I 2 4
2k
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Fung¢des Trigonométricas Diretas
Cosseno

y = COS X,

Deos = Ra
CDcos = [_17 1]
Periodo: 27
Paridade: Par

¥y = cos(x)
¥

Cosseno & Secante

Secante
(O inverso do Cosseno)

y:SGCX(Z: coix)’

Dgec = {x€ER: x# kZ, k € Z},
CDgec =R\ ] —1,1]

Periodo: 27

Paridade: Par

y= sec(x}

J WL
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Fung¢des Trigonométricas Diretas

Tangente

=t (= ).

Dig ={xc€R: x# 3+ km, kcZ},
CDtg :R

Periodo: 7

Paridade: fmpar

=tg X
¥

y
j } |
21
7.6 4 ) I ) '

At

Algumas identidades trigonométricas”

Calculo para Engenharia

Tangente & Cotangente

Cotangente

(O inverso do Tangente)

y = cotg x (:: tg%) ,

Deotg ={x €R: x# km, k € Z},
CDcotg =R

Periodo: 7

Paridade: Impar

y = cotg x
y

A
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@ Férmula Fundamental da Trigonometria:

cos? ) + sen 26 = 1.

o 1+tg20 =sec?,

1 + cotg 20 = cosec 24.

@ cos(A+ B) = cosA cos B — sen Asen B,
sen (A + B) = sen A cos B + cos Asen B.

1— 26

@ sen 26 = —C;S
1 26

cos2f — “%

@ Lei dos cossenos: Se a, b, e ¢ sdo os lados de um tridngulo ABC e 6

for o angulo oposto a ¢, entao

c® = 3° + b*> — 2abcosb.

v e , . ., s o
Formulario disponivel na plataforma e-learning. Admissivel, para consulta individual e sem rasuras, nas provas de avaliagdo.
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Exercicio

Recorde e complete

0 T A 7 7
X — — —_— —
6 4 3 2
1
senx || O — Q @ 1
2 2 2
1
COS X 1 @ @ — 0
2 2 2
Porqué?
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y=af(b(x+c))+d Transformagdes de graficos trigonométricos

Sejam f, uma funcdo trigonométrica e a, b, ¢ e d niimeros reais. A
funcao, real de varidvel real, definida por

y=af(b(x+c))+d,

é tal que

@ |a| determina a amplitude: i0g-28in( -4+

estiramento ou compressao
verticais.

@ |b| determina o periodo:
estiramento ou compressao
horizontais.

@ ¢ determina um
deslocamento horizontal.

@ d determina um
deslocamento vertical.
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