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y = a f(b(x + c)) + d Transformações de gráficos trigonométricos

Sejam f, uma função trigonométrica e a, b, c e d números reais.
A função, real de variável real, definida por

y = a f(b(x + c)) + d ,

é tal que

|a| determina a amplitude
(estiramento ou compressão
verticais).

|b| determina o peŕıodo (estiramento
ou compressão horizontais).

c determina um deslocamento
horizontal.

d determina um deslocamento
vertical.
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Funções trigonométricas Inversas

As funções seno, cossecante, cosseno, secante, tangente e cotangente
são funções não bijetivas; pelo que não possuem inversa.

Considerando restrições apropriadas destas funções, é, no entanto,
posśıvel definir as correspondentes funções inversas (dessas restrições).
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Arco-seno

A restrição bijetiva ”padrão” no caso da função seno, é

sen :
[
−π

2
,
π

2

]
−→ [−1, 1]

x 7−→ y = sen x

A inversa desta restrição, que se designa por arco-seno – entenda-se
arco/ângulo (cujo) seno – é a função

arcsen : [−1, 1] −→
[
−π

2
,
π

2

]
y 7−→ x = arcsen y

onde arcsen y se refere ao único arco/ângulo do intervalo
[
−π

2
,
π

2

]
cujo

seno é igual a y .

Assim,

x = arcsen y , y ∈ [−1, 1] ⇐⇒ y = sen x , x ∈
[
−π

2
,
π

2

]
.
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Arco-cossecante

Para a função cossecante a restrição bijetiva padrão é

cosec :
[
−π

2
,
π

2

]
\ {0} −→ R \ ]− 1, 1[

x 7−→ cosec x

A sua inversa, que se designa por arco-cossecante é a função

arccosec : R \ ]− 1, 1[ −→
[
−π

2
,
π

2

]
\ {0}

y 7−→ arccosec y

onde arccosec y indica o único arco/ângulo do intervalo
[
−π

2
,
π

2

]
\ {0}

cuja cossecante é igual a y . Assim,

x = arccosec y , y ∈R \ ]− 1, 1[ ⇐⇒ y = cosec x , x ∈
[
−π

2
,
π

2

]
\ {0}.
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Funções Trigonométricas Inversas Arco-seno & Arco-cossecante

Arco-seno Arco-cossecante

y = arcsen x , y = arccosec x ,

Darcsen = [−1, 1], Darccosec = R \ ]− 1, 1[,

CDarcsen =
[
−π

2
,
π

2

]
CDarccosec =

[
−π

2
,
π

2

]
\ {0}
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Arco-cosseno

Relativamente à função cosseno, a restrição bijetiva padrão é

cos : [0, π] −→ [−1, 1]
x 7−→ cos x

A sua inversa, que se designa por arco-cosseno – lê-se arco (cujo) cosseno –
é a função

arccos : [−1, 1] −→ [0, π]
y 7−→ arccos y

onde arccos y indica o único arco/ângulo do intervalo [0, π] cujo cosseno é
igual a y . Assim

x = arccos y , y ∈ [−1, 1] ⇐⇒ y = cos x , x ∈ [0, π] .
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Arco-secante

Para a função secante a restrição bijetiva padrão é

sec : [0, π] \
{π

2

}
−→ R \ ]− 1, 1[

x 7−→ sec x

A sua inversa, que se designa por arco-secante – lê-se arco (cuja) secante –
é a função

arcsen : R \ ]− 1, 1[ −→ [0, π] \
{π

2

}
y 7−→ arcsec y

onde arcsec y indica o único arco/ângulo do intervalo [0, π] \
{π

2

}
cuja

secante é igual a y . Assim,

x = arcsec y , y ∈R \ ]− 1, 1[ ⇐⇒ y = sec x , x ∈ [0, π] \
{π

2

}
.
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Funções Trigonométricas Inversas Arco-cosseno & Arco-secante

Arco-cosseno Arco-secante

y = arccos x , y = arcsec x ,

Darccos = [−1, 1], Darcsec = R \ ]− 1, 1[,

CDarccos = [0, π] CDarcsec = [0, π] \
{
π
2

}
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Arco-tangente

Para a função tangente considera-se a restrição bijetiva

tg :
]
−π

2
,
π

2

[
−→ R

x 7−→ tg x

A sua inversa, designada por arco-tangente – lê-se arco (cuja) tangente – é a
função

arctg : R −→
]
−π

2
,
π

2

[
y 7−→ arctg y

onde arctg y indica o único arco/ângulo do intervalo
]
−π

2
,
π

2

[
cuja tangente

é igual a y . Assim

x = arctg y , y ∈ R ⇐⇒ y = tg x , x ∈
]
−π

2
,
π

2

[
.
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Arco-cotangente

Relativamente à função cotangente, considera-se a restrição bijetiva

cotg : ]0, π[ −→ R
x 7−→ cotg x

cuja inversa é a função arco-cotangente – lê-se arco (cuja) cotangente –
definida por

arccotg : R −→ ]0, π[
y 7−→ arccotg y

onde arccotg y indica o único arco/ângulo do intervalo ]0, π[ cuja
cotangente é igual a y . Então

x = arccotg y , y ∈ R ⇐⇒ y = cotg x , x ∈ ]0, π[ .
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Funções Trigonométricas Inversas Arco-tangente & Arco-cotangente

Arco-tangente Arco-cotangente

y = arctg x , y = arccotg x ,

Darctg = R Darccotg = R

CDarctg =
]
−π

2
,
π

2

[
CDarccotg = ]0, π[
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Outras identidades trigonométricas & Exerćıcios

arccos x + arccos(−x) = π.

arcsen x + arccos(x) =
π

2
.

arctg (−x) = arctg x .

...
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Parte II

Funções Exponenciais, Logaŕıtmicas e Hiperbólicas
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Funções exponenciais

Propriedades das funções exponenciais

Para quaisquer x , z ∈ R, a função exponencial de base a, ax , a > 0 verifica

(a) é uma função cont́ınua;

(b) ax+z = ax az ;

(c) (ax)z = axz ;

(d) se b > 0, (a b)x = ax bx ;

(e) se a > 1, é crescente;

(f) se a = 1, é constante;

(g) se 0 < a < 1, é decrescente.

1 < a < b e 0 < c < 1
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Funções Logaŕıtmicas

Definimos a função logaritmo na base a, denotando-se loga y , como a
função inversa da função exponencial de base a. MAS desde queii

Com a ∈ R+\{1} tem-se

x = loga y ⇐⇒ ax = y ∀y ∈ ]0,+∞[, ∀x ∈ R.

1 < a < b e 0 < c < 1
ii

Para a = 1 a função ax não é bijetiva, logo não admite inversa e, nos restantes casos, recordar que o doḿınio de uma
função inversa coincide com contradoḿınio da função direta.
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Propriedades da função logaritmo

∀x , z ∈ R+ e α ∈ R, o logaritmo de base a (> 1) é tal que

(a) é uma função cont́ınua;

(b) loga(xz) = loga x + loga z ;

(c) loga

x

z
= loga x − loga z ;

(d) loga x
α = α loga x .
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Nota
A função é exponencial natural quando a base da função exponencial é o número de Eulera e.

a
Euler (1707 − 1783) obtém e := limn−→∞

(
1 + 1

n

)n
para explicar um problema de juros compostos

enunciado por Jacob Bernoulli (1655 − 1705).

O logaritmo natural de y , denotado ln y , é função inversa da função exponencial natural
(de base e):

x = ln y ⇐⇒ ex = y ∀y ∈ ]0,+∞[, ∀x ∈ R;

Funções exponencial e logaŕıtmica naturais
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Funções hiperbólicas diretas: Seno Hiperbólico & Cossecante Hiperbólica

A função seno hiperbólico é a função real de variável real definida por

senh : R −→ R

x 7−→ senh x =
ex − e−x

2

A função cossecante hiperbólica é o inverso do seno hiperbólico, isto
é, a função real de variável real definida por

cosech : R \ {0} −→ R

x 7−→ cosech x =
2

ex − e−x
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Seno hiperbólico Cossecante hiperbólica

y = sinh x , y = cosech x ,

Dsinh = R Dcosech = R \ {0}
CDsinh = R CDcosech = R
Paridade: Ímpar Paridade: Ímpar
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A ”Catenária”

A função cosseno hiperbólico é a função real de variável real definida
por cosh : R −→ R

x 7−→ cosh x =
ex + e−x

2

cuja representação gráfica é a (célebre) CATENÁRIA
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Funções hiperbólicas diretas: Cosseno Hiperbólico & Secante Hiperbólica

Cosseno hiperbólico Secante hiperbólica

y = cosh x =
ex + e−x

2
, y = sech x =

2

ex + e−x
,

Dcosh = R Dsech = R
CDcosh = [1,+∞[ CDsech = ]0, 1]

Paridade: Par Paridade: Par
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Funções hiperbólicas diretas: Tangente Hiperbólica & Cotangente Hiperbólica

A função tangente hiperbólica é a função real de variável real definida
por

tgh : R −→ R

x 7−→ tgh x =
senh x

cosh x
=

ex − e−x

ex + e−x

A função cotangente hiperbólica é a função real de variável real
definida por

cotgh : R\{0} −→ R

x 7−→ cotgh x =
cosh x

senh x
=

ex + e−x

ex − e−x
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Tangente hiperbólica Cotangente hiperbólica

y = tgh x , y = coth x ,

Dtgh = R Dcotgh = R\{0}
CDtgh = ]− 1, 1[ CDcotgh = R\[−1, 1]

Paridade: Ímpar Paridade: Ímpar
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Outras Propriedades das funções hiperbólicas: Monotonia

A função seno hiperbólico é

estritamente crescente;

A função cossecante hiperbólica é

é não monótona mas é
decrescente em ]−∞, 0[ e em
]0,+∞[;

A função cosseno hiperbólico é

não monótona mas

estritamente decrescente
em ]−∞, 0];
estritamente crescente em
[0,+∞[;

A função secante hiperbólica é

não monótona mas

estritamente crescente em
]−∞, 0];
estritamente decrescente
em [0,+∞[;
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Outras propriedades das funções hiperbólicas

Para quaisquer x , y ∈ R tem-se

cosh x + senh x = ex

cosh2 x − senh 2x = 1 (análogo à fórmula fundamental da trigonometria)

1− tgh 2x = sech 2x

cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y

senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y

cosh2 x =
cosh 2x + 1

2

senh 2x =
cosh 2x − 1

2
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Funções hiperbólicas inversas

Argumento do seno hiperbólico

Argumento da cossecante hiperbólica

Argumento do cosseno hiperbólico

Argumento da secante hiperbólica

Argumento do tangente hiperbólica

Argumento do cotangente hiperbólica
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Funções hiperbólicas inversas: Argumento do seno hiperbólico

A função seno hiperbólico é bijetiva.

A sua função inversa, que se designa por argumento do seno hiperbólico, é a
função

argsenh : R −→ R
x 7−→ argsenh y

Assim,
x = argsenh y , y ∈ R⇐⇒ senh x = y , x ∈ R

e
argsenh y = ln

(
y +

√
y2 + 1

)
, ∀y ∈ R.

E. Ralha (DMat) Cálculo para Engenharia LEInf 2023’24 32 / 44



Como definir argsenh y?

∀ x ∈ R , tem-se

y = senh x ⇔ y =
ex − e−x

2
⇔ y =

e2x − 1

2ex

⇔ e2x − 2yex − 1 = 0 equação do 2.º grau em ex

⇔ ex = y ±
√

y2 + 1 .

A solução com o sinal + é a única admisśıvel, pois

ex > 0 , ∀x ∈ R e y −
√

y2 + 1 < 0 , ∀y ∈ R.

Mas
ex = y +

√
y2 + 1 ⇐⇒ x = ln

(
y +

√
y2 + 1

)
,

donde

argsenh y = ln
(
y +

√
y2 + 1

)
, ∀y ∈ R.
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Funções hiperbólicas inversas: Argumento da cossecante hiperbólica

A função cossecante hiperbólica é bijetiva.

A sua função inversa, que se designa por argumento da cossecante
hiperbólica, é a função

argcosech : R −→ R \ {0}
y 7−→ argcosech y

Assim,

x = argcosech y , y ∈ R⇐⇒ cosech x = y , x ∈ R \ {0}

e

argcosech y = ln

(
1

y
+

√
1

y2
+ 1

)
, ∀y ∈ R \ {0}.

Demonstre-se!
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Argumento Argumento
do seno hiperbólico da cossecante hiperbólica

y = argsenh x , y = argcosech x ,

Dargsenh = R Dargcosech = R \ {0}

CDargsenh = R CDargcosech = R
Paridade: Ímpar Paridade: Ímpar
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Funções hiperbólicas inversas: Argumento da cosseno hiperbólico

A função cosseno hiperbólico não é bijetiva mas é posśıvel considerar a uma
sua restrição bijetiva

cosh: [0,+∞[ −→ [1,+∞[
x 7−→ cosh x

A função inversa desta restrição, que se designa por argumento do cosseno
hiperbólico, é a função

argcosh : [1,+∞[ −→ [0,+∞[
y 7−→ argcosh y

Assim,

x = argcosh y , y ∈ [1,+∞[ ⇐⇒ cosh x = y , x ∈ [0,+∞[

e
argcosh y = ln

(
y +

√
y2 − 1

)
, y ∈ [1,+∞[

Demonstre-se!
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Funções hiperbólicas inversas: Argumento da secante hiperbólica

A função secante hiperbólica não é bijetiva, mas é posśıvel considerar uma
sua restrição bijetiva

sech : [0,+∞[ −→ ]0, 1]
x 7−→ sech x

A função inversa desta restrição, que se designa por argumento da secante
hiperbólica, é a função

argsech : ]0, 1] −→ [0,+∞[
y 7−→ argsech y

Assim,

x = argsech y , y ∈ ]0, 1] ⇐⇒ sech x = y , x ∈ [0,+∞[
e

argsech y = ln

(
1

y
+

√
1

y2
− 1

)
, y ∈ ]0, 1]

Demonstre-se!
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Argumento Argumento
do cosseno hiperbólico da secante hiperbólica

y = argcosh x , y = argsech x ,

Dargcosh = [1,+∞[ Dargsech = ]0, 1]

CDargcosh = [0,+∞[ CDargsech = [0,+∞[
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A função argumento do seno
hiperbólico é

cont́ınua;

estritamente crescente;

A função argumento do cosseno
hiperbólico é

cont́ınua;

estritamente crescente;
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Funções hiperbólicas inversas: Argumento da tangente hiperbólica

A função tangente hiperbólica não é sobrejetiva mas é posśıvel considerar a
sua restrição bijetiva

tgh : R −→ ]− 1, 1[
x 7−→ tgh x

A inversa desta restrição, que se designa por argumento da tangente
hiperbólica, é a função

argtgh : ]− 1, 1[ −→ R
y 7−→ argtgh y

onde x = argtgh y , y ∈ ]− 1, 1[ ⇐⇒ tgh x = y , x ∈ R

e
argtgh y = ln

(√
1 + y

1− y

)
, y ∈ ]− 1, 1[ .

Demonstre-se!
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Funções hiperbólicas inversas: Argumento da cotangente hiperbólica

A função cotgh : R\ {0} −→ R não é sobrejetiva mas é posśıvel considerar
a sua restrição bijetiva

cotgh : R\ {0} −→ R\ [−1, 1]
x 7−→ cotgh x

A inversa desta restrição, que se designa por argumento da cotangente
hiperbólica, é a função

argcotgh : R\ [−1, 1] −→ R\ {0}
y 7−→ argcotgh y

onde

x = argcotgh y , y ∈ R\ [−1, 1] ⇐⇒ cotgh x = y , x ∈ R\ {0}.

e
argcotgh y = ln

(√
y + 1

y − 1

)
, y ∈ R\ [−1, 1]

Demonstre-se!
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Argumento Argumento
da tangente hiperbólica da cotangente hiperbólica

y = argtgh x , y = argcotgh x ,

Dargtgh = ]− 1, 1[, Dargcotgh = R\ [−1, 1]

CDargtgh = R CDargcotgh = R\ {0}
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A função argumento da tangente
hiperbólica é

cont́ınua;

estritamente crescente;

A função argumento da
cotangente hiperbólica é

cont́ınua;

decrescente;
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Os ’nomes’:: Funções ’Circulares’ & ’Hiperbólicas’

Tal como os pontos cujas coordenadas são (cos u, sen u) ’percorrem’ o ćırculo unitário centrado
na origem do referencial, as funções definidas por x = cosh u e y = senh u definem as
coordenadas de um ponto que ’percorre’ o ramo direito da hipérbole definida por

x2 − y2 = 1.
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