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y=af(b(x+c))+d Transformag8es de graficos trigonométricos

Sejam f, uma fungdo trigonométrica e a, b, ¢ e d nlimeros reais.
A func3o, real de varidvel real, definida por

y =af(b(x+c))+d,

é tal que

2n
f(x)=2Sin[— (x-4)]+5

@ |a| determina a amplitude
(estiramento ou compressdo
verticais).

@ |b| determina o periodo (estiramento
ou compressdo horizontais).

@ c determina um deslocamento
horizontal.

@ d determina um deslocamento
vertical.
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Fung¢des trigonométricas Inversas

@ As funces seno, cossecante, cosseno, secante, tangente e cotangente
sdo fungdes ndo bijetivas; pelo que ndo possuem inversa.

@ Considerando restricdes apropriadas destas fungdes, é, no entanto,
possivel definir as correspondentes fungGes inversas (dessas restrigdes).
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Arco-seno

@ A restricao bijetiva "padrdao” no caso da fungdo seno, é

™ T
Do l-= = — [-L,1
sen [ 2’2] 1.1
X —> y =senx

A inversa desta restricdo, que se designa por arco-seno — entenda-se
arco/angulo (cujo) seno — é a funcio

arcsen : [-1,1] — {fg,g]
y — X = arcseny

_ N . T :
onde arcsen y se refere ao tnico arco/angulo do intervalo 53 cujo

seno é igual a y.

Assim,
™
x =arcseny, ye[-1,1] < y=senx, x€ 55
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Arco-cossecante

@ Para a fungdo cossecante a restricdo bijetiva padrao é

T
cosec : {—5,5} \ {0} — R\]-1,1]
X > cosec X

A sua inversa, que se designa por arco-cossecante € a fungdo

arccosec : R\]—-1,1] — [_g’g} \ {0}
y —> arccosecy

onde arccosec y indica o Unico arco/angulo do intervalo [—%, g] \ {0}

cuja cossecante é igual a y. Assim,

x = arccosecy, yER\]—1,1[ <= y = cosecx, xe{—g,g} \ {0}.

E. Ralha (DMat) Calculo para Engenharia LEInf 202324 6/44



Fun¢des Trigonométricas Inversas Arco-seno & Arco-cossecante

Arco-seno Arco-cossecante
Yy = arcsen X, Yy = arccosec X,
Darcsen = [*17 1], Darccosec = IR\] - 17 1[,
™ ™
CDarcsen = |:_§a §:| CDarccosec = |:_§a §:| \{O}
\
2z : g [
! -1 l
715 1 : 1 >
,,,,,,,, T | -3
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Arco-cosseno

@ Relativamente a fung¢do cosseno, a restricdo bijetiva padrio é

cos: [0,7] — [-1,1]
X  —> Cosx

A sua inversa, que se designa por arco-cosseno — l&-se arco (cujo) cosseno —
é a funcao
arccos: [-1,1] — [0,7]
y >  arccos y

onde arccos y indica o tnico arco/angulo do intervalo [0, 7] cujo cosseno é
igual a y. Assim

x =arccosy, ye[-1,1] < y=cosx, x € [0,7].
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Arco-secante

@ Para a func3o secante a restricdo bijetiva padrdo é

sec: [O,ﬂ']\{g} — R\]-1,1]
X —>  secx

A sua inversa, que se designa por arco-secante — |é-se arco (cuja) secante —

é a funcdo

arcsen : R\]—-1,1[ — [0, 7] \{g}
y > arcsecy

- - R . ™ .
onde arcsec y indica o dnico arco/angulo do intervalo [0, 7] \ { } cuja

N |

secante é igual a y. Assim,
x =arcsecy, yeR\]—-1,1[ <= y =secx, x€[0,7] \{g}
LEInf 202324
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Fun¢des Trigonométricas Inversas Arco-cosseno & Arco-secante

Arco-cosseno Arco-secante
Yy = arccos X, Y = arcsec Xx,
Darccos = [_17 1]: Darcsec = IR\] - 17 1[1
CDarccos = [07 ’/T] CDarcsec = [07 71'] \ {g}
A
|
|
: 3
,,,,,,,,, L
|
|
| .
-1 1
1 1
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Arco-tangente

@ Para a func3o tangente considera-se a restricdo bijetiva

T
tg - ] -, = { — R
8 2'2
X — tgx
A sua inversa, designada por arco-tangente — |é-se arco (cuja) tangente — é a
fungdo
tg: R — } Tz [
arctg : -, =
8 272

y +—— arctgy

- - ~ . T T .
onde arctg y indica o tnico arco/angulo do intervalo } 55 [ cuja tangente

é igual a y. Assim

T
x=arctgy, y e R <— y:tgx,xe}—E,E{.
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Arco-cotangente

@ Relativamente a fung¢do cotangente, considera-se a restricao bijetiva

cotg : 10,7[ — R
X — cotgx

cuja inversa € a fungdo arco-cotangente — |&-se arco (cuja) cotangente —
definida por
arccotg : R — 10,7
y +—— arccotgy

onde arccotg y indica o dnico arco/angulo do intervalo |0, 7[ cuja
cotangente ¢ igual a y. Entao

x =arccotgy, y € R < y =cotgx, x €10,7].
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Fungdes Trigonométricas Inversas Arco-tangente & Arco-cotangente

Arco-tangente Arco-cotangente

y = arctgx, y = arccotg x,
Darctg =R Darccotg =R
m T
CDarctg = ] 75’ 5 [ CDarccotg = ]O, 71'[
 bem—ooae-
2
___________ ,g
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Outras identidades trigonométricas & Exercicios

arccos x + arccos(—x) = .
m
arcsen x + arccos(x) = 5

arctg (—x) = arctg x.
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Parte |l

Fungbes Exponenciais, Logaritmicas e Hiperbdlicas
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© Funcdes Exponenciais & Fungdes Logaritmicas

© Funcdes Hiperbdlicas (diretas e inversas)
@ Funcgdes Hiperbdlicas Diretas
@ Funcdes hiperbdlicas Inversas
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Funcgdes exponenciais

Propriedades das fun¢bes exponenciais

Para quaisquer x, z € R, a funcdo exponencial de base a, a*, a > 0 verifica

()
(b)
(c)
(d)
()
(f

(g

)
)

é uma funcao continua;
ax—l—z — ax az;

(aX)Z — aXZ;

se b >0, (ab)* = a* b,
se a > 1, é crescente;

se a = 1, é constante;

se 0 < a < 1, é decrescente.

l<a<bel<cxl
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Funcgoes Logaritmicas

@ Definimos a fungdo logaritmo na base a, denotando-se log, y, como a
funcdo inversa da funcdo exponencial de base a. MAS desde que"

Com a € RT\{1} tem-se

x =log,y — &=y Yy €]0, +o00[, ¥x € R.

= log.x

l<a<belO<cxl

ii ~ g s ~ L -
Para a = 1 a fungdo a* n3o é bijetiva, logo n3o admite inversa e, nos restantes casos, recordar que o dominio de uma
fungdo inversa coincide com contradominio da fung3o direta.
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@ Propriedades da fungdo logaritmo
Vx,z € R" e a € R, o logaritmo de base a(> 1) é tal que
(a) é uma fungdo continua;
(b) log,(xz) = log, x + log, z;
(c) logag = log, x — log, z;

(d) log,x™ = alog, x.
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A fungdo € exponencial natural quando a base da funcdo exponencial é o niimero de Euler® e.

aEuler (1707 — 1783) obtém e := limp—— oo (1 + %)n para explicar um problema de juros compostos
enunciado por Jacob Bernoulli (1655 — 1705).

@ O logaritmo natural de y, denotado Iny, é funcdo inversa da fungdo exponencial natural
(de base e):

x=Iny <~ S =y Vy €]0, 4o, Vx € R;

Fun¢Ses exponencial e logaritmica naturais
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Fungdes hiperbdlicas diretas: Seno Hiperbdlico & Cossecante Hiperbdlica

@ A func3o seno hiperbdlico é a fungdo real de variavel real definida por

senh: R — R

e —e€

X +— senh x = >

@ A funcg3o cossecante hiperbdlica é o inverso do seno hiperbdlico, isto
é, a funcdo real de variavel real definida por

cosech : R\ {0} — R

X — cosech x =
eX — e*X
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Seno hiperbdlico
y = sinh x,

Dginh = R
CDsinh =R

Paridade: impar

Cossecante hiperbdlica
y = cosech x,

Dcosech =R \ {0}
CDcosech =R

Paridade: impar

E. Ralha (DMat)
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A " Catenaria”

@ A funcdo cosseno hiperbdlico é a funcdo real de varidvel real definida
por cosh: R — R

eX + e*X
X +— coshx = —

cuja representacio gréfica é a (célebre) CATENARIA

=15 =10 =05 05 10 15
i -4
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Fungdes hiperbdlicas diretas: Cosseno Hiperbdlico & Secante Hiperbdlica
Cosseno hiperbdlico

Secante hiperbdlica
e +e%

2
= coshx = = hx = ———
y X 5 , y = sech x prympers
Dcosh =R Dsech =R

CDcosh = [17 —|—OO[

C]:)Sech :]071]
Paridade: Par

Paridade: Par
y

—

X X
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Fung¢des hiperbdlicas diretas: Tangente Hiperbdlica & Cotangente Hiperbdlica

@ A funcg3o tangente hiperbdlica é a fungdo real de varidvel real definida

por
tgh: R — R

senh x eX —e™*
x +— tghx= =
cosh x eX + e X

@ A funcdo cotangente hiperbdlica é a funcdo real de varidvel real
definida por

cotgh : R\{0} — R

cosh x eX+e %
X — cotghx = =
senhx  eX—e=X
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Tangente hiperbdlica Cotangente hiperbdlica

y = tghx, y = coth x,
Dign =R Deotgn = R\ {0}
CDtgh :] -1, 1[ CDcotgh = R\[—l, 1]
Paridade: fmpar Paridade: fmpar
y
1 t------=-== y
1
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Qutras Propriedades das fungoes hiperbdlicas: Monotonia

A func3o seno hiperbdlico é A func3o cosseno hiperbdlico é

@ estritamente crescente; @ n3o mondtona mas

e estritamente decrescente
em | —o00,0];

e estritamente crescente em
[07 +OO[;

A funcdo cossecante hiperbdlica é A funcdo secante hiperbdlica ¢

@ é n3o monétona mas é @ nao monotona mas

decrescente em ] — 00, 0[ eem e estritamente crescente em
]0,+OO[; ] —O0,0];
e estritamente decrescente
em [0, +o0[;
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Qutras propriedades das func¢des hiperbdlicas

Para quaisquer x,y € R tem-se
@ cosh x 4 senh x = ¥
@ cosh®x —senh?x = 1 (andlogo  férmula fundamental da trigonometria)
@ 1 — tgh2x = sechx
@ cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh xsenh y

@ senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y

o cosh? x — cosh 2x +1
N 2

cosh 2x — 1

° hix= """~
senh “x 5
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Funcoes hiperbdlicas inversas

Argumento do seno hiperbdlico

Argumento da cossecante hiperbdlica

Argumento do cosseno hiperbdlico

@ Argumento da secante hiperbdlica

Argumento do tangente hiperbdlica

Argumento do cotangente hiperbdlica
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Fun¢des hiperbdlicas inversas: Argumento do seno hiperbdlico

@ A funcdo seno hiperbdlico é bijetiva.

@ A sua fungdo inversa, que se designa por argumento do seno hiperbdlico, é a

funcao
argsenh: R — R
x +— argsenhy

Assim,

x =argsenhy, y e R<=senhx =y, xR
e

argsenhy = In (y+ vVyr+1 ) , VyeR.
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Como definir argsenh y?

Vx € R, tem-se

e — e ¥ e —1
Sy=——
2 Y= e
& e 2y —1=0 equacdo do 2.2 grau em e~

S =yt y?+1.

A solugcao com o sinal + é a Unica admissivel, pois

y =senhx &y =

e >0,VxeR e y—vVy?+1<0,VyeR.

e=y+Vy’+1 = len(y+\/y2+1),

donde
argsenhy = In (y+\/y2+1 ), Vy € R.
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Fun¢des hiperbdlicas inversas: Argumento da cossecante hiperbdlica

@ A funcdo cossecante hiperbdlica é bijetiva.

@ A sua fungdo inversa, que se designa por argumento da cossecante
hiperbdlica, é a fungdo

argcosech: R — R\ {0}
y +—— argcosechy

Assim,

x = argcosechy, y € R <= cosechx =y, x € R\ {0}

1 1
argcosechy = In <y+”y2+1>’ Vy € R\ {0}.

Demonstre-se!
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Argumento
do seno hiperbdlico
y = argsenh x,

Dargsenh =R
CDargsenh =R

Paridade: fmpar

y

Argumento

da cossecante hiperbdlica
y = argcosech x ,
Dargcosech =R \ {O}

CDargcosech =R
Paridade: Impar
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Fungdes hiperbdlicas inversas: Argumento da cosseno hiperbdlico
@ A fungdo cosseno hiperbdlico ndo é bijetiva mas é possivel considerar a uma
sua restricdo bijetiva
cosh: [0,+o0] — [1,4+00]

X — cosh x

@ A funcdo inversa desta restricdo, que se designa por argumento do cosseno
hiperbdlico, é a funcdo

argcosh: [1,+00[ — [0,400]
y — argcosh y

Assim,

x = argeoshy, y € [1,+00] <= coshx =y, x € [0, 4o0[

argcoshy = In (y—i—\/ y2—1 ), y € [1,400]

Demonstre-se!
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Fungdes hiperbdlicas inversas: Argumento da secante hiperbdlica

@ A funcdo secante hiperbdlica ndo é bijetiva, mas é possivel considerar uma
sua restricdo bijetiva

sech: [0,400[ — ]0,1]
X — sech x

@ A funcdo inversa desta restricdo, que se designa por argumento da secante
hiperbdlica, é a funcdo
argsech: 10,1 — [0, +oo[
) y — argsech y
Assim,

x = argsechy, y €]0,1] < sechx =y, x € [0,+00]

1 1
argsechy = In (y—O—,/yz—l),yE]O,l]

Demonstre-se!
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Argumento Argumento

do cosseno hiperbdlico da secante hiperbdlica
y = argcosh x, y = argsech x ,
Dargeosh = [1,+00[ Dargsech =]0,1]
CDargcosh = [0, 4+00] CDargsech = [0, +00[
y
v
1 x 1 *
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A fungdo argumento do seno A fungdo argumento do cosseno

hiperbdlico é hiperbdlico é
@ continua; @ continua;
@ estritamente crescente; @ estritamente crescente;
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Fungdes hiperbdlicas inversas: Argumento da tangente hiperbdlica

@ A funcdo tangente hiperbdlica ndo é sobrejetiva mas é possivel considerar a
sua restricdo bijetiva

tgh: R — ]-1,1]
x +— tghx

@ A inversa desta restricdo, que se designa por argumento da tangente
hiperbdlica, é a funcio

argtgh: ]—-1,1] — R
y — argtghy

onde x =argtghy, ye]-1,1][<=tghx=y, x€R

1
€ argtghy:ln(”ﬂ),ye]l,l[.
-y
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Fungdes hiperbdlicas inversas: Argumento da cotangente hiperbélica

@ A fungdo cotgh : R\ {0} — R n&o é sobrejetiva mas é possivel considerar
a sua restricao bijetiva

cotgh: R\ {0} — R\[-1,1]
X — cotgh x

@ A inversa desta restricdo, que se designa por argumento da cotangente
hiperbdlica, é a fungdo

argeotgh: R\ [-1,1] — R\ {0}
y —> argcotgh y

onde

x = argeotghy, y € R\ [-1,1] <= cotghx =y, x € R\ {0}.

1
€ argcotghy—ln( y—&-1>7 y € R\ [-1,]]
\/ vy =

Demonstre-se!
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Argumento
da tangente hiperbdlica

y = argtgh x ,
Dargtgh :] - ]-a 1[5
CDargtgh =R

E. Ralha (DMat)

Argumento
da cotangente hiperbdlica

y = argcotgh x,
Dargcotgh = R\ [_17 1]
CDargcotgh = R\ {O}

|
|
|
|
|
|
|
|
|
1 X
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A funcdo argumento da tangente A funcdo argumento da

hiperbdlica é cotangente hiperbdlica é
@ continua; @ continua;
@ estritamente crescente; @ decrescente;
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Os 'nomes’:: Fungdes 'Circulares’ & 'Hiperbdlicas’

Tal como os pontos cujas coordenadas sdo (cos u, sen u) 'percorrem’ o circulo unitario centrado
na origem do referencial, as fun¢des definidas por x = cosh u e y = senh u definem as
coordenadas de um ponto que 'percorre’ o ramo direito da hipérbole definida por

X2y =1
N
& ¥
SfL=pamt |
?_cj:\? x> 4+ v =1 | Llcosu, sinu)
T E(cosh u, sinh u)

[u is twice the area
'r of sector AOP.
o
\ 0 AN
u is twice the area
of sector AGP.

LEInf 2023'24 44 /44

Calculo para Engenharia



	Funções trigonométricas (diretas e inversas)
	Funções trigonométricas Inversas

	Funções Exponenciais, Logarítmicas e Hiperbólicas
	Funções Exponenciais & Funções Logarítmicas
	Funções Hiperbólicas (diretas e inversas)
	Funções Hiperbólicas Diretas
	Funções hiperbólicas Inversas



