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Galileu (1564-1642) e a queda livre de objetos

Lei de Galileu:: Sendo a gravidade a
Unica forca que atua sobre o objeto e f(t) a
distancia ao chdo (em metros),
depois de t segundos,

f(t) = 4.9t

Nestas condicBes, a velocidade média do objeto, no intervalo [ti, t2] é dada por

distancia percorrida _ f(t2) — f(t1) _ Af
tempo decorrido th — 1 At
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Exercicio:: Queda de rochas do topo de uma arriba

Velocidade média nos primeiros 2

segundos:: ...
98"
s
Velocidade média desde o segundo
1 até ao 2:: ...
m
147 —
s

Nestas condi¢Bes, a velocidade média do objeto, no intervalo 'pequeno’ [to, tg + h] é dada por

Af _ f(to+ h) — f(t)
At h '

férmula esta que NAO pode ser usada para calcular a velocidade instantanea, em to.PORQUE?

@ Qual a velocidade média em intervalos cujo incio é to = 17 E ty = 2?7 E quando h — 07
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Taxa de variacdo Média:: Raz3o Incremental

A razdo incremental da fungdo f, real de varidvel real, definida por y = f(x), no intervalo
[x1,x2], é

Ay _ f(x2) — f(x1) _ f(x1+ h) — f(x1)
Ax X2 — X1 h ’

h#0.

Geometricamente,
i

O(x4. flxy))

P(x). f(x))

0 X, X5
é o declive da reta (secante) que passa pelos pontos

P(x1, f(x1)) e Q(x2, f(x2)). A medida que o ponto Q, percorrendo a curva, se aproxima de P....
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Derivada de uma fun¢do (real de uma varidvel real) num ponto

Sejam f: DCR—R e |ae(DND')|

@ Diz-se que a fun¢3o f é derivavel no ponto a € (D N D’) quando
existe o limite da “razdo incremental”, isto é,quando existe
f(a+ h)—f(a)

lim .
h—0 h

Este limite representa-se por f'(a) e diz-se
derivada de f em 2'.

'Uma forma equivalente de definir a derivada de f em a é

f'(a) = lim

x—a X — a

e que resulta imediatamente quando se toma x = a + h, na defini¢do anterior.
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Derivada Lateral

@ derivada a esquerda de f em a (quando a é ponto de acumulagdo a
esquerda)

£ (o) = tim [O=F@) - fa+h) = fa),

x—a~ X —a h—0- h
@ derivada a direita de f em a (quando a é ponto de acumulag3o a direita)

Fa) = fim (O=F@) _p flath) = 1(a)

x—at X —a h—0+ h

Quando f: DCR — ReacDND. N D’+ tem-se, naturalmente e uma vez que
estamos a lidar com “limites”, que f é derivavel em a se e sé se existirem e forem
iguais as derivadas laterais f’ (a) e f](a).
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Interpretacdo geométrica da Derivada

O declive m da reta tangente a curva y = f(x) no ponto de coordenadas (a, (a))

é o limite dos sucessivos declives das retas secantes definidas por A e X, a medida
que X se aproxima de A,

m— lim () —f(a)
x—a X —a

O ponto X pode estar a direita
ou a esquerda.

f(x)
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Na figura, representa-se uma experiéncia conduzida, durante 50 dias com uma populagdo de

moscas da fruta (contada em intervalos de tempo 'regulares’).

Number of flies

350
300

200
150
100

50

Exercicio

@ Qual o crescimento populacional, médio,
ocorrido entre os dias 23 e 457

(45, 340)
Ap= 190
Ap TP P
P@3, 150) Ew&bl]lu ay
Ar=122

-

10

20 30
Time (days)
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@ Quaio rapido foi o crescimento
populacional no dia 237
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Exercicio

Considere-se a parabola, definida por y = x?, e o ponto P(2,4).

@ Determinem-se os declives das retas secantes que passam por P.

@ Qual serd, entdo, o declive da reta tangente a pardbola, no ponto P?

@ Defina-se a reta tangente a pardbola em P.
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Exercicio

Considerem-se as fun¢des f e g e h, reais de varidvel real, definidas por

@ Terdo os graficos destas fungdes, tangentes na origem?
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Retas tangente e normal ao grifico da fungdo

Seja f : D C R — R uma fung&o diferencidvel em a € D.

@ A reta tangente ao gréfico de f em (a, f(a)) estd definida pela equacio

y="f(a)+f'(a) (x - a).

@ A reta normal ao gréfico de f em (a, f(a)) quando
o f’(a) # 0, define-se por

y="f(a) - (x—a)

e
f'(a)

e f’(a) =0, define-se por

X
Il
Y

Nota

@ Dizemos que uma curva (continua) admite uma tangente vertical no ponto de abcissa xo,
quando o limite da correspondente razdo incremental for um infinitamente grande.

@ A reta normal ao gréfico de f em (a, f(a)) € a reta perpendicular a reta tangente ao
grafico nesse ponto.
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Observagdes

Quando f é derivavel em a

i) a curva definida por y = f(x) é “suave”em x = a, isto é, o ponto
(a, f(a)) ndo é um ponto anguloso;
Ex.. f(x)=|x|, x € R; a=0.

ii) a reta tangente definida por y = f(a) + f’(a) (x — a) “confunde-se”
com a curva (que representa f), numa vizinhan¢a de a;

iil) o polinémio definido por f(a) + f'(a) (x — a), de grau < 1, pode
usar-se como aproximac3o para f perto de a.
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Exemplos: funcdes que NAO tém derivada, em um ponto
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Exemplos: funcdes que NAO tém derivada, em um ponto (cont.)
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Func3o derivavel e fung¢do derivada

Sejaf: DCR—R, a,beDe ACD.

@ Diz-se que

o f é derivavel em [a, b] quando f é derivavel em qualquer x € ]a, b e

existem as derivadas laterais f{(a) e f'(b);
o f é derivavel em A quando f é derivavel em qualquer a € A;

e f é derivdvel quando f é derivdvel em todo o dominio D.

@ Se f é derivavel, a funcio

ff: D — R
x = f'(x)

diz-se a func3o derivada de f.
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Exemplo

\
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Exemplo

Yy A

Y

E. Ralha (DMat) Calculo Diferencial em R LEInf 2023'24 20/ 44



Indice

e Propriedades das funcées derivéveis
@ Teoremas de Fermat, de Rolle e de Lagrange

E. Ralha (DMat) Calculo Diferencial em R LEInf 2023'24 21 /44



Algumas propriedades das fun¢des derivaveis

Teorema (Continuidade de fun¢des derivaveis)
Se f: DCR — R é derivdvel em ac DN D',

entdo f € continua em a.
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[Regras basicas de derivagdo]

Sejam f,g: DCR — R fun¢bes de dominio D, derivaveis no ponto
aeD.

Ent3o:

(c) <f> (a) = f'(a) - g(a) — f(a) - g'(a) , desde que g(a) # 0.
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Exemplo: derivadas das fungdes hiperbdlicas

Para x € R tem-se
@ senh’x = cosh x :
@ cosech’x = —cosech x coth x ;

@ cosh’ x = senh x ;

@ sech’x = —sech x tgh x
e tgh/x = —— = sech®x ;
cosh” x
’ 1 2
@ cotgh'x = ———— = cosech“x , x#0.
senh “x

[Sugestdo:] Demonstre as igualdades anteriores.
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Regra da Cadeia

Teorema (Derivada da fungdo composta)

Sejamu:D — R, g: B— R, com u(D)CBCR, aecDND' e
b=u(a) e B.

Se u é derivavel em a e g é derivavel em b,
entdo g o u é derivavel em a, tendo-se

(g ou)(a) =g'(u(a)) - u'(a)
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Exercicios

@ Calcule a derivada das funcdes
Q f(x)=2%, x>0

Q g(x)=x*, x>0.

@ Prove que

1
d bl
d—|x| = N3o Existe,
Ix 1,

x>0
x=0
x<0

[Sugestdo:] Tome |x| = v/x2, e derive uma fungio 'composta’.
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Exemplo: derivadas de fungdes trigonométricas

Dada uma funcio derivével u = u(x), tem-se
o [sen u(x)]' = u/(x) - cos u(x)
o [cosec u(x)]' = —u/(x) - cosec u(x) - cotg u(x)
o [cos u(x)] = —u/(x) - sen u(x)
o [secu(x)]' = t/(x) - sec u(x) - tg u(x)

o [tgu(x)] = u(x) - c0521u(x) = u/(x) -sec? u(x)

1
o [cotg u(x)] = —uv'(x) - sen2u(x) = —u/(x) - cosec?u(x)
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Teorema (Derivada da fungdo inversa)

Seja f: D — B, com D, BCR, uma fungdo bijectiva.
Se f

@ ¢ derivavel no ponto ac€ DN D/,
o f'(a) #£0,
o f~1 é continua em b = f(a),

ent3o 1 é derivivel em b, tendo-se

/ 1
G D)
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Exemplo: derivada da funcao logaritmo natural

@ Recordando que'
o f:R—]0,+o0[, f(x)=e"ébijectivae f'(x)=¢e*#0;

o fX(y)=1Iny, y€]0,+oo[é continua

@ Pelo teorema da derivada da fungdo inversa, sendo y = f(x), temos

) N 1 1 1 1
(Iny) = (f 1) (v)= FI(F1(y)) = F(iny) = elny = ;

Ou seja

1
(Iny) = R €]0, +o0|

"A fungdo logaritmo natural é a funcdo inversa da fun¢3o exponencial de base e.
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Exercicio: derivadas de fungdes trigonométricas inversas

1
oarcsen’x:ﬁ, x€]-1,1[;
-1
@ arccosec’x = —Ta1 ~ ¢ [-1,1];

/ -1 .
oarccosx:ﬁ, xe]l-1,1[;
1
o arCSGCIX: X\/ﬁ s X ¢ [—1,1] )
1
oarctan’x:m, x€eR;
@ arccotgx = ﬁ , x€R.
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Derivada da fungdo arco-seno

@ Pelo teorema da derivada da func¢3o inversa tomando
f(x) = senx, f~1(y) = arcseny
vem

1 1
f~1(y))  cos(arcseny)’

arcsen’y = (F~1)(y) = 7

@ Como cosz = v/1 —sen?z (porqué?) tem-se

cos(arcsen y) = /1 — sen2(arcsen y) = /1 — y2.

@ Assim,
1

—_— para y €] —1,1[.
1—y2

arcsen /y =
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Teorema de Fermat

Teorema (Fermat)

Seja f: D — R uma funcio derivdvelem ae€ DN D'.
Se a é um extremante de f,
entdo f'(a) = 0.

@ O reciproco do Teorema de Fermat é falso, isto é,

f'(a) =0 =& f(a) extremo local de f .

@ Exemplo?
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Teorema de Rolle

Teorema (Rolle)

Seja f: [a, b] — R uma fungdo continua que é derivavel em |a, b|.
Se f(a)=f(b), entdo

Figura: Interpretacao geométrica do Teorema de Rolle
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Coroldrios do teorema de Rolle

Seja f: [a, b] — R uma fun¢do continua e derivavel em ]a, b|.

1. Entre dois zeros de f existe, pelo menos, um zero de f'.

2. Entre dois zeros consecutivos de f’ existe, quando muito, um zero de
f.

3. N3o ha mais do que um zero de f inferior ao menor zero de f/, nem
mais do que um zero de f superior ao maior zero de f'.
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Teorema do Valor Médio de Lagrange

Teorema (Lagrange)

Se f:[a, b] — R é uma fung¢do continua que é derivavel em ]a, b[,
entdo

Figura: Interpretacao geométrica do Teorema de Lagrange
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Coroldrios do teorema de Lagrange

[Ideia: olhar para f/ como o declive de uma reta]

@ Se f:[a,b] — R é continua e f'(x) =0, Vx€la, b[, entdo f é constante.

@ Se f,g:[a, b] — R sdo continuas e tais que f'(x) = g'(x), Vx€]a, b, entdo
existe uma constante C € R tal que f(x) = g(x) + C, Vx€]a, b].

© [Monotonia das fungdes reais]

Seja f: | — R derivdvel no intervalo /. Tem-se:

@ f'(x) >0,Vxel, seesése f écrescente em /
0 f'(x) <0,Vxel, seesése f édecrescente em /
@ se f'(x) >0, Vxel, entdo f é estritamente crescente em |

0 se f'(x) <0, Vxel, entdo f é estritamente decrescente em /.
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Exemplos

-1 se —-1<x<0
@ s()=9 1 « o0<x<1

g apresenta uma descontinuidade de salto. g ndo possui a propriedade do valor intermédio.

Ent3o g ndo pode ser a derivada de fun¢do alguma f: [—1,1] — R.

x?cos(i) se x#0
0 se x=0

Q@ h(x) =

Esta fungdo é continua e diferencidvel em R tendo-se

TN 2xcos(L) +sen(l) se x#0
h(x)i{ *o x se  x=0.
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Derivadas de ordem superior

Sejam f:D—ReacDND.

Seja D! o subconjunto de D formado por todos os pontos onde f é
derivével: isto é D! é o dominio de f.

@ Diz-se que f é duas vezes derivavel em a € D!, ponto interior de D!
se f' for derivavel em a.

e Chama-se segunda derivada de f em a a derivada (f')'(a);

@ Usam-se, ainda, as notacdes

f(a), f@) ou  Df(a)
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Observagdes

@ De modo andlogo define-se a derivada de ordem n de uma fungdo que
se denota por

F(M ou  DF,
@ Por convencdo, considera-se

A =g,
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Fungdes de classe C¥ (& de classe C*)

Seja D C R, n3o vazio, tal que D C D'.
e Dado k € Ny, chama-se conjunto das funcdes de classe C¥ de D em

R ao conjunto

CK(D)={f:D — R : fé kvezes derivavel em De f(¥) é continua }

@ Chama-se conjunto das funcoes de classe C*° de D em R ao conjunto

C®(D)={f:D — R : fadmite derivada de qualquer ordem em D }
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Derivacao Implicita: Exemplo

d
EXEMPLO: sabendo que y2 = x, calcular d—y
Ix

@ Sabendo que a equagdo y? = x, define duas funcdes diferencidveis:

yi=vVx e y2=-—x

podemos, facilmente, calcular

dn 1 dy, 1

dx T2k C 0 dx T gk

@ Mas suponhamos que a equagdo y? = x, definia y como uma ou mais fungdes

diferencidveis de x (para x > 0) e n3o sabifamos exatamente que fun¢des eram essas.

. . y
Poderiamos, mesmo assim, calcular d—
Ix

A resposta é afirmativa: bastando, para tal, derivar ambos os membros da equagio

y? = x, em ordem a x, tratando y = f(x) como uma fungdo f derivavel de x:

d d dy 1
7(},2):7()();},,,@7:7
dx dx dx 2y
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Derivacao Implicita

dy
lcular —.
Calcular I

© Derivar ambos os membros da equag¢do, em ordem a varidvel
independente x; tratando a outra varidvel, y, como dependente de
uma fungdo derivavel (y = f(x), com f derivavel)

d
@ Resolver a equacdo em ordem a d—y
X

, d?
EXERCICIO: Calcular d—); sabendo que 2x3 —3y? = 8..
X
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