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Algumas Aplicagbes das Derivadas

Nesta proxima seccdo as funcées (reais de varidvel real) tém dominios que
sdo ou intervalos ou uma reunido de intervalos.
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f 0
Quando lim ﬁ = —
X—C g(x) 0

@ [Teorema/Regra de L'Hépital]
Sejam f,g: | — R fungdes derivaveis num intervalo aberto / exceto,
eventualmente, no ponto ¢ € [ e tais que

lim f(x)=0 e lim g(x) = 0.

X—C X—C

/—\dmita-se que VX S I7 g/(X) 7é 0, exceto, eventualmente, no ponto c.

Se o limite o
im0 em
X—>C g (X)
- .. () , )
entdo o limite lim também existe e
X—C g(X)
lim @ =1L
x—c g(x)

E. Ralha (DMat) Calculo Diferencial em R-Parte 2 LEInf 202324 4/35



Observagdes

o A regra/teorema de I'Hépital
f'(x)

7 eum
g'(x)

o também é valida quando o limite do quociente

infinitamente grande

e estende-se aos limites no infinito

e pode ser aplicada recursivamente
recorrendo a manipulagcoes algébricas, € aplicavel a outras formas de
indeterminagcdo

o NAO é aplicdvel quando os limites do numerador ou do denominador
existem, mas ndo sio iguais a zero.
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818

e Se lim f(x) = lim g(x) = oo, entdo
X—a X—a

Xn
e [Exercicio] lim —7?
x—+oo eX
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0 X oo

@ Se lim f(x) =0 A lim g(x) = oo, entdo

_ . f(x) 0
Jim [f(x) - g(x)] = lim 1 "o
g(x)

24 1
e [Exercicio] lim X s ?
x—2 X x2 —4x+4
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o [Exercicio] lim

o0 — o0

im [£(x) + ()] = lim |1 +
(x)
RS
i 8 ()
L
f(x)  &(x)
cosecxi)?

x—07t
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1°, 00 e o®

O logaritmo pode ser usado para converter cada uma destas
indeterminacdes...

Recordar que In xP = p In x

e [Exemplo] Calcule-se, se existir, lim x*.

x—07t |
nx
lim [In(x*)] = | [ = |lim —=..=0
g Ino0] = Jirg b o0l = Jirg, 3
X
Donde,

||m XX = e{“mxﬁOJr[ln(XX)]} — eO — 1
x—0t
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Definicdes & Exemplos

Definicdes Uma fungdo f, real de variavel real, definida em Dy, tem um
maximo absoluto/global, num ponto ¢ € Dy, quando

f(x) < f(c), Vxe€ Ds.

e tem um minimo absoluto/global, num ponto ¢ € Dy,
quando

f(x) > f(c), Vx¢€ Ds.
Obs: Miximos e Minimos dizem-se extremos de f.

Exercicios Classifique os extremos absolutos da funcdo f, definida por
f(x) = x2, sabendo que o seu dominio é Dy, onde

Df = R. Sem maximo absoluto & com minimo absoluto = 0, para x = 0.

5]

o

D¢ :]0, 2].Com maximo absoluto ... & Sem minimo absoluto.

(@]

)
) Df‘ = [0, 2]. Com miéximo absoluto ... & com minimo absoluto ....
)
)

o

D¢ :]0, 2[. Sem extremos absolutos.
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Teorema dos Valores Extremos

@ [Teorema dos extremos]

Se f é uma funcdo real de varidvel real, definida e continua em um
intervalo fechado [a, b], entdo f atinge um valor absoluto maximo M
e um valor absoluto minimo em [a, b].

Isto é ,existem x1 e xp em [a, b], com f(x1) = M e f(x) =m, e

m< f(x) <M, Vxe]|a, b

Os pressupostos, no teorema, sjo essenciais!

. - > . , <
Exemplo: Considere-se a funcio, real de varidvel real, definida por f(x) = { )(; 2 :){ SL
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Monotonia e extremos

Seja f : | — R —com [ um intervalo fechado— uma funcdo derivavel

@ Ja vimos que
e se f'(x) > 0em /, entdo f é crescente em /

o se f’(x) < 0em /, entdo f é decrescente em /

@ [Ponto Critico] Um ponto xg € I diz-se um ponto critico de f quando
f'(xp) ndo existe ou quando f'(xp) = 0.
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Teste das 1.%° Derivadas

@ Como encontrar os extremantes de uma fungio?

Seja f : | — R —com [ um intervalo fechado— uma funcdo derivavel

Nota (Sobre a detegdo de extremantes)
[Teste da 1.2 derivada]

@ Sendo xo um ponto critico de f.

o Se f' muda de sinal negativo para positivo em xg, entdo xg € um

minimizante local de f (e f(x0) diz-se um minimo)

o Se f' muda de sinal positivo para negativo em xg, entdo xy € um
maximizante local de f (e f(xo) diz-se um maximo)
o

E. Ralha (DMat) Calculo Diferencial em R-Parte 2 LEInf 2023'24 14 /35



Teste das 1.%° Derivadas: explicagdes...

@ Quais os pontos onde uma funcdo f, real de varidvel real, definida em
um intervalo ou numa reunido de intervalos (disjuntos), podera ter
extremos?

e nos pontos interiores, onde f' = 0.
e nos pontos interiores, onde f’ n3o estd definida.
e nas extremidades do dominio.

@ Como encontrar os extremos absolutos de uma funcio, continua, num
intervalo fechado?

@ encontrar todos os pontos criticos de f, no intervalo.

@ avaliar f em todos os pontos criticos, bem como nas extremidades do
intervalo.

© tomar o maior e o menor desses valores.
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Exercicios: Classifique os pontos criticos da funcao f, definida em R, a partir das seguintes representagdes graficas

/() (@)

f'(x)

E. Ralha
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Exercicio: Encontre os valores maximo e minimo absolutos, de os houver, para a fun¢do definida por y = x2/3, no intervalo

[=2,3]

E. Ralha

v

w
=
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© Concavidade(s) e ponto(s) de inflexdo
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Concavidade(s) e ponto(s) de inflexdo

Seja f : | — R, com [ um intervalo aberto.

@ [Concavidade] O grafico de f tem a concavidade voltada para cima em /
quando
Vxy, X0 €1 1 x1 < x

o gréfico de f em [xi, x2] estd abaixo do segmento de reta que une os
pontos cujas coordenadas sdo (x1,f(x1)) a (x, f(x2))

@ No caso de f ser derivavel em [, o grafico de f tem a concavidade voltada
para cima quando f’ for crescente neste intervalo

@ De forma andloga, o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em /
quando para todos os x1, xo € | tais que x; < xa o grafico de f em [xq, x2]
estd acima do segmento de reta que une os pontos cujas coordenadas sdo

(x1, f(x1)) a (x2, f(x2))
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Teste das 2.%° Derivadas

Seja f : | — R, I um intervalo, e f é C3(/).

@ Se f”(x) > 0 em [, entdo o grafico de f tem a concavidade voltada para
cima em /

@ Se f"(x) < 0 em /, entdo o grafico de f tem a concavidade voltada para
baixo em /

[Teste da 2.2 derivada]

@ Seja xo um ponto critico de f.

o Se f"(xo) >0, entdo f tem um minimo local em xq.
o Se f"(xg) <0, entdo f tem um maximo local em xg.
e Se f"(x9) = 0, entdo nada se pode concluir.
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Observagdes

@ [Ponto de inflexdo] Um ponto do dominio de uma fungdo continua
onde o grafico muda de concavidade chama-se ponto de inflex3do.

Se f""(xp) = 0, entdo xp € um ponto de inflexdo.
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Exercicio

y

v

E. Ralha (DMat) Calculo Diferencial em R-Parte 2 LEInf 2023'24 22/35



Exercicios

Q A fungdo f : R — R, definida por f(x) = x? é derivdvel em R e tem um
ponto critico em xg = 0 pois f'(0) = 0.

Usando o teste da 2.2 derivada, f/(0) > 0, xo = 0 é um maximizante local de f.

@ A funcio g : R — R, definida por g(x) = x3 é derivavel em R.
Embora xp = 0 seja um ponto critico, a fun¢do n3o tem aqui um
extremo pois (0) = 0.

xop = 0 é um ponto de inflexdo da funcdo g.

@ A fungdo h: R — R, definida por h(x) = |x| ndo é derivével em R,
pois nao é derivavel em xp = 0.
A func3o h n3o é aplicdvel o teste da 1.2 derivada em xp = 0, porque a funcdo nio
¢ derivavel neste ponto. No entanto, f tem um extremo em x; = 0 pois é continua

neste ponto, é crescente em |0, e[ e decrescente em | — ¢, 0[.
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Representacio grafica de funcdes (Esbogo)

Seja f : D — R uma fung3o real de varidvel real.
Com vista a uma representacédo grafica da funcdo definida y = f(x),
os passos seguintes fornecem informagdes (teis para fazer um esboco:

@ Determinagdo do dominio e contradominio;

@ Andlise de alguns limites apropriados;

© Intersecdo com os eixos: x tal que f(x) =0 e y tal que f(0) = y;
© Algumas caracteristicas geométricas: simetria, periodicidade, .. .;
@ Extremantes e intervalos de monotonia;

@ Pontos de inflexdo e intervalos de concavidade.
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Exercicios

@ Justifique as representacoes graficas das func¢des hiperbdlicas...

2x2

@ Esboce graficamente a funcdo definida por 21
X2 —
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Aproximacgao polinomial de fungoes

@ [Polinémio de Taylor]

Seja f : | — R uma fungdo e a € | tal que a n-ésima derivada de f existe
em a. O polinémio

f(")(a)
n!

Poa(x) = F(a) 1 F/(a)(x — ) + - 2)

: S (x—a

(x—a)"

é chamado polinémio de Taylor de f, de ordem n, em torno do ponto a.
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Exemplo

3

X
/ :
2

Figura: Pio(x) =1+ x Po(x) =1+ x+ X?
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X2 X3 X2 X3 X4
Figura: = = = = +=+=
igura: P3g(x) =1+ x+ >+ Pao(x) =1+ x+ >t et m

No caso de f(x) = e* demonstra-se que, para um qualquer n € Ny, se tem

2 3 4 n
X X X X
Pn,O(X):l‘i‘X‘F?‘FE‘Fﬂ‘F'“"FH
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Observagio

f(a)

o (x—a)2+~-~—|—

Pna(x) = f(a) + f(a)(x — a) +

@ Os coeficientes de P, , dependem das derivadas de f calculadas em a.

@ Se f é n vezes derivivel em a€/ estd garantida a existéncia das constantes

f(a), f'(a), f"(a), ..., fN(a).

© P, 2 é um polindmio de grau ndo superior a n: grau P, , < n.
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Teorema da Unicidade do Polinémio de Taylor

@ Sejam f, g : | — R fun¢des continuas em a € /. Dado n € Ny, diz-se que f
e g sao iguais até a ordem n em a quando

)80,
x—a (x — a)"
@ Quando existem f'(a), ..., f("(a), g'(a),...,g("(a). Entio

f éigual a g até a ordem n, em a, se e s6 se

f(a) =g(a), f'(a)=g'(a),...,f"(a) =g\"(a)

Teorema (Unicidade Polinémio Taylor)

O polinémio de Taylor P, , € o tnico polindmio de grau ndo superior a n cujas
derivadas no ponto a (desde a ordem 0 até & ordem n) coincidem com as
correspondentes derivadas de f no ponto a.
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Férmula de Taylor

@ [Férmula de Taylor]

Chamamos férmula de Taylor de ordem n para a func¢do f em torno do
ponto a a expressao

f(x) = Ppa(x) + Rna(x) com lim ——L =

onde

e P, , é o Polinémio de Taylor, de f de ordem nem a
e R, , diz-se resto de Taylor de f de ordem n em a.
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Exercicio: Valores aproximados para In(1.1)

@ Consideremos, por exemplo, f(x) = In(1+ x), x €] — 1, 4o0].
Neste caso tem-se que In(1.1) = f(0.1).

@ Encontremos polinémios de Taylor de f em torno de a = 0.

o Deordem n=1: P;g(x) =

o De ordem n=2: Pyg(x) = X7

o De ordem n=3: P3g(x) = X; %3

o De ordem - --

e Mostra-se que o Polinémio de Taylor de f, de ordem n em torno de
a=0¢
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@ Assim, valores aproximados para In(1.1) s3o

De ordem n=1: P;(0.1) =0.1

o De ordem n=2: P,4(0.1) = 0.095
o De ordem n=3: P;3(0.1) = 0.0953
o De ordem - --

o De ordem n=10: Pjg(0.1) = 0.095310179803492
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0.4

0.2

=0

-0.2
‘”g‘f&;: In(et1) =
P20 — P —
P30 — -0.4 gggﬁ =
z plO(x) = L PIBG =

0.4 -0.2 02 0.4

Calculo Diferencial em R-Parte 2

LEInf 2023'24 35/35



	Limites: levantamento de Indeterminações
	Monotonia e extremos de funções
	Concavidade(s) e ponto(s) de inflexão
	Aproximação polinomial de funções

