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Até agora...

@ Dada uma funcio derivavel
f:1—R
definida num intervalo /, sabemos determinar uma funcao
gl —R

tal que
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Problema

@ Conhecida uma fungdo f (real de uma varivel real) definida num
intervalo /, encontrar uma fungcdo F: | — R, derivavel e tal que

F'(x) = f(x), V¥xel

Este problema é o da

primitivacao/(antideriva¢do) da fungdo f no intervalo /.
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Definicdo de Fungao Primitiva

@ [Fungdo primitiva] A funcdo F : | — R, definida no intervalo /, é uma
funcao primitiva de f : | — R quando, para qualquer x € /, F é derivavel e

@ Nestas condig¢des, dizemos também que

e f é primitivavel em [
e F é uma (fungdo) primitiva ou antiderivada de f em /

e O conjunto de todas as primitivas de f é o Integral Indefinido de f e
escrevemos

Fx) = / F(x) dx
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F é uma primitiva def sse f € a derivada de F

EXEMPLO:

© Esboco gréfico de f e de duas possiveis fun¢des primitivas F:
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Propriedades das PRIMITIVAs:

Teorema

Se, no intervalo I, f e F sdo uma funcdo e uma sua primitiva (respetivamente), entio

d%F(x) _ <% [ / F(x) de — f(x)

Se derivarmos uma primitiva de f obtemos, novamente, f. y

Teorema

Se, no intervalo |, Fy e F» s3o duas funcbes primitivas de f, entdo a diferenca F1 — F, é
uma fungdo constante.
Se F é uma primitiva de f no intervalo | ent3do qualquer fungio definida por

F(x)+C, Vvxel

e com C uma constante real arbitraria, também € uma funcio primitiva de f.
Basta notar que [F(x) 4+ C]" = F'(x) = f(x), ¥x € I )
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Exemplos

@ A fungdo F : R — R definida por
F(x) = x?

é uma primitiva da funcdo f : R — R, tal que f(x) = 2x

@ A fungdo F : R — R tal que
F(x) =x>++/3

também é uma primitiva da fungdo f : R — R, tal que f(x) = 2x.

.. O integral indefinido /2x dx = x? + C é a familia das funcdes primitivas de f, onde C

é uma constante (real) arbitraria.

Mas

nem todas as fun¢des admitem primitiva!
Por exemplo,

© a fungio definida por

(x) = 1 se 0<x<L2
)= 2 se2<x<4

n3o admite primitiva no intervalo [0, 4] porque no é a derivada de alguma fung3o.
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Recordar...

~ . df
Funcdo f Derivadade f: —
dx
e e
sen x CoSs X
cosx —sen x
xK k x*1
1
In x —
X

com k € R\ {-1}
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Primitivas " fundamentais”

(tabeladas)
Funcdo f Primitivas: / f(x) dx

e* e +C

cos x senx + C

sen x —cosx+C

P Xk+1
—+C

i e
= In|x|+C
X

com k € R\ {—1}

Nota (Sugestdo)

@ Comparem-se as correspondentes linhas, nas duas tabelas: a das derivadas com

a correspondente das primitivas e assinalem-se, justificando, as diferencas...
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Exercicios

9 +C) = (x+C) = ..

0/1dx:x+C porque —
dx

Q /xdx
Q /x3dx

o/ﬁw

Q /exdx

o /senx dx

1
O/fdx
X
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Algumas regras de primitivacdo: 'por decomposi¢cao’

< / f(x) dx)l = f(x)

@ [Primitivagdo “por decomposi¢do”]

Teorema

Sef,g:1 — R ea €R (constante); entdo
o

Recorde-se:

/ [0 F(x)] dx = a / () dx dx
)

/ [F(x) + g(x)] dx = / F(x) dx & / g(x) dx

porque...
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Exercicios

Complete

(4] /(3X22X5) dx = ...

o /(\/>?+1)2 dx:/(x+2\/?<+1) dx = ...

o /<\;}(—I—cos2x> dx = ...
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Problemas de valor inicial & Equagdes Diferenciais

@ Procurar uma primitiva de uma fun¢3o f &, afinal, resolver a equagdo (dita
"diferencial’)
dy
9 _f
g — )

em ordem a y, sendo que tanto f como y sdo fungdes de x.

@ A fung3o y é uma primitiva de f. E se especificarmos uma condi¢3o inicial,
y(x0) = yo

fixamos uma constante arbitraria C.

A combinacdo de uma equagio diferencial e uma condigdo inicial, diz-se um problema
de valor inicial.

d
Exercicio: Resolva a equacio diferencial d—: = —9.8, com v(0) = 3.6.
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Algumas regras de primitivagdo: 'primitivas imediatas’

@ [Primitivacdo “imediata”|

@ Recorde-se o resultado sobre a derivada da fungdo compost:a

[e(F())]" = &'[f(x)] x £'(x)

Teorema

Se as funcées f : | —> J e g : J — R sdo derivdveis e tais que a funcio
composta, g o f, também esta definida, entdo

/ [/(F(x)) x f(x)] dx = g[f(x)] +C
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Exercicios

Determine

(1] /(2x + 10)%° dx <) /x4(x5 +10)° dx

(2] /sen(2x) dx o /X26X3 dx
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Sejam u é uma fun¢do, real de varidvel real, diferencidvel e k € R\ {—1},

A regra da cadeia, 'invertida’

@ a 'regra da cadeia’ permite-nos concluir que

d [ uktl « du
el — k=
dx \k+1 dx

@ Por outro lado, a mesma equagio também pode ser lida como afirmando que

k+1
/uk@ X:(u )+C
dx k+1

© que é equivalente a uma forma mais 'simples’

. uk+1
du = C
/u u k+l+

Nota

Leibniz, um dos fundadores do 'Cdlculo’, percebeu que se podia fazer a 'substituicdo’ (muito dtil

no célculo de integrais)
d
du= " dx
dx
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Algumas regras de primitivagdo: 'por substituicao’

o [Primitivacdo “por substituicio”]:’
Teorema

Se a fungdo f : | — R € primitivdvel —isto é F(x) = [ f(x) dx existe— e

X
—

© € uma fungdo derivavel e invertivel no intervalo J, com p(J) C I, entdo
fazendo (encontrando) x = p(t) tem-se

[rede= [ fleeneo ae

Nota

@ Recorde-se que a funcio f, que se pretende primitivar, é uma funcio de x pelo que a
varidvel t serd substituida —depois da integracdo do 22 membro— pela sua expressio
resultante de

| \

t=p'(x)

v

i P e e e . -
é uma consequéncia direta da primitivacdo "imediata” (isto é, da derivada da funcdo composta).
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Exercicios

(1] /(X3 + x)°(3x% + 1) dx Faga-se t = x> + x.
e 3 2 X3 d t= X3 t
x“e* dx, com | b g2 | tem-se

/3x2ex3dx:/etdt:et+C:eXs+C

Q /\/Senx cos x dx Use-se t = sen x.

[ 3
Q / n XdX Use-se t = In x.
X
Vx2 +1 x =tgt
(5 ) /de, com dt tem-se...
cos? t
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Algumas regras de primitivacdo: 'por partes’

@ [Primitivagdo por partes]

Considerem-se as fungdes f, g : | —> R derivaveis.

Entao (a partir da derivada do produto de duas funcdes, podemos concluir que)

1760 x g0l = ) x ) — [ 17(x) x &) o

Uma vez que o produto de fung¢bes é comutativo, na primitivacdo por partes
ESCOLHE-SE

@ para f’ a fungdo adequada (por exemplo: da qual se conhece a primitiva)

@ para g a fungdo adequada (por exemplo: a que, por derivagdo, simplifica a
expressio)
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Exercicios

o /(Xcosx) dx
2] /(excosx) dx

9 /coszx dx

Q /Inxdx
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Primitivacdo de fun¢des racionais

N
As fungdes racionais —f (x) = DEX;_ sdo uma classe de fung¢des cujas
X

primitivas se podem exprimir em termos de funcdes elementares.

Teorema

Fundamental da Algebra (sobre os niimeros reais):
Qualquer polinémio (de coeficientes reais) de grau > 1 € fatorizavel na
forma de um produto de uma constante por fatores lineares de tipo (x — a)
e por fatores quadraticos irredutiveis do tipo (x? + bx + c).

Exercicio : Considerem-se os seguintes polinédmios: p;(x) = x + 1,
pa(x) = x2 + 1, p3(x) = x3+ 1 e py(x) = x* + 1.
De que grau sdo? Quantos e quais zeros tem? Qual a
decomposicdo assegurada pelo teorema anterior?
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Representa¢do Gréfica de p;(x),

comi=1..4

et

=41

2.1

Nox+1
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