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Primitivacdo de fun¢des racionais

N
As fungdes racionais —f (x) = DEX;_ sdo uma classe de fung¢des cujas
X

primitivas se podem exprimir em termos de funcdes elementares.

Teorema

Fundamental da Algebra (sobre os niimeros reais):
Qualquer polinémio (de coeficientes reais) de grau > 1 € fatorizavel na
forma de um produto de uma constante por fatores lineares de tipo (x — a)
e por fatores quadraticos irredutiveis do tipo (x? + bx + c).

Exercicio : Considerem-se os seguintes polinédmios: p;(x) = x + 1,
pa(x) = x2 + 1, p3(x) = x3+ 1 e py(x) = x* + 1.
De que grau sdo? Quantos e quais zeros tem? Qual a
decomposicdo assegurada pelo teorema anterior?
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Representa¢do Gréfica de p;(x),

comi=1..4

et

=41

2.1

Nox+1
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Calculo Integral em R LEInf 2023'24 5/25



Primitivacdo de fun¢des racionais

e A primitivagdo das fungées racionais

N(x)
f(x) = ——= Df ={xeR: D 0},
(X) D(X) ) f {X (X) 7é }
onde N e D s3o dois polinémios, reduz-se a primitivacdo de
e polindmios e/ou
o fragdes (parciais) simples
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N
A determinacao de /Dg; dx, onde N, D s3o polindmios e D # 0,

divide-se nas seguintes etapas:

© Usar uma fracgdo propria; se necessario, recorrer a divisdo de
polinémios para escrever

R(x)

D(x)

= Q(x)+

@ Calcular os zeros de D e —usando o Teorema Fundamental da
Algebra— decompor D em fatores irredutiveis

R(x)

© Decompor a fracdo Dix) €M fracdes simples

@ Determinar as primitivas das fragdes simples

@ Adicionar a primitiva de @ e as primitivas das fracGes simples
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Primitivacdo de fragdes parciais

@ Considerem-se os seguintes casos,

Caso 1: / A
X —

A (x —a)(="tD)
2: _— =A—1
Caso / —ay dx E— +C

com A B,aeR, 8RR neN\ {1}

dx=In|x —a|+C
a

) Ax+ B _ Ax B
CaSO3. /‘md){7/7(x—a)2+ﬁdx+/(X—a)iz—"—/@dx

Ax + B
Caso 4: [xfa)2+ﬁ] dx
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Exemplo: Resolu¢io acesséria, no Caso 3

1

CaSO 3,’: m,

acRef>0

= iarctg (X_
VB
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Exercicios

3x 1
/x—2dx /(X—1)2+4dx
4 3x+5
/(X—2)5dx /x3+1dx

4 1
d
/(x—z)S(xH) * /x4+1dX

/ x—1 dx
(x%2 +1)(x +2)%(x? + 4x + 5)?
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Integral de Riemann

© Integral de Riemann
@ Definigdo

© TEeorREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO
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Integrais Definidos:: Retomemos o assunto

A base da formulacdo dos integrais definidos € a construcdo de aproximagées, a partir de somas
Exemplos:: Areas, Distincias e Valores Médios,...

finitas.

Sendo f : [a, b] C R — R uma fungdo, real de varidvel real, definida em um intervalo
fechado e limitado, veremos o que se entende por

@ f é integravel (segundo Riemann) em [a, b]?

E, nesse caso,

b
@ como se define o ndmero (real) representado por / f(x)dx?
a

@ Integrando f sobre um intervalo [a, x] onde se varia o extremo direito deste
intervalo, obtem-se outra fun¢do de x.

@ O resultado mais importante da integra¢do, denominado TEOREMA
FUNDAMENTAL DO CALCULO, atesta que a integracdo e a diferenciagio sdo
operagdes reciprocas.
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Integral de Riemann

Seja f : [a,b] C R — R uma fungdo limitada.
@ Consideramos uma particdo, P, do intervalo [a, b], isto é, subdividimos o intervalo
[a, b] em n subintervalos que n3o se sobrepdem e que reunidos sdo [a, b].

Sejam xo, X1, . .., Xn—1, Xn OS extremos desses subintervalos, com

a=x<x1< < Xp—1<XxXp=b

@ Chamamos soma(s) de Riemann de f no intervalo [a, b], para a particdo P, a

n—1 i

Z (%K) (Xk+1 — Xk), onde Xk € [xk,Xkr1] -

k=0 )
ou

0 a b

n—1
g (%K) A Xeq1, com  AXky1 = Xkp1 — Xk
k=0
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Integral de Riemann/definido

o [Integral definido] O integral definido de f em [a, b] é
o limite da(s) soma(s) de Riemann de f, quando n — oo, isto é

n—1
lim " £(%) A xir1
k=0

n—00

o O integral definido de f em [a, b] representa-se por

/Xba f(x) dx

o A fungido f diz-se integravel no intervalo [a, b] (segundo Riemann).

o Observe-se que: n —» oo equivale a A x,1 — 0.
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Teorema Fundamental do Calculo

@ Seja f : [a, b] — R uma fung¢do continua e, por simplicidade, assuma-se f > 0.
@ Considere-se a drea limitada pelo grafico de f e o eixo das abcissas entre t = a e
t = x (x < b): para cada x o valor da drea serd dado por uma “fun¢do drea” F

F(x) = / " f(e) dt.

Nota: Esta “fungdo drea” pode definir-se, mesmo sem estar garantida a continuidade de f.

~Y

a xx+h b

@ Tem-se
f(x)h <AF(x) <f(x+h)h

Justifique!
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@ Ou, dividindo a express3o anterior por h,

AF(x)

() < 25

< f(x+h)

@ Tomando o limite quando h — 0 nas desigualdades anteriores tem-se

. AF(x) . F(x+h)—F(x)

hhﬂoT_hhﬂoT_F(X)
e

hli_mmf(x—i—h):f(x)

@ Entdo
isto é, a “funcdo area”
é derivdvel, tendo-se que Vx € [a, b], F'(x) = f(x) o que equivale a dizer-se que a
“funcdo area” é uma primitiva da funcao f.
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Teorema (FUNDAMENTAL DO CALCULO)

Seja f: [a, b] — R uma fungdo continua.
1) A fungdo F: [a, b] — R definida por

F(x) —/ f(t)dt
a
é derivdvel em [a, b], tendo-se

F'(x) = f(x), Vx €]la,b].

2) Férmula de Barrow: Sendo F uma primitiva de f em [a, b], tem-se

/b £(t) dt = F(1)|” < F(b) - F(a).
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Observagdes e Exercicios

@ Qualquer fungdo continua f: [a, b] —> R é primitivével em [a, b]
MAS, atenc3o,

f pode n3o ser continua (e, por conseguinte, ndo primitivavel) e, mesmo assim, ser
integravel, em [a, b]

@ A “func3o drea”, F, pode até n3o ser derivavel ou, mesmo sendo derivavel, pode
ser tal que a sua derivada n3o coincide com f nos pontos de descontinuidade de f.

Q@ Para f(x) =1, com x € [0,2] tem-se F(x)=...

1 1
se x € O,[U]ﬂ}
2 2 F(x) =

@ Para h(x) =

se X = —

1
1
2 2
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Qutros Exercicios

Q Para g(x)

0 sexe[0,1] B
{1 se x € [1,2] Fx) =

0 sexel0,1]

x—1 sex¢€]l,2] Fi =

@ Para h(x) = {
(5] Calcule/ sen x dx
0

2
Q Sabendo que f(x) = { i :);E Fl)’é][ caIcuIe/0 f(x) dx
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Consequéncias do TFC: derivacdo sob o sinal de integral

Sejam f: [a, b] — R uma fung¢do continua, F uma sua primitiva e
v [c,d] — [a, b] derivavel.

@ Entdo f é integrdvel, em particular, entre a e ¢(x), tendo-se
#(x)
[ e de= et - Fla)

@ Pelo teorema da derivacdo da funcdo composta tem-se, entdo
() ' o )
/ f(t)dt | =[F(p(x))]" = F'(o(x)) ¥ (x).

@ Por 1) do teorema fundamental do célculo F' = f, pelo que se conclui que

() ’
( | dt) — F(e() ¢ ().
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.. em geral

Sendo ¢,v: [c,d] — [a, b] fun¢des derivaveis, tem-se

$(x) !
(/() f(t) dt> = F(Y(x)) ' (x) — F(o(x)) ¢ (x)
@(x

Basta notar que

v Wb (x) o(x)
[, fode= [ e [T a0 = Foe) - Fet)

e conjugar o teorema fundamental do célculo com o teorema da derivagdo de
fungbes compostas.
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Exercicios

@ Calcule F'(x) quando F(x) = A 1—1|—t dt
X2 1
lcule G’ = — dt.
@ Calcule G'(x) quando G(x) /0 T3 dt

© Defina f sabendo que f: ]RS“ — R é uma func3o continua tal que

X2
Vx € R{, / f(t)dt = x3e* — x*
0
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