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Integral de Riemann

Seja f : [a,b] C R — R uma fungdo limitada.
@ Consideramos uma particdo, P, do intervalo [a, b], isto é, subdividimos o intervalo
[a, b] em n subintervalos que n3o se sobrepdem e que reunidos sdo [a, b].

Sejam xo, X1, . .., Xn—1, Xn OS extremos desses subintervalos, com

a=x<x1< < Xp—1<XxXp=b

@ Chamamos soma(s) de Riemann de f no intervalo [a, b], para a particdo P, a

n—1 i

Z (%K) (Xk+1 — Xk), onde Xk € [xk,Xkr1] -

k=0 )
ou

0 a b

n—1
g (%K) A Xeq1, com  AXky1 = Xkp1 — Xk
k=0

E. Ralha (DMat) Calculo Integral em R LEInf 202324 3/33



Integral de Riemann/definido

o [Integral definido] O integral definido de f em [a, b] é
o limite da(s) soma(s) de Riemann de f, quando n — oo, isto é

n—1
lim " £(%) A xir1
k=0

n—00

o O integral definido de f em [a, b] representa-se por

/Xba f(x) dx

o A fungido f diz-se integravel no intervalo [a, b] (segundo Riemann).

o Observe-se que: n —» oo equivale a A x,1 — 0.
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Teorema Fundamental do Calculo

@ Seja f : [a, b] — R uma fung¢do continua e, por simplicidade, assuma-se f > 0.
@ Considere-se a drea limitada pelo grafico de f e o eixo das abcissas entre t = a e
t = x (x < b): para cada x o valor da drea serd dado por uma “fun¢do drea” F

F(x) = / " f(e) dt.

Nota: Esta “fungdo drea” pode definir-se, mesmo sem estar garantida a continuidade de f.

~Y

a xx+h b

@ Tem-se
f(x)h <AF(x) <f(x+h)h

Justifique!
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@ Ou, dividindo a express3o anterior por h,

AF(x)

() < 25

< f(x+h)

@ Tomando o limite quando h — 0 nas desigualdades anteriores tem-se

. AF(x) . F(x+h)—F(x)

hhﬂoT_hhﬂoT_F(X)
e

hli_mmf(x—i—h):f(x)

@ Entdo
isto é, a “funcdo area”
é derivdvel, tendo-se que Vx € [a, b], F'(x) = f(x) o que equivale a dizer-se que a
“funcdo area” é uma primitiva da funcao f.
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Teorema (FUNDAMENTAL DO CALCULO)

Seja f: [a, b] — R uma fungdo continua.
1) A fungdo F: [a, b] — R definida por

F(x) —/ f(t)dt
a
é derivdvel em [a, b], tendo-se
F'(x) = f(x), Vx €]la,b].

2) Férmula de Barrow: Sendo F uma primitiva de f em [a, b], tem-se

/b F(£) dt = F(2)| L F(b) - F(a).
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Consequéncias do TFC: derivacdo sob o sinal de integral

Sejam f: [a, b] — R uma fung¢do continua, F uma sua primitiva e
v [c,d] — [a, b] derivavel.

@ Entdo f é integrdvel, em particular, entre a e ¢(x), tendo-se
#(x)
[ e de= et - Fla)

@ Pelo teorema da derivacdo da funcdo composta tem-se, entdo
() ' o )
/ f(t)dt | =[F(p(x))]" = F'(o(x)) ¥ (x).

@ Por 1) do teorema fundamental do célculo F' = f, pelo que se conclui que

() ’
( | dt) — F(e() ¢ ().
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.. em geral

Sendo ¢,v: [c,d] — [a, b] fun¢des derivaveis, tem-se

$(x) !
(/() f(t) dt> = F(Y(x)) ' (x) — F(o(x)) ¢ (x)
@(x

Basta notar que

v Wb (x) o(x)
[, fode= [ e [T a0 = Foe) - Fet)

e conjugar o teorema fundamental do célculo com o teorema da derivagdo de
fungbes compostas.
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Exercicios

@ Calcule F'(x) quando F(x) = A 1—1|—t dt
X2 1
lcule G’ = — dt.
@ Calcule G'(x) quando G(x) /0 T3 dt

© Defina f sabendo que f: ]RS“ — R é uma func3o continua tal que

X2
Vx € R{, / f(t)dt = x3e* — x*
0
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Métodos de integragdo

Integracdo por decomposi¢cdo
Integracdo imediata
Integracdo por partes

Integracdo por substituicao
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Integracdo por decomposicao: Linearidade do integral

Sejam f, g : [a, b] — R fun¢des continuas e «, 8 € R constantes. Entdo

/ab[a f(x) £ Bg(x)]dx = a /ab f(x) dx + 3 /abg(x) dx.

@ [cf. ALGA] O integral definido é um operador linear.

@ Calcule .
/ [\@x2 + 2senx] dx.

0
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Integracdo imediata

Sejam fungbes f : | — J e g : J — R duas fungdes derivaveis tais que a

funcdo composta estd bem definida. Entdo

/ "(f(x) - f(x dX—/[g ))I' dx = g(f(b)) — g(f(a)).

@ Calcule
v
/ cos x (sen x)* dx.
/4
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Integracdo por partes

Sejam fungdes f, g : [a, b] — R fungdes de classe C'. Entdo

/ab f'(x) g(x) dx = [f(x)g(x)]: - /ab f(x) g'(x) dx.

@ Calcule

T
/ X cos x dx.
0
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Integracdo por substituicao

Sejam g : [a, b] — R continua, / um intervalo, f : | — [a, b] de classe
Cl e a,f € tais que

Entao

b B
| etae= [ atrenroe

@ O método de integracdo por substituicdo também se denomina método de integracdo por
mudanca de varidveis.

1
@ Calcule / arcsen x dx, considerando a seguinte mudanca de varidveis:
-1

X [— g, %] — [-1,1] definida por x(t) = sen t.
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Integrais Improprios:: Problemas Introdutdrios

@ Qual a area delimitada pela curva 15

. 1
definida por y = —, quando x > 17
X

(x— 2)2

l
@ Qual a area delimitada pela curva
s . 1
definida por y = m quando
2 1<x<37
—
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Integrais impréprios

@ [Tipo 1] Integrais em intervalos ilimitados: sendo a, b € R

| — o0, 3 ou [b,+o0]  ou ] — 00, +o0[

@ [Tipo 2] Integrais de fungdes ilimitadas em algum ponto do intervalo
de integracao. Por exemplo.
1
1
/ — dx.
1 X

@ [Tipo 3] Integrais em intervalos ilimitados & de fun¢des ilimitadas em
algum ponto do intervalo de integracao.
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[Tipo 1] Integrais em intervalos ilimitados

@ Seja f definida em [a, +00[ e integravel em qualquer intervalo [a, b]
com [a, b] C [a,+o0].
Define-se o integral impréprio de f em [a, +00| por

) de= lim bf(x) dx.
/ /

b—+oo

e Se o limite n3o existir, diz-se que o integral impréprio é divergente.

o Se o limite existir, diz-se que o integral imprdprio é convergente e/ou
que f é integravel em sentido impréprio.
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@ Seja f definida em | — oo, b] e integravel em qualquer intervalo [a, b] com
[a,b] C] — o0, b].
Define-se o integral impréprio de f em | — oo, b] por

/_boof(x = ||m /f(x

e Se o limite n3o existir, diz-se que o integral impréprio é divergente.

e Se o limite existir (for finito), diz-se que o integral impréprio é
convergente e/ou que f é integrdvel em sentido impréprio.

@ Seja f definida em R e integrdvel em em qualquer intervalo [a, b] de R.
Define-se o integral impréprio de f em R por

/_ :O F(x) dx = /_ OO F(x) dx + / " ) o

com c¢ € R arbitrario, desde que os integrais do 2.° membro sejam
convergentes.
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Exemplos:: Representem-se geometricamente as situagdes...

s

o E divergente o integral impréprio

+o0 1
/ — dx.
1 X

+oo 1 t1 ‘
/ Zdx = lim / Sdx= lm _[inx] = lim (nt—In1) = +oo.
1 X t—+oo J1 x t—+oo 1 t—+oo

De facto,

s

@ E convergente o integral impréprio
+oo 1
/ ) dX.
1 X

+oo 1 t 1 19t 1
/ —dx=_Iim —dx=_lim [—7} = lim (== +1) =1
1 x2 t—+4oo J1 x2 t—+o0 x41 t—+o0 t

De facto,
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Comparagdo entre integrais imprdprios:: Sejam f e g continuas em [a, +oo[

Nota (Critério de Comparac¢do)

FEe EXEMPLO:
@ Se0 < f(x) < g(x) e/ g(x) dx
converge, ? Ao,
+oo 200 1
ent3o / f(x) dx também converge. e
a 15»
+o0o ! 100
@ Se0 < g(x) < f(x) e/ g(x) dx diverge, 5423
0.5,
+o00 ? t
entio/ f(x) dx também diverge. 1 t I 2 3 =
s f
y

a
Nota: Existem resultados analogos para os integrais impréprios / f(x) dx.
—oo
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Exemplos

@ Os seguintes integrais s3o uteis na aplicacdo do critério de

comparacao:
+o0 1 converge, quando r >1
] / = dX
1 X diverge, quando r < 1.

converge, quando r >0

—+o0
° / e "Xdx
0

diverge, quando r <0.
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[Tipo 2] Integrais de fun¢des ilimitadas

@ Seja f : [a, b — R integravel em [a, c] com [a,c] C [a, b[ e ilimitada
quando x — b. Define-se o integral impréprio de f em [a, b[ por

/ab f(x)dx = Cirgf /: f(x) dx.

@ Seja f :]a, b] — R integravel em [c, b] com [c, b] C]a, b] ilimitada quando
x — a. Define-se o integral impréprio de f em ]a, b] por

/ab f(x)dx = Cliﬁrg+ /Cb f(x) dx.

e Se o limite ndo existir, diz-se que o integral impréprio é divergente.

o Se o limite existir (for finito), diz-se que o integral impréprio é
convergente.
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Exemplo

@ Determine, se possivel, o valor de

21

— dx.
o (T—x2 ™

@ A fungdo integranda estd definida em R \ {1}.

@ Assim, had que escrever
2 1 1 1 2 1
——dx = / —— dx + / —— dx
/0 (1—x)2 0o (1—x)2 1 (1—x)2

e estudar separadamente cada um dos integrais impréprios do tipo 2.

1 1 t 1 1 ¢ 1
/ " _dx= lim / = lm |- ‘ = lim [-1+ ]
o (1—x)? t—1—Jo (1 —x)2 t—1— 1—xIx=0 41— 1—t

Como o limite n3o existe, este integral é divergente.

@ Uma vez que um dos integrais do 2.2 membro é divergente, o integral dado é divergente.
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Observagio

@ Para os integrais impréprios mantém-se validas as propriedades de
linearidade e aditividade.

@ Para os integrais do tipo 2 tem lugar um “Critério de comparacgdo”
andlogo ao critério para integrais do tipo 1.

@ Dizem-se integrais impréprios do tipo 3 os integrais que sao
simultaneamente do tipo 1 e do tipo 2.

Exercicio: E do tipo 3 o integral

+o0 1
/ dx. Porqué?
0 1—x
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Calculo Integral:: Algumas Aplicagées

@ Calculo de dreas de dominios planos

@ Cilculo de comprimento de curvas

@ Cilculo de Distancias, Limites, Valores Médios, Volumes de sélidos de
revolucao
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Célculo de &reas

@ Se f é continua em [a, b] e f(x) > 0 para todo o x € [a, b] entdo a
area da regido sob o grificode f entre x =aex=0>b¢

b
area deD = / f(x) dx
X=a

_—m
a b G/
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Em geral,

@ Se f e g sdo continuas em [a, b] e f(x) > g(x) para todo o x € [a, b]
entdo a area da regido limitada pelos grafico de f e g entre ae b é

b
drea = /: [f(x) — g(x)] dx.
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Exercicio

o Calcular a medida da area da regido delimitada pelos graficos das
funcdes seno e cosseno para x entre 0 e 1

sin(x)

Y
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