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Calculo para Engenharia — Teste 1- Proposta de resolucao
[Nome completo:: Nimero::

Grupo | (12 valores): Justifique convenientemente todas as suas respostas.

1. (4 valores) Considere a fungdo f: D C [-3,1] — &€ C R, cuja representagdo grafica é a da figura.

(a) Identifique o dominio e o contradominio de f.

Por observagdo da imagem D = [-3,1] \ {-1} e £ =] — o0, 1].

(b) Indique todos os niimeros reais a e b tais que f(1) =a e f(b) =0.
a = —1 pois f(1) = =1; b= -3 ou b= —2o0ub =0 pois f(—3) =
f(-2) = £(0) = 0.

(c) Indique, se existirem, lim f(z)e lim f(x).
z——1% z——2

N3o existe lim f(z) pois a fungdo assume valores arbitrariamente grandes negativos quando z se
r——1t
aproxima de —1 por valores superiores.

Por outro lado, lim f(z) =1 pois lim f(z)= Ilim f(z)=1.
z—>—2 z——2" z——2%

(d) Averigue a continuidade de f, indicando, se existirem, pontos onde f n3o é continua.
Uma fungdo é continua num ponto a € D se lim f(z) = f(a). A fungdo f é continua em D\ {—2}
pois x = —2 é o unico ponto do dominio j:j” para o qual, existindo limite, lim f(x) # f(a).
Observe-se que © = —1 n3o estd no dominio de f pelo que n3o faz sentido estudafzcéontinuidade de
f neste ponto.

(e) Esboce na figura se existir, ou justifique porque n3o existe, a reta tangente ao grafico de f, no ponto
de coordenadas (0, 0).
N3o existe reta tangente ao grafico em (0,0) uma vez que o grafico apresenta, neste ponto, um ponto
anguloso, indicando que f n3o é derivavel em x = 0.

(f) Indique se existir, ou justifique porque ndo existe, um prolongamento continuo de f a [—3,1].

N3o existe um prolongamento continuo de f ao intervalo [—3,1] podendo ser apresentadas duas

razdes. A fungdo f n3o é continua (em z = —2) logo nenhum seu prolongamento o serd; além disso

nao é possivel prolongar a fun¢do por continuidade ao ponto x = —1 por n3o existir Iim1 f(x).
T——

(g) Indique uma restricdo de f que seja invertivel.
Uma funcgdo € invertivel se for bijetiva. Uma restricdo de f que satisfaz esta condi¢do é, por exemplo,
a fungdo g : [-3,-2[U] —1,0] —] — o0, 1].

(h) Indique, se existir, um intervalo onde f'(x) > 0e f”(z) < 0.

Dos coroldrios do teorema de Lagrange, sabe-se que, se num intervalo ]a,b[, f'(z) > 0 entdo f é
crescente e se f”(x) < 0 entdo o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo. Um intervalo
nestas condi¢Bes é, por exemplo, | — 3, —2[.



2. (2 valores) Calcule

(a) lim (z — |z]).

z—0

Atendendo a definicao da fun¢do chdo, numa vizinhanca de x = 0 tem-se

—1, —1< 1<
Lsz{ 1, -l1<z<0 x_m:{xﬂ, 1<z<0

0, 0<r<l1 x, 0<r<l1
Assim,
li - = i H=1 li — =1 =0,
Jp rolel) = g ery=1 e g (e LoD = g e

isto é, os limites laterais sdo diferentes, pelo que ndo existe o limite proposto .

2
(b) lim f(z), quando /(z) = { g 2;1’ ’ ;ﬁ |

lim f(z) = lim (22 + 1) =2 = lim f(z) = lim 2z. Logo
z—1 z—1 z—1 z—1
T EZL o7 xZ7
lim f(x) =2.
z—1

3. (2 valores) Determine ¢ € R\ {—1}, de tal forma que a fun¢do g : R — R, definida por

r —cC

, < -1
glz)y={ ¢+t 1 , seja continua no seu dominio.

2?2 +ec, x>-1

A funcdo g sera continua quando for continua em qualquer ponto do seu dominio. Em particular, para
x < —1lex > —1 afungdo é continua por ser definida por polinémios (uma vez que ¢ # —1, por hipdtese).

A funcg3o serad continua em a = —1 se existir lim g(z) e lim g(x)=g(-1).
rz——1 rz——1
Ora Iimlg(:p) existe se e s6 se os limites laterais existem e sdo iguais:
T——
. . r—c —l—-c¢
lim g(x) = lim = =-1
Tz——1— z——-1-c+1 c+1
entdo, deve-seter —1=14+c=c= -2
lim g(z)= lim (z2+¢)=1+c
z——1t g( ) x—>—1+( )

Parac=-2,g9(-1)=-1= Iimlg(x) . Desta forma, conclui-se que a fun¢do g sera continua se ¢ = —2.
T——



4. (1 valor) Calcule a derivada da func¢do f, tal que f(z) = 2® (definida no maior dominio possivel).

Inz®

Para x > 0, das propriedades das funcdes exponencial e logaritmica f(z) = 2" =e = erine,

Por outro lado, da derivada da fun¢do composta [(g o u)(z)] = «/(x) ¢'(u(x)). Tomando

f(@) = g(u(@) =", u(@)=zinz,  g(z)=e
tem-se u/(z) = [zInz] =Inz + 1 e ¢’(x) = ¢* donde ¢'(u(x)) = e*"™*. Assim,

() = [g(u(@)] = (Inz +1)e®"" = (1 + Inz) 2.

5. (3 valores) Considere a fungdo f : R — R, definida por f(z) = 3.

a) Prove que f é invertivel, no seu dominio, e defina a funcdo inversa f~1.
A funcdo f é invertivel se e s6 se for bijetiva, isto &, injetiva e sobrejetiva.

A funcio em estudo é injetiva pois para todo o z,y € R, = # y entdo z3 # y3; a funcio é sobrejetiva
pois para todo o i € R existe z € R tal que y = 23 .
A funcio inversa de f, é a funcdo f~!: R — R cuja lei é obtida resolvendo em ordem a z a equacio
flx) =y
f@)=ye®=ysr=yy,
isto ¢ f~1(y) = ¥y.
b) Determine a derivada da fung3o inversa f~1.

A fungdo f é derivavel em R\ {0}. Usando a regra da derivada da poténcia para y # 0,

(0 = () =0 = 37

c) Comente o resultado obtido na alinea anterior, em articulagdo com o teorema da derivada da fun¢io

inversa.
A fungdo f : R — R é derivavel em R, f/(x) # 0 para z # 0 e f~1 é continua em R.

1
Do teorema da derivada da fungdo inversa, (f~1)(y) = W) (c.f. Formulario 2, linha 2,
Y
coluna 2).
Ora f(z) =23, f'(x) =322 e f~Y(y) = &y pelo que para y # 0
1 1 1

—1y/ _ (3 _ _
U0 = @) = 5 = 30957 = 375

Tal como esperado, os resultado obtido é igual ao da alinea b).



Grupo Il (4 valores): Em cada uma das questdes seguintes, assinale se a afirmacao é verdadeira (V)
ou falsa (F). Nao deve apresentar qualquer justificacao.
Cada resposta certa vale 1 valor e cada resposta errada desconta 0,5 valores.

\ F
1
1. Se, para cada € > 0, existir z tal que 0 < |z — 1| < € e |f(x) — 2| > =, entdo
: 2 o ®
lim f(x) =2.
z—1
2. Se |f| é uma fungdo, real de varidvel real, continua em = = ¢, entdo f também é O ®
continua em z = c. )
3. Se f é uma func3o, real de varidvel real, derivavel e tal que f'(1) = 7, entdo g = ?
. O ®
também é derivavel e ¢'(1) = =2
4. Se f é uma funcdo impar, entdo f’ é uma func3o par. X O

Grupo Il (4 valores): Em cada uma das questdes seguintes, assinale a unica afirmacao verdadeira.
Nao deve apresentar qualquer justificacao.
Cada resposta certa vale 1 valor e cada resposta errada desconta 0,25 valores.

22, <2
1. Se f, func3o real de varidvel real, é definida por f(x) = 3, =2 ,entao
4, x>2
QR lim f(z) = 4. O lim f(z) = 2.
r—2 r—2
O lim f(z) =3. (O Nenhuma das anteriores.

r—2

2. Considere a funcdo definida implicitamente por x2y3 + 3yz = 2. Com y = f(x) derivavel tem-se

dy  —3y* —2xy°

dy 3 2 2
_ O L = 20y® + 302 + 6y + 32
dr ~ 32247 + 6yx dp ST oy Sy

®

dy 322y + 62 (O Nenhuma das anteriores.

O dr =3y —2xy?’

flz+h) - f(=z)

3. O lim , quando f(z) =z ex =3,
h—0 h
(O ndo existe. ¢ igual a 1 .
® éig Ve
O éigual a /3 (O Nenhuma das anteriores.

4. Tém assintotas verticais definidas por x = (2k + 1)% com k € Z, os graficos das funcGes f e g definidas por

O f(z) = cosecz e g(x) = tanz. O f(x) =secx e g(z) = cotg .
Q) f(z) =secz e g(x) = tanz. (O Nenhuma das anteriores.



