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FUNCOES E TIPOS

Vamos voltar as aulas de matematica do secundario...

1.1 O QUE E UMA FUNCAO?

Uma fun¢do é como uma caixa magica que recebe algo e produz
algo.

Suponhamos que temos um valor do tipo A e colocamos esse
valor-A na caixa magica. Alguma coisa acontece e a caixa
produz algo com esse valor-A.

O que é que a caixa produz? Depende do que a caixa faz. Por
exemplo, se a caixa produzir o sucessor de um nimero natural
e o dado valor-A é 10, a caixa ira produzir o valor 11. No
mesmo exemplo, reparemos que a caixa s6 pode produzir um
namero naturall Se o dado valor-A &, por exemplo, a string
“hello world", a caixa ndo sabera o que fazer!
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Assim, podemos definir a fungio succ (sucessor) como
succn=n+1

e podemos ver o seu processo no seguinte diagrama:

n € Ny succ

n+1€ Ny

A notagdo que vamos usar para descrever fun¢des € muito
intuitiva e, neste caso, ird corresponder a:

NO succ NO

O objetivo, a partir de agora, é trabalhar abstratamente com
fungdes, olhando apenas para o seu tipo (o que recebem e o
que retornam). Assim, o tipo mais geral de uma fungao sera:

f

B A

onde a funcdo f recebe um valor-A e retorna um valor-B.

1.2 IGUALDADE FUNCIONAL

Formalmente, diremos que duas funcdes f,g : B < A s3o

iguais se elas “concordarem” a nivel pointwise, isto &, =p denota
igualdade
f=g Iiff <\v’a:a€A:fa:Bga>1 (1) a0 nivel do

B.

1 Ver A.
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1.3 COMPOSIGAO FUNCIONAL

Sejam f e g as seguintes fun¢des:

f

B A

C g B
E possivel definir uma outra funcdo, h, que recebe um valor-

A e retorna um valor-C. A funcdo h sera definida como a
composi¢do de g e f como vemos em seguida.

B-1 4

| A

C

O conceito aprendido no secundario € o mesmo.

v — f = f@)— 9 —e(f(x))

Analiticamente, a composicdo é definida da seguinte forma:

he=(g-f)x=9(fx) )

e lemos “g apés f". No nivel

pointfree
Composicio de funcdes é o mais basico de todos os combi-  fermos
nadores funcionais. A maioria dos programadores nem sequer h={(g1)
pensa nela quando querem combinar ou encadear funcdes para
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obter um programa mais elaborado. Isto deve-se a uma das
suas mais importantes propriedades:

(f-g9)-h=1F-(g-h) (3)
D

Ak
fl/

C

cujo nome é a propriedade associativa da composicio.

Outra propriedade importante é a lei de Leibniz:

f-h=g-h=f=g (4)

A composicio funcional é uma das bases desta disciplina.

1.4 FUNGAO IDENTIDADE

A func3o identidade é aquela que, no contexto de uma funcio,
é a mais inatil. N3o faz rigorosamente nada com o argumento,
retornando-o tal como o recebeu. Contudo, serd uma funcio
muito importante, usada para preservar argumentos, como
veremos mais tarde. E denominada de id e o seu tipo é
expresso no seguinte diagrama:

A< 4




1.5 FUNGCOES CONSTANTES

Assim, podemos definir a funco identidade da seguinte forma:

def

idr == (5)
e a sua propriedade natural:
frid=id-f=f (6)

onde f & uma qualquer funcio.

1.5 FUNCOES CONSTANTES

Uma func3o constante retorna sempre o mesmo valor, inde-
pendemente do argumento. Por exemplo, se g & a funcdo
constante que produz “hello”, entio,

g 23 = "hello"

g 'a' = "hello"

g [1,2,3,4] = "hello"

g "hello world" = "hello"

A notacdo que vamos usar para descrever uma funcio constante
é o sublinhado. No exemplo em cima, podemos definir a
funcdo como g = const “hello”, mas a notac3o a usar sera
g = “hello”.

a€A “helld” ——— “helld”

10
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Podemos expressar o tipo da funcdo da seguinte forma?:

“hello"
-

Assim, a definicdo de uma func3o constante é:

ko g (7)
k éum
valor
No geral, sendo f uma qualquer funcdo, arbitrdrio
k-f=k (8)
[-k=fk ()

Estas igualdades sdo conhecidas, respetivamente, como as
propriedades natural-constante e fusdo-constante.

Vamos agora introduzir o conceito de preservacio de informa-
cdo. A funcio identidade e as funcdes constantes s3o, por assim
dizer, limites no “espectro funcional” referente a preservacio
dos dados.

A funcio identidade preserva todos os valores que recebe,
enquanto que as funcdes constantes “deitam foram” todos os
valores que recebem. Qualquer outra funcdo esta “entre” estas
duas funcdes, perdendo “alguma” informacio.

Como é que uma funcio perde informacdo? Basicamente de
duas formas: ou “confunde” argumentos mapeando-os para
o mesmo output, ou simplesmente “ignora” valores do seu
contradominio.

2 Nota: S designa o tipo String. Iremos usa-lo de agora em diante.



1.6 MONOMORFISMOS

1.6 MONOMORFISMOS

Uma func¢do que “ndo confunde argumentos” é chamada de um
monomorfismo. Como assim, “ndo confunde argumentos’?

Por exemplo, designemos g como a funcdo que calcula o qua-
drado de um namero real. Se o resultado de aplicar g a um
determinado z for igual a 4, qual & o valor do 7?7 N&o sabemos!
Podera ser 2, mas também podera ser —2.

Podemos dizer que g confunde os dois argumentos 2 e —2,
uma vez que, embora sejam valores diferentes, a fun¢io produz
0 mesmo.

. ~ f . .
Assim, uma funcdo B <— A diz-se um monomorfismo se,

h.k
para qualquer par de funcdes A<—C ,se f-h = f-k
entdo h = k, conforme nos mostra o seguinte diagrama:

h
B<f7A<iC'
k

Dizemos que f é “pds-cancelavel”.

1.7 EPIMORFISMOS

Uma fungdo que ndo “ignora valores’ do seu contradominio é
chamada de um epimorfismo. O que significa “ignorar valores”
do contradominio?

12

Um mono-
morfismo é
uma fungio
injetiva.

Um epimor-
fismo é uma
fungio

sobrejetiva.
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Por exemplo, a funcdo constante ¢ = 10 tém como contra-
dominio o conjunto dos nimeros naturais, mas o Gnico valor
que a funcdo produz é o 10. Todos os restantes naturais s3o
ignorados.

. ~ f . ) )
Assim, uma funcio A <—— B diz-se um epimorfismo se, para

h.k ~
qualquer par de funcdes C<—— A, se h-f = k- [ entdo
h = k, conforme nos mostra o seguinte diagrama:

h
c=——a-L B
Dizemos que f é “pré-cancelavel”.

1.8 ISOMORFISMOS

Uma funcdo que é, ao mesmo tempo, um monomorfismo e um
epimorfismo é chamada de isomorfismo (ou iso).

A etimologia da palavra isomorfismo leva-nos ao grego antigo:
isos “igual” + morphe “forma”, que nos permite definir informal-
mente um isomorfismo como uma funcdo que mapeia valores
de um tipo A para um tipo equivalente B, isto &, um tipo com
“igual forma".

. . . f A =
Assim, um isomorfismo B <—— A tém sempre uma funcdo
o

inversa B L> A.

13
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1.8 ISOMORFISMOS

Com a ajuda do seguinte diagrama:
f
T~
A = B
\_/
fO

podemos facilmente definir:

fof =id

e (10)

Os isomorfismos sdo muito importantes pois podem converter
dados de um formato, A, para um outro formato, B, sem perder
informaco. Estes formatos contém a mesma informacgio, mas
organizada de um modo diferente. Dizemos que A & isomoérfico
a B e escrevemos A = B para expressar esse facto. Dominios

de dados isomérficos s3o considerados abstratamente o mesmo.

Os isomorfismos sdo bastante flexiveis no calculo ao nivel
pointfree. Se, por alguma razdo, f° é mais facil de desenvolver
algebricamente do que f, entdo as seguintes regras sido de
grande ajuda:

= f°h )
hef° (12)

Vamos considerar um exemplo. Relembremos a propriedade
distributiva da algebra elementar: z (y+2) =z y+x 2.

14
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Podemos adaptar esta propriedade a tipos de dados e definir o
seguinte isomorfismo:

distr

_ T
Ax (B+C) &= AxB+AxC
-~ s

undistr

onde distr & a func3o que aplica a propriedade distributiva no
sentido da direita e undistr & a sua inversa.

Como & que a funcdo undistr é definida? Bem, o seu dominio
é um coproduto (uma soma), portanto a fungdo undistr é
definida a custa do combinador either.

i1

Ax B AxB+AxC 2 AxC
undistr
id><’£1 idXiz
Ax (B+C)

Com a ajuda do diagrama, facilmente obtemos:

undistr = [id x iy, id X ig]

1.8.1. Isomorfismos Relevantes

e 2 = 1B, do qual podemos inferir outro isomorfismo que
serd muito Gtil no estudo do condicional de McCarthy:

2x A A+ A

(13)

a = [(True,id), (False,id)]

15
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Nota: o tipo B é habitado unicamente por 2 valores:
true e false.

Curry e Uncurry

Seja f a seguinte fun¢do C<—fA x B . Podemos
definir a funcdo curry f, com a notacdo f, como sendo

CB<—fA,ondeCB:{h|h:B—>C}, isto &, o
conjunto das funcdes cujo dominio é B e o contradominio

C.

curry

——
CA><B ~ (CB)A (14)
\_/

uncurry

As fungdes curry e uncurry estio definidas no Standard
Prelude do HASKELL:

Prelude> :t curry

curry :: ((a, b) ->c¢c) ->a ->b ->c
Prelude> :t uncurry
uncurry :: (a ->b ->c¢) -> (a, b) ->c

Exemplo: Seja g a funcdo que dados dois nameros,
produz a sua soma. A versdo “uncurried” de g, com a
notacdo g é:

g(zy)=z+y

e a versio “curried” é:

gry=z+ty

Por fim, podemos deduzir uma outra funcdo, a funcio ap.
Tendo um valor-A e uma fun¢do que dado um valor-A

16
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produz um valor-B, podemos aplica-la ao nosso valor-A
e produzir um valor-B.

BAxA-£.B (15)

E, assumindo a fun¢do C k. pA, podemos definir a
seguinte propriedade:

=F=ap- (Fxid) = f (16)

e Algebra de Peano

Qualquer elemento do conjunto INg (conjunto dos na-
meros naturais) ou é 0 ou é o sucessor de um namero
natural.

INg

out

/\
= 1+ 1Ny (17)
in

out 0 =1y ()
out (n+1) =iz n

in = [0, succ]

17



1.9 PRODUTO E COPRODUTO 18

1.9 PRODUTO E COPRODUTO

Em (1.3) estudamos a composi¢do de fungBes. Para isso, era
necessario que o dominio de uma funcgio estivesse contido no
contradominio da outra fun¢3o.

Agora, vamos estudar dois combinadores funcionais que tam-
bém nos permitem “ligar’ funcdes. Um combina funcées com
o mesmo dominio e o outro combina funcées com o mesmo
contradominio. Vamos comecar com o primeiro combinador.

1.9.1. Combinador Split

Quando duas funcdes “partilham” o0 mesmo dominio, elas podem
ser executadas em paralelo, originando um par. Por exemplo,
sejam f e g as seguintes funcdes:

f

B A

C g A

E possivel “ligar” as duas setas e obter o seguinte diagrama:

N A

A

Agora, é mais intuitivo definir a funcdo que combina [ e g,
produzindo um par que pertence ao Produto Cartesiano de B
e C, isto &, ao seguinte conjunto:
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BxC={(bec)|beB A ceC}

Sera usada a notagdo (f,g) para designar este combinador,
“f split g", definido da seguinte forma:

(f,g) + A—=BxC
(fg)a € (fa, ga)

O seguinte diagrama expressa o seu tipo mais geral:

(18)

™ ™2

B C

(BxC)

; T(fm 7
A

Nota: As fungdes 71 e mo sdo as projecSes do par (em HAs-
KELL, M, = fst e my = snd), definidas da seguinte forma:

mi(z,y) =2  m(z,y) =y

O diagrama também oferece uma prova para a seguinte propri-
edade, conhecida como cancelamento-x:

7T1'<fag>:f A 772'<fvg>:g (19)

1.9.2. Produto de Funcoes

Quando duas funcdes n3o “partilham” o mesmo dominio n3o é
possivel utilizar o combinador split. No entanto, ha algo que é
possivel fazer. Assumindo as seguintes funces:

A f

C

19
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B 9 D

vamos analisar o seguinte diagrama:

A _(AxB)—= B
fm T g-m2
h

C n_(CxD)-= D

f g

Podemos ver que h = (f - m,g - m2) estd a mapear C' x D
para A x B. Ora, isso corresponde a aplicacdo paralela de f e
g e serad expressa por [ x g. Assim, por definicio:

def
fxg = (fm,g-m) (20)
1.9.3. Propriedades do Produto

e A composicio funcional e o combinador split relacionam-
se um com o outro através da propriedade fusdo-x:

(g:;h) - f ={g-f.h-[) (21)

20



1.9 PRODUTO E COPRODUTO

e "0 combinador split absorve o x", como consequéncia da
fusdo-x e do cancelamento-x3 através da propriedade
absorco-x:

(ixj)-(g.h)=(i-g,5-h) (22)

T T2

A<;(A><B)4>B

<.

O diagrama também oferece duas outras propriedades
sobre produtos e projecdes:

i'ﬁlzﬂl-(in) (23)
j‘7T2:7T2'(Z'><j) (24)

conhecidas como as propriedades Natural-my e Natural-
T, respetivamente.

e Uma espécie de “bi-distribuicdo” do x com respeito a
composicio funcional através da propriedade functor-x:

(g-h)x(i-7) = (gxi)-(hxj) (25)

3 A propriedade cancelamento-x é explicada em 1.9.1

21
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C L (CxF)—=2 F
Tg gXiT ZT

gh| B (B x E) | (gxi)-(hxj) E |ij
| ] |
A —(Ax D) —— D

e O caso particular em que o combinador split & construido
apenas a custa das projecdes m e my. Esta propriedade
é conhecida como a reflexdo-x:

(m1,m2) =idaxp (26)
A L (AxB)-= B
(Ax B)

Resumindo, as regras, com respeito aos tipos, dos combinadores
split e produto s3o:

Bl 4 o<l 4
c<2-A pD<? B (27)

BXCMA CxD&AxB

Vamo-nos focar agora em func¢des que “partilham” o mesmo
contradominio. Como é que as podemos “ligar’?

22



1.9 PRODUTO E COPRODUTO

1.9.4. Combinador Either

Sejam f e g as seguintes fun¢des:

!

A B

g
A C
Vamos “ligar” as duas setas, da uma forma semelhante a que
fizemos com o produto:

N A

A

Este diagrama é muito semelhante ao diagrama do produto,
diferindo apenas na direcio das setas. No entanto, esta é uma
grande diferencal

E facil verificar que ambas as funcdes produzem um valor-A.

Ou estamos no “lado B" e executamos f ou estamos no “lado
C" e executamos g. Assim, podemos definimos o combinador
“either f or g e a notac3o a ser usada é [ f, g]. Obviamente, o
seu contradominio serd A. Mas e o que dizer do seu dominio?

Talvez pensemos que seja BUC. Bem, isso funciona no caso
em que B e C sio conjuntos disjuntos, mas quando a intersecio
BN C n3o é vazia, n3o sabemos se um determinado x € BNC
veio do “lado B" ou do “lado C".

Assim, o dominio serd a unido disjunta, que corresponde ao
conjunto?:

4 B+ C é chamado o coproduto de B e C.

23
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B+C:{11b|b€B} U {i20|C€C}

onde, em HASKELL, i; = Left e ia = Right cujos tipos sdo

B—LB4+C2 (5 e no Standard Prelude, o tipo de
dados B + C' & definido por:

data Either b ¢ = Left b | Right c

Por fim, o combinador either & definido da seguinte forma:

[f,g] : B+C— A
df Jr=i1b=fb (28)
Fogle = {x:igcégc

Como fizemos para o produto, podemos também definir o
seguinte diagrama:

B— "> (B+C)<2—C

; l[f 9] f
A

Nota: E interessante notar o quio semelhantes sio os dois dia-
gramas — apenas invertemos as setas, substituimos as projecées
por injecdes e o split pelo either. Isto expressa o facto de que
o produto e o coproduto sdo construcdes duais da matematica
(tal como o seno e o cosseno da trigonometria). Esta dualidade
traduz-se numa grande economia, uma vez que tudo o que
podemos dizer para o produto A x B pode ser transformado
para o coproduto A + B.

As funcdes i1 e ig sdo geralmente referidas como as injecées da unido
disjunta.

24
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1.9.5. Coproduto de Funcdes

Coproduto e

. ) ) ) ) ) soma siao o
Tirando partido da referida dualidade, podemos introduzir a  esm0

soma de funcdes f + g como a notacdo dual do produto f x g:

def . .
fHg=li-fia-g] (29)
1.9.6. Propriedades do Coproduto

Podemos também definir algumas propriedades, assim como
fizemos com o combinador produto:

e cancelamento-+:

[g7h]'7;1:g7 [gah]zQZh (30)

A— " (A+B)=2 B

\ l[M

C

o reflexdo-+:
[i1,42) = iday B (31)

A— " (A+B)<2 B
lidAJrB g

io
A+ B

i1

o fusdo-+:

flgh]=1[f-g,f-h] (32)
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fl

D

\\

e absorcio-+:

l9,h] - (i+j) =[g-i,h-j] (33)

e functor-+:

(g-h)+(i-j) = (g+4)- (h+]) (34)
C (C+F) F
N
gh| B (B+ E) | (g+i)(h+5) E |ij
Th h+jT T
A (A+ D) D

i1

26



1.9 PRODUTO E COPRODUTO

e functor-id+:
idg +idp = idayp (35)

" A+B2 B

A——
T TideB Tids
A

*>A+B<iB

Resumindo, as regras, com respeito aos tipos, dos combinadores
either e soma s3o:

c<l 4 o<l 4
c<? B pD<? B (36)
o4y c4+DpL a4

1.9.7. Lei da Troca

Uma fungdo que mapeia valores de um coproduto A + B para
valores de um produto A’ x B’ pode ser expressa alternativa-
mente como um either ou um split. Ambas as epxressdes sio
equivalentes e esta equivaléncia traduz-se na Lei da Troca:

[(f,9), (h, k)] = ([f, D], g, k]) (37)
A— " A4+BE2 B A" A4+BE B
s

\g [a[ﬁ} h//

27
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o= [a’m o — <0/,,3/>
a=(fg) o = [f,h] o=0
B = (hk) B =g, k]

1.10 FUNCTORES

O conceito de functor, que nos &€ emprestado da teoria das
categorias, € muito atil na algebra da programacio.

Um functor F pode ser considerado como um construtor de
tipos de dados que, dado um tipo A, constréi um tipo de dados
mais elaborado F A. Também, dado um outro tipo B, constrdi,
de forma semelhante, um tipo de dados mais elaborado F B,
e assim por diante.

O mais relevante é que a estrutura criada pelo functor & também
estendida a funcdes. Como assim?

Dada a funcido B<f—A , reparemos que A e B s3o para-
metros de F A e F B, respetivamente. Assim, sendo f uma

funcdo que transforma valores do tipo A em valores do tipo

B, podemos definir a funcdo F B s F A que, para cada

valor do tipo A da estrutura F A, aplica a funcio f, dando
como resultado uma estrutura F B.
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A F A
fl lFf
B F B

Dizemos que F f estende f para estruturas-F, e, por definicio,

obedece as seguintes propriedades:

e Functor-F:

e Functor-id-F:
F ’LdA - ’Ld(F A)

Dois exemplos basicos de functores s3o:

e Functor identidade:

FX=X
Ffr=rf
e Functor constante:
A C FX=C

(38)

(39)

(40)

(41)
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1.10.1. Functores Polinomiais

Functores polinomiais s3o descritos por expressdes polinomiais,
como por exemplo:

FX=14+4AxX

Assim, um functor polinomial pode ser um dos seguintes trés
casos:

e o functor identidade ou um functor constante;

e 0 produto ou coproduto (soma) finito de functores poli-
nomiais;

e a composicido de functores polinomiais.

Dado o exemplo em cima, podemos derivar o seguinte:

Ff=(0+AxX)f

= { soma de functores }
Wf+(AxX)f

= { functor constante e produto de functores }
idi + (A)f x (X)f

= { functor constante e functor identidade }
idy +ida X f

= { simplifica¢do }
id+id x f

Observemos que 1+ A x X denota o mesmo que id + id X f.
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O facto de a expressdo polinomial usada para os dados ser
a mesma expressdo para os operadores que transformam es-
truturalmente tais dados é de grande aplicacdo pratica, pois
permite-nos definir os seguintes diagramas:

outr mnT

T FT T FT
1| sl I
B 7 F B B FB

onde a funco out "decompde” o tipo de dados T' numa deter-
minada estrutura e a func3o in “constréi”’, a partir dessa mesma
estrutura, o tipo de dados em causa.

Por fim, a funcdo in pertence a uma classe prépria de funcées
chamadas de F'-algebras.

Uma F-algebra é qualquer fungdo o com a assinatura A <>~ F A

e pode ser monomérfica, epimérfica ou isomérfica.

Quando estamos perante uma F-algebra isomérfica, é imedia-
tamente intuitivo o seguinte diagrama:

T FT

m

que serd extremamente importante na introducdo da recursivi-
dade ao nivel pointfree no capitulo 3.

Designamos T' como um tipo indutivo e F T como o functor
tipo associado a T'.

Como exemplo, vamos recorrer ao conceito de lista aprendido
em Programacdo Funcional: uma lista ou é vazia ou entdo é
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composta por uma cabeca (primeiro elemento da lista) e uma

cauda (a restante lista).® Assim, podemos definir o seguinte
isomorfismo de construcdo de listas:

out

List A = 1+AxList A

\_/

in

O tipo indutivo em causa é List A, e o seu functor tipo associado
é1+ AxList A.

Nota: a notacdo a ser usada para listas de valores de um

qualquer tipo A serd A*. Assim sendo, podemos redesenhar o
diagrama da seguinte forma:

1.10.2. Propriedades Naturais

A propriedade natural é geralmente chamada de propriedade
gratis, uma vez que é facilmente derivada de qualquer fun-

6 Nota: No caso da lista singular, a cauda é a lista vazia.
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c3o polimérfica, isto &, cujo dominio e contradominio podem
assumir varias "“formas” ou “padrdes’.

A FA<" GA (Fflo=06-(Gf) (42)
1ol
B FB<—GB

Nota: f é quantificada universalmente, ou seja, a propriedade
natural é valida para qualquer f : B «+ A.

Exemplo: a propriedade natural da fun¢do reverse (fung¢do que
inverte uma lista) é a seguinte:

A* reverse A*

map fi lmap f
B*<~——— B*

Teverse

map f - reverse = reverse - map f

1.11 BI-FUNCTORES

Em 1.10 introduzimos a nocdo de tipo indutivo e do seu functor
tipo associado, conforme representado no seguinte diagrama:

out
T = CFT
\_/

m
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Vimos também o caso particular das listas n3o vazias.

out
/\
A* = 1+ Ax A*
\_/

Mas, existe um problemal

Vejamos este caso em particular, onde T corresponde a A*.
Como é que definimos F T 7

FT=1+7?xT

N3o conseguimos definir, pois T ndo nos permite ter uma visdo
paramétrica de si mesmo. Surge entdo a necessidade de um
functor binario que nos permita definir F T.

Supondo que apenas um parametro é identificado em T, defi-
nimos

TX=B(X,TX)

onde B é o bi-functor de base’ do tipo T.

No exemplo dado em cima,
B(X,Y)=1+XxY

e, como A* (ou List A) corresponde ao T X,

A* = B(A, A%)
A 21+ Ax A*

O seu nome deve-se ao facto de ser a base de toda a definicdo de tipo
indutivo.
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1.12 TIPOS INDUTIVOS RELEVANTES

T in | B(X,Y) | B(f.g) | Fr |
Ng [0, succ] N3o existe | Nio existe | id+ f
A* [nil, cons] 1+ X xY | id+ fxg | B(id, f)
LTree A | [Leaf, Fork] X +Y? f+g? B(id, f)
BTree A | [Empty, Node] | 14+ X xY? | id+ f x ¢g* | B(id, f)

Nota: O tipo de dados INg ndo pode ser parametrizado e por
isso ndo é possivel definir B(X,Y) e B(f,g). Neste caso,
FX=1+X.

Quest3o: o tipo de dados INg ndo pode ser parametrizado?
Como assim?

De uma forma muito informal (pedimos que o professor J.N.
Oliveira nos desculpe pela ousadia), enquanto que podem existir
listas e arvores de um qualquer tipo de dados, os naturais ja
s30 em si um tipo concreto de dados. Podemos definir listas e
arvores de valores de um tipo qualquer A, mas n3o podemos
definir naturais de um tipo qualquer A (por exemplo, n3o
existem naturais de booleanos). Dito desta forma, até parece
que ndo somos estudantes de engenharia!



CONDICIONAL DE MCCARTHY

O condicional de McCarthy permite-nos escrever if clauses ao
nivel pointfree. Relembremos o tradicional “if then else™:

y = if p(z) then f(x) else g(x)
onde p & um predicado envolvendo z.

Se p(x) for verdadeiro, executamos f(z), caso contrario, exe-
cutamos g(x). Uma coisa é certa: ou f & executada ou g é
executada. Ora, nés sabemos escrever isto no nivel pointfree,
basta recorrer ao combinador either, isto &, [f, g].

Sendo = um valor de um tipo qualquer A, ambas as funcdes, f
e g, vao ter como dominio o tipo A, e, com esse valor z, vdo
produzir um dado y de um tipo qualquer B.}

A e B s3o tipos arbitrarios que representam qualquer tipo de dados. E
perfeitamente possivel que haja casos em que A e B sejam exatamente o
mesmo tipo de dados.
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Podemos assim definir um diagrama que expressa tudo o que
ja foi considerado.

A
l?
A—2 A+ A2 A
|
; [ff} f
B

Falta apenas definir o que fazer antes de executar [f, g]. Uma
vez que o objetivo é aplicar o predicado p, vamos relembrar os
seguintes isomorfismos estudados em 13:

2 =2 B

a partir do qual podemos inferir

2x A A+ A

a = [(True,id), (False, id)]
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E agora intuitiva a seguinte evolu¢do no diagrama:

A

i?

2x A
A" Ara2 4

Falta apenas definir a funcdo 2 x A<""A. Uma vez que

a func3o retorna um produto, usar-se-a4 o combinador split.

Por um lado, executa-se o predicado p dando origem a um
booleano (2 = IB), e por outro, preserva-se o argumento com
recurso a funcdo identidade.

Obtém-se:
(p,id)

2x A A

finalizando o diagrama e introduzindo a nocdo de guarda:
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CONDICIONAL DE MCCARTHY

(p,id)

Designamos p? como o guarda associado ao predicado p. O
guarda do predicado € muito mais informativo do que o predi-
cado em si, uma vez que que ja nos da o resultado de testar p
a um dado input.

p?=a’-(p,id)

A notacgdo pointfree a ser usada é conhecida como o “Condici-
onal de McCarthy"'? e & muito intuitiva:

p_>fvgdéf[f7g]'p?

E pronunciado da seguinte forma: “se p entdo f, sendo g".

2 Depois do cientista da computacdo John McCarthy o definir.
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2.1 PROPRIEDADES

e Natural-guarda:

2 f=0+f)--f)? (43)

e 12 |ej de fusio:

f-(p—=9,h)=p—f-g.f-h (44)

o 22 | ¢j de fusio:

(p—f.9)-h=(p-h) = (f-h),(g-h)  (45)
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CATAMORFISMOS

Catamorfismo é uma palavra que deriva do grego antigo: cata
“para baixo" + morphe “forma”. Assim, a etimologia da pa-
lavra catamorfismo permite-nos chegar, de forma intuitiva, a
uma definicdo informal de camorfismo — uma funcio que “con-
some” (ou “destréi”) uma determinada estrutura. Vejamos um
exemplo.

3.1 CATARMOFISMO SOBRE LISTAS

Vamos relembrar o isomorfismo de construc3o de listas estudado
em 1.11. Assim, seja L o tipo que representa listas de naturais.
Estamos ent3o perante o seguinte isomorfismo:
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3.1 CATARMOFISMO SOBRE LISTAS

Pensemos agora no algoritmo para calcular o comprimento de
uma lista — a funcdo length, definida em HASKELL do seguinte
modo:

length [] = 0
length (h:t) = 1 + length t

e vamos tentar completar o seguinte diagrama, definindo a
funcdo g:

out
/\
L ~ 1+ N x L
\_/
lengthl in lid-‘ridx length

Ny 14+ INg x INg
k/

g

Notemos que ¢ “sai’ de uma soma e portanto usar-se-a o
combinador either. Vamos comecar entdo por definir g =

[91, 92] .

Ao executar o out, o “caso da esquerda” é a lista vazia, cujo
elemento () é preservado pela funcdo id. Assim, a primeira
funcdo do either, g1, tratard do caso em que a lista & vazia e
recebe o valor (). Ora, o comprimento de uma lista vazia é
0 e portanto g1 () = 0, que pode ser substituida pela fungio
constante 0. Assim, a nossa funcdo g é agora definida como:

9 =10,9)]

O que dizer de g7 A fungdo g, trata do caso em que a lista
ndo é vazia. Notemos que o elemento da cabeca da lista é
preservado pela funcdo identidade, mas, é aplicada a funcdo
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3.1 CATARMOFISMO SOBRE LISTAS 43

length a sua cauda. Assim, a fun¢do go recebe um par (z,y)
no qual x é o primeiro elemento da lista e ¥y o comprimento
da cauda. Ora, o comprimento de uma lista ndo vazia é o
sucessor do comprimento da cauda. Assim, g2(z,y) = succ y,
que pode ser reescrita no nivel pointfree como gy = succ- .

Por fim, temos:
g = [0, succ- 3]

Diremos que g é o gene do catamorfismo length e usar-se-do
os banana brackets como notacdo. Assim,

length = ([0, succ- 2]

Nota: Neste exemplo, o tipo L corresponde ao tipo (INg)*

(listas de naturais). *éa
notagio

Podemos tornar a funcdo length polimérfica, pois o compri-  usada para
mento de uma lista ndo depende do tipo de dados que a o tipo lista
compdem. Assim, obtemos o seguinte diagrama:

A* = 14+ A x A*
Iengthl mn i id+idx length
B 1+AxB
~_ =

[0,succ-ma]
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length - in = [0, succ- mo)] - (id + id x length)
= { defini¢do de in; absor¢do-+; natural-id }
length - [nil, cons| = [0, (succ- m2) - (id X length)]
= { fusdo-+; eq-+ }
{/ength -nil =0
length - cons = (succ- m3) - (id X length)

= { igualdade extensional; def-comp; def-const; def-z }

length (nil x) =0
length (cons (h,t)) = succ (ma(id h, length t))

= { def-nil; def-cons; def-id; def-proj; definicdo de succ }

length [] =0
length (h:t) = (length t) + 1

Obtivemos exatamente a mesma definicdo da funcio length
apresentada em HASKELL no inicio da secc3o.

A dltima quest3o é: reconhecemos (id + id x length) e (1 +
A x A*)?

Sim! Estamos perante o functor do tipo lista de valores-A.
O que seria de esperar, visto se tratar de um catamorfismo
sobre listas. Assim, & mais intuitivo generalizar o conceito de
catamorfismo, para um qualquer tipo indutivo T.



3.2 GENERALIZAGAO

3.2 GENERALIZACAO

Diagrama geral de um catamorfismo (g ) para um tipo indutivo
T:

FA

Podemos também inferir algumas propriedades a partir deste
diagrama.

3.3 PROPRIEDADES

e universal-cata:

kE=(g)=k-in=g-Fk (46)

e cancelamento-cata:

(g)-in=g-F(g) (47)

o reflexdo-cata:
(in) = idt (48)
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3.3 PROPRIEDADES

e fusio-cata:

e absorcio-cata:

(g)-T f=1(9-B(f,id)) (50)
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4

RECURSIVIDADE MUTUA

Este capitulo surge na resposta a pergunta: o que dizer sobre
catamorfismos que geram pares como resultado?

A resposta é simples: basta recorrer ao combinador split. Olhe-
mos ent3o para o seguinte diagrama:

(hok)

Do diagrama, inferimos que (f,g) = ((h,k)), e, com a ajuda
dos seguintes diagramas,

out out
T =~ FT T =~ “FT
\_/ \_/
I o T
A F (Ax B) B F (Ax B)
\_/ \_/
h k
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chegamos facilmente a seguinte conclus3o:
(f,9) = ({h,K))

{ universal-cata }
(f,9)-in = (b, k)-F (f,9)

{ fusdo-x 2x }

<f'inag'in> = <h'F <fag>7k'F <fa.g>>

Por fim, recorrendo a propriedade Eg-x, introduzimos a Lei de
Recursividade Matua:

{f'mzh-ﬂf,g)

= (f,9) = ((h,k
g-in=Fk-F(f,g) (fr9) = ((hk))  (57)

Esta lei, também conhecida como a “lei de Fokkinga”, per-
mite combinar duas funcées mutuamente recursivas num Gnico
catamorfismo.

Pode-se, inclusive, aplicar a lei de recursividade matua a mais
do que duas funcdes mutuamente recursivas,

=01 (fi,-- fn)

fn:¢n (fla---afn)

desde que todas as funcdes f; partilhem o mesmo functor de
base. Por exemplo, para n = 3, obtém-se:

fln:ZF<f7<gah>>

g-in=j-F(f,(g;h) ={f{g.h) =101 k))
h-in=Fk-F (f, {(g,h))
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4.1 “BANANA-SPLIT” 49

Em 4.2, estudar-se-a um exemplo pratico de recursividade
muatua. Mas antes, vamos introduzir a lei de “banana-split”,
um corolario da lei de recursividade matua.

4.1 “BANANA-SPLIT”

Seja f = (i) e g = (j). Entdo,

f=()
= { universal-cata }
foin=i-Ff

= { cancelamento-x }

frin=i-F(m-(f,9))
{ F é um functor }

f-in=1i-Fnr-F(f g)

Similarmente,

g=1(7)
= { tal como em cima para g = (j) }

g-in=j-Fm-F(f,g)
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Por fim,

{f-in:i-Fm-F<f,g>

=(f,9) = ((hE
g'in:j'Fﬂz-F<f7g> <fg> (]< >D

{ lei de recursividade matua }
(f,9) = ((i-Fm,j-Fm))

{f=(ideg=10j)}
(2D, (50) = (- F 7y, 5 - F m2))

de onde surge, através da propriedade de absorcdo-x, a lei de
“banana-split™

(2D, (3D) = ((ixj) - (F mp,F ma)) (52)

A lei de “banana-split” é muito atil na programacgdo funcional
pois permite combinar dois “ciclos”, (i) e (j), num Gnico
“ciclo” ((i-F 71,5 -F ma)).

E representada pelo seguinte diagrama:



Para completar o diagrama, basta definir f;, 7 € {1,2,3,4,5,6,7}

do seguinte modo:

4.1 “BANANA-SPLIT”

i=Fm

fo=F m
f3=Jj-Fm

fa= (G -Fmy,j-Fm)
fs=1i-Fm

fo=F ((2D, (4D
fr= (@), (5))
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4.2 SEQUENCIA DE FIBONACCI

O poder da recursividade matua pode ser visto em varios
exemplos. Um deles é no calculo dos nimeros de Fibonacci.

Em matematica, os nameros de Fibonacci, geralmente deno-
tados por F,, formam uma sequéncia, chamada Sequéncia de
Fibonacci, onde cada namero é obtido a partir da soma dos
dois anteriores, comecando em 0 e 1, isto é,

0,1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...
Podemos assim definir F,, do seguinte modo:

Fy=0
Fi=1
Foyi=Fo+Foq, n>1

Para programar esta sequéncia, podemos usar a férmula dada
em cima. No entanto, ela & muito ineficiente! Existe uma
degradacdo exponencial no seu tempo de execucdo. Num
computador normal, demoraria varias horas para calcular, por

exemplo, o quinquagésimo namero da sequéncial

Gracas a recursividade matua, é possivel reduzir esta duracio
para apenas alguna segundos! Assim sendo, vamos definir a
fungdo fibonacci a partir da lei de recursividade matual!

A vers3o original pode ser reescrita em HASKELL da seguinte
forma:
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4.2 SEQUENCIA DE FIBONACCI 53

fib 0 =1
fib 1 =1
fib (n+2) = fib (n+1) + fib n

Vamos agora recorrer a lei de recursividade matua para obter
uma solucdo muito mais eficiente.

Nota: uma vez que estamos perante o functor dos naturais,

in = [0, succ]
out 0 =1; ()
out (n+1) =ian
FX=1+X
Ff=id+f

Assim, com base na nota, vamos proceder ao célculo da funcio
fibonacci.
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Parte-se de 51.
{f-in:h‘F (f.9)
g-im=k-F(fg)
= { definicdo de in; functor dos naturais }
f-10,succ] = h-(id+ (f,g))
g-10,succ] = k- (id+ (f, g))

= { fusdo-+; reflexdo-+; eq-+; igualdade extensional,

={f,9) = (h, k)

=({f,9) = ({h,K))

def-comp; def-split; def-x }

{f 0=ua
flet)=ha (fmgn) _ ;o = ((a,hal, b )
{gO—b

g(n+1)=ky (fn,gn)
(53)

Vamos fazer uma mudanca de variavel no programa original:

fib (n+2) = f (n+1)
f (n+tl) = f n + fib n
fib (n+1l) = f n

A partir disto, podemos reescrever o programa da seguinte
forma:

fo=1

f (n+l) = f n + fib n
fib 0 = 1

fib (n+1) = f n
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e a partir daqui e de 53 obtemos:

hgzadd
k‘QIﬂ'l
a=b=1

g renomeada para fib

<f7 f’b> = (] <[l7 add]> [lv Wl]) D
fibonacci = my - (f, fib)
Adicionalmente, podemos definir a funcdo fibonacci numa

linguagem imperativa, por exemplo C, a custa da lei da troca
e a definicdo do ciclo for como vemos em seguida.

(f,fib) = (([1,add], [1,m]))
(f,fib) = for (add,m) (1,1)
fibonacci = my - (for (add, m) (1,1))

De acordo com as seguintes sugestdes:

O corpo do ciclo deve ter tantos argumentos quanto o
namero de funcdes mutuamente recursivas;

e Para as variaveis escolhem-se os préprios nomes das
funcdes, pela ordem que se achar conveniente:!

e Para os resultados vdo-se buscar as expressdes respectivas,
retirando a variavel n;

e Em init coleccionam-se os resultados dos casos de base
das funcdes, pela mesma ordem

1 Podem obviamente usar-se outros simbolos, mas numa primeira leitura é
mais intuitivo usarem-se tais nomes.
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obtemos de imediato a funcdo fibonacci, na linguagem impera-
tiva C:

int fibonacci(int n){
intx =1, y =1, i;
for (1 =1; i <= n; i++){

int a = x;
X =X +Yy;
y = a;
}
return vy;
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ANAMORFISMOS

Um anamorfismo pode ser definido, de uma forma informal,
como o “contrario”’ de um catamorfismo. Voltemos ao nosso
reduzido conhecimento da antiga lingua grega.

Anamorfismo deriva de: ana “para cima” + morphe “forma”.
Novamente, a etimologia da palavra permite-nos deduzir o com-
portamento de um anamorfismo — uma fung¢io que “constréi”
(ou “levanta”) uma determinada estrutura de dados.

Tal como para os catamorfismos, vamos recorrer a um exemplo.

5.1 ANAMORFISMO SOBRE LISTAS

Como exemplo, vamos considerar a funcio ¢ que, dado um
n € IN, constréi a lista [1..n] invertida (ex.: ¢ 4 = [4,3,2,1]).
Pode ser escrita em HASKELL da seguinte forma:

[1

cn=n2:c (n-1)
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5.1 ANAMORFISMO SOBRE LISTAS

Vamos comecar por analisar o seguinte diagrama e tentar definir
a fun¢do g¢:
out

.
(No)* = 1 +]N0 X (No)*
~—

c m id+idxc

Ny 14+ Ny x Ny
\—/

Relembremos o isomorfismo de construcdo de naturais dado

em 17.
out

INg /;\ 1+ Ny
\m_/
A funcdo out é muito atil para a definicdo de g, pelo que
a vamos inserir no diagrama com o nome outy para nio
confundir com a func3o out para listas ja presente no diagrama.

out

(NQ)* = 1+N0 X (NQ)*
\//

in id+idxc

No outNo 1+ No P 1+ No X NO

g
Assim, podemos ja definir ¢ = g9 - outpyg, faltando apenas

definir go que serd, evidentemente, uma soma de funcdes.

Sabendo que um natural ou é 0 ou é o sucessor de um namero
natural, vamos abordar ambos os casos separados.
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5.1 ANAMORFISMO SOBRE LISTAS

Se a fungdo g receber um 0, a fung¢do outnp injeta () a
esquerda. Reparemos que, no canto inferior direito, o tipo da
esquerda é 1. Ou seja, existe o Gnico habitante desse tipo, (),
é preservado pela identidade na segunda seta vertical, e o in
das listas produz uma lista vazia — que é o esperado para g 0.
Entéo,

out
(No)* = 1—|—N0 X (No)*
\_/
c n id+idxc

outNo

N 14+ Ny —"" 14Ny xNg

g

Por fim, ? refere-se, naturalmente, ao segundo e altimo caso —
quando g recebe o sucessor de um nimero natural.

Quando g recebe um valor n + 1, a fungdo outpg injeta o valor
n a direita.l O objetivo é aplicar recursivamente a fungso ¢
ao valor n, e, no final, construir a lista ((n+1) : ¢n). Ora,
tendo o valor n, basta apenas formar o par (n+1,n), visto que
na segunda seta vertical, n + 1 & preservado pela identidade e é
aplicada a fun¢do ¢ ao n, formando o par ((n+1),cn), o qual
é passado como argumento a func3o in das listas, construindo
alista ((n+1) : ¢n), como pretendido!

Concluimos que g = (id + (succ, id)) - outnp e diremos que g
é o gene do anamorfismo ¢, usando a seguinte notac3o:
c = [(g9) = [((id + (succ,id)) - outno)|

N3o injeta n 4 1! Por exemplo, caso se execute g 23, entdo outpyq injeta
22 a direita.
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5.1 ANAMORFISMO SOBRE LISTAS

E possivel ver, no diagrama seguinte, uma pequena representa-
¢3o do que acontece em cada caso. A vermelho esta o caso
gO0eaazul g (n+1).

out
//\
(NQ)* = 14+ Np x (No)*
Jmt)ien~>SNSN§ - — 0 ((n+1), ¢ n)
c id+idXxc
N, outno 1+ N id+(succ,id) 1 + Ny x No
0 n+1 &// 0 ((n+1), n)
g

c=1ing, - (id+1id x ¢) - (id + (succ,id)) - outNo
= { def-iny,; isomorfismo in e out }

c-inNo = [nil, cons| - (id 4 id x ¢) - (id + (succ, id))
= { def-innyo; absor¢do-+ 2x }

¢+ [0, succ] = [nil, cons- (id x ¢) - (succ, id)]

= { fusdo-+; eq-+; absor¢do-x; natural-id }

c-0=nil
¢ - succ = cons - (succ, c)

= { igualdade extensional; def-comp; def-split; def-succ }

c0=]
c(n+1l)=(Mn+1) : cn
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5.2 GENERALIZAGAO

Tal como fizemos para o combinador catamorfismo, obtivemos
exatamente a mesma definicio da funcdo ¢ apresentada no
inicio da secc3o.

Novamente, reconhecemos o functor das listas presente na parte
recursiva do diagrama. Assim, podemos também generalizar o

diagrama de um anamorfismo para um qualquer tipo indutivo
T.

5.2 GENERALIZACAO

Diagrama geral de um anamorfismo [(¢)] para um tipo indutivo
T:

5.3 PROPRIEDADES

e Universal-ana:

k=[g]=out-k=(Fk) g (54)

e Cancelamento-ana:

out-[(g) =F [(g)] -9 (55)
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o Reflexdo-ana:

e Fus3o-ana:

e Absorcdo-ana:

5.3 PROPRIEDADES

[(out)] = idy (56)
out
T >~ ET
P
id m F id
\_/

T /(9] = [B(f,id) - g) (58)
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HILOMORFISMOS

Uma vez estudado o conceito de catamorfismo e anamorfismo,
podemos compor estes dois combinadores, criando uma funcio
que inicialmente “constréi” uma estrutura (anamorfismo) e
depois “consome” a estrutura criada (catamorfismo).

Vamos usar como exemplo a funcio fact que calcula o fatorial
de um n € INy.

Esta funcdo n3o pode ser expressa a custa de um catamorfismo
porque a estrutura dos naturais n3o é suficiente para produzir
o fatorial de um natural. Também n3o pode ser expressa a
custa de um anamorfismo pois um natural ndo é uma estrutura
de dados.

Relembremos que n! =nx (n—1) x (n—2) x ... x 1 e que
0! = 1. Portanto podemos definir a func3o fact da seguinte
forma:

fact 0 =1
fact (n+1) = (n+1) x factn

63



HILOMORFISMOS 64

Entdo, é necessario criar uma estrutura que contenha todos os
valores a multiplicar, e depois consumir a estrutura, multipli-
cando todos os valores nela presentes.

Vamos para isso recorrer ao anamorfismo c estudado em 5.1,
que dado um n € Ny calcula a lista [1..n] invertida, e ao
catamorfismo m, que dada uma lista de naturais, retorna a
multiplicacdo de todos os seus elementos.

Assim, a funcdo fact sera definida do seguinte modo:
fact=m-c

e pode ser facilmente interpretada a partir do seguinte dia-
grama:

g=(id+(succ,id))-outno

T
1+ Np x INg
id+idXxc
out
T
fact = 14+ INg x N
k/
in
id+idxm
14+ N x Ng
\—/
f=[1,mul]

A notac3o a ser usada é a seguinte:

fact=[f,9] = (1f)- (g =m-c
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Vamos agora proceder ao calculo analitico da funcio fact com
base no diagrama apresentado.

fact=f-(id+idxm)-(id+idxc)-g

{ def-f; def-g; functor-+; functor-x }

fact = [1, mul] - (id 4 id x (m - ¢)) - (id + (succ, id)) - outno
= { isomorfismo in e out; functor-+ }

fact-inNo = [1, mul] - (id +id x (m - ¢) - (succ,id))
= { def-inNo; absor¢do-x; natural-id 2x }

fact- [0, succ] = [1, mul] - (id + (succ, (m - ¢)))
= { fusdo-+; absor¢do-+; natural-id }
[fact - 0, fact - succ| = [1, mul- (succ, (m - ¢))]

{ eq-+; m = fact }
fact-0=1

fact - succ = mul- ( succ, fact)

{ igualdade extensional; def-comp; }

{
{fact (0n)=1n
{

fact (succ n) = mul ((succ, fact) n)

{ def-const; def-split; def-succ; def-mul }

fact 0 =1
fact (n+1) = (n+1) x factn



6.1 GENERALIZAGAO

Como esperado, obtivemos exatamente a mesma definicdo da
funcdo fact escrita no inicio do capitulo.

Por fim, fazendo uma altima referéncia a abrangente e completa
classica lingua grega, hilomorfismo deriva de: hylo “matéria,
coisa, tudo” + morphe “forma”. Isto sugere que o hilomorfismo
é um esquema geral, ou seja, qualquer programa que possamos
escrever & uma composicdo de um catamorfismo com um
anamorfismo.

Nota: Os préprios catamorfismos e anamorfismos s3o casos
particulares de um hilomorfismo.

(f)=1f0ut]=(r)- [(wa)] (f)-id=(f)
(9] = [in,g] = (in) - (9] = id- [(9)] = [(9)

6.1 GENERALIZACAO

[f,9]=(01D-[9) (59)
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6.2 DIVIDE AND CONQUER

6.2 DIVIDE AND CONQUER

Divide & Conquer é a estratégia mae da programagio. Um
algoritmo para um determinado problema n3o tem outra solucéo
sendo dividir o problema em partes, ou subproblemas, resolver
os subproblemas e juntar as solucBes, obtendo uma solucio
para o problema inicial.

Assim, hilomorfismo = divide & conquer.

divide

AY
’/@’e

conquer

Figura 1: llustracdo da estratégia Divide & Conquer

Naturalmente, existem hilomorfismos “muito bons” a dividir,
e por isso “poupam” na parte da conquistal, e existem hilo-
morfismos que “pouco fazem” na divisdo, e por isso tém de
compensar na conquista.

1 Em 6.3, vamos ver um hilomorfismo particular, cujo anamorfismo pratica-
mente produz a solucdo pretendida.
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6.2 DIVIDE AND CONQUER

E muito intuitivo ver que a parte da divisio do problema (divide)
correspondera ao anamorfismo e a parte da conquista das varias
solugdes (conquer) correspondera ao catamorfismo.

algorithm = (conquer)) - [(divide)|

Vamos ver um exemplo.

6.2.1. Algoritmo de Ordenacdao QuickSort

O algoritmo de ordenacdo QuickSort & definido em HASKELL
do seguinte modo:

gSort [] =[]
gSort (h:t) = gSort x1 ++ [h] ++ gSort x2
where
x1 =1J]a | a<-t, a<h]

X2

[a | a<-t, a>h]

O seguinte esquema da-nos uma ideia de como funciona o
algoritmo:

[] h:x
: )divide
h x1 X2
e
h gSort x1 gSort x2
: > conquer
[1]:| gSort x1 ++ [h] ++ gSort x2
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6.2 DIVIDE AND CONQUER

A partir do esquema, podemos desde ja inferir o tipo do divide:

A* divide 1 —|—A % <A*)2
e o bi-functor de base B do algoritmo:

B(X,Y)=1+XxY?

Vamos agora definir o algoritmo ao nivel pointfree.

A partir da definicdo dada em HASKELL, podemos reescrever
o algoritmo da seguinte forma:

qSort - nil = nil
qSort-cons = f - (id x ¢Sort?) - g

onde

g (hvx) = (h’ (xlva))
where
z1=lalasz, a<h]

zo=l]ala< xz, a>h]

f(h, (y1,92)) = y1 H [R] H v
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6.2 DIVIDE AND CONQUER
Para evidenciar a arquitetura divide & conquer do algoritmo, é
necessario desdobrar a definicio do seguinte modo:

gSort - nil = nil
qSort - cons = f - (id x qgSort?) - g

{ fusdo-+; absor¢do-+; eq-+; etc. }
qSort -in = [nil, f] - (id + id x qSort?) - (id + g)
= { isomorfismo in e out }

gSort = [nil, f] - (id + id x qSort2) -(id + g) - out
——

conquer B(id,qSort) divide

Como ja é do nosso conhecimento, um hilomorfismo usa uma
estrutura de dados intermédia. Qual é essa estrutura neste
caso em particular? Para responder a esta pergunta, temos
observar o bi-functor que inferimos inicialmente.

B(X,Y)=1+XxY?
B(f.9) =id+fxg’
F f=B(id, f)
Ora, o bi-functor em causa é o bi-functor do tipo indutivo

BTree. Isto diz-nos que o algoritmo de ordenacido QuickSort
usa uma arvore binaria como estrutura intermédia.?

2 Na verdade, podemos ir mais além, o algoritmo de ordenacdo Quick-
Sort usa uma arvore binaria de procura (uma arvore bi-ordenada) como
estrutura intermédia.
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6.3 TAIL RECURSION

divide
A A A
[(divide)}l out iF (divide)
BTree A ﬁ(ﬁl, BTree A)
) I

A* B(A, A*%)
\/

conquer

Por fim,

quickSort = [ conquer, divide |
= [ [nil, f], (id + g) - out ]
= ([nil, ] - [((id + g) - out)]

6.3 TAIL RECURSION

Como ja referido, este hilomorfismo & um caso particular cujo
anamorfismo (divide) praticamente produz a solugdo. O cata-
morfismo (conquer) apenas “retira” a solugdo (ja produzida)
da estrutura intermédia.

A Y~ B(C,A) B(X,Y)=X+Y
tailr gl lB(milT 9)
C B(C,0)

[id,id]
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6.3 TAIL RECURSION

Qual é o tipo do hilomorfismo? Ora, o tipo do hilomorfismo
tera de ter a seguinte estrutura:

TX2BX,TX)=X+TX

g
A= Tc+a
J{ (@) out id+(g)] J{
tairg[ TC \_///%_\/C LT C idrtailr g
([idid])  n  id+([idid] Dl
ce____c+C
lid,id]

Se T C deixar de ser paramétrico, o tipo do hilomorfismo passa
aser T= 1+ T. Este tipo de dados corresponde ao tipo dos
ndmeros naturais.

Podemos entdo olhar para T C' como um tipo semelhante ao
tipo dos nameros naturais, com a diferenca de que guarda
informacdo no 0. Assim, T C, além de conter a solucdo C,
contém também o nimero de iteracdes feitas.3

Por fim, apresenta-se em seguida um exemplo de algoritmos
Tail Recursion.

3 E possivel ver esta implementacdo, em HASKELL, no instante t=10:43
da aula T10b [1].
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6.3 TAIL RECURSION 73

6.3.1. Algoritmo de Pesquisa Binaria

lookBTree :: ord a => a -> BTree(a, b) -> Maybe b

lookBTree a Empty = Nothing
lookBTree a (Node((a', b'), (1, r)))
| a ==a' = Just b’
| a <a' = lookBTree a 1
| a > a' = lookBTree a r

TAxB) 214 (AxB)x (T(AxB))2-“>1+B+T(Ax B)

Ioo[< a id+look a

1+ B dd (1+B)+(1+B)

a = [iy - i1, decide a]

decide a ((a’, V'), (I,7))
la==d" =iy (i2 V)
la<ad =iyl

la>ad =igr



MONADES

Moénades s3o functores de
corrida

J.N. Oliveira

De uma forma informal, podemos definir um mdnade como
um functor com propriedades especiais. Mas, para entender a
importancia destes functores “especiais’, temos de aprofundar
o nosso estudo sobre funcdes parciais. S6 assim poderemos
entender o que € um mdnade.

7.1 FUNGCOES PARCIAIS

O que é que acontece quando “interrogamos’ o GHCi com

> head []
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7.1 FUNGCOES PARCIAIS

Ocorre um erro. Porqué? Porque a lista vazia ndo tem nenhum
elemento, por isso ndo ha nenhum valor que seja possivel
retornar. Contudo, & possivel reescrever a funcdo head de
forma a cobrir este caso. Uma maneira de o fazer seria por
tirar partido do tipo Maybe.

head [] = Nothing
head (h:t) = Just h

Uma vez que Maybe A = 1+ A, a nova fungdo head tem o

. head

tipo 14+ A4 <" A

Desta forma, conseguimos cobrir todos os casos de uma lista,
fechando a porta ao erro de ha pouco. Este exemplo & simples,
mas com ele conseguimos ver o qudo importante sdo as fun¢des
parciais.

Generalizando, obtemos, para qualquer fun¢do B SN A

1+B=2=21 4

Ora, para compor uma fun¢do, digamos k, com g, é necessario
que k tenha como dominio 1 + B.

k

K 14 B<9=21 4

Questdo: e se a funcio k ndo tem como dominio 1 + B, mas
apenas B?

Questdo: é possivel compor funcdes parciais?
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7.2 COMPOSICAO DE FUNCOES PARCIAIS
7.2 COMPOSIGAO DE FUNGOES PARCIAIS
Sejam f e g as seguintes fun¢des:

1+c<1—B

1+B<2_ 4

Como é que vamos compor as duas funcdes?

1+B<"7 A

1+C B

N3o podemos simplesmente fazer f - g, visto que f requer um
valor-B e a funcdo g pode retornar (). Vamos ter de utilizar
uma func3o que esta “escondida” no diagrama.

1

1—  T1+B<? A (60)
127

11 12
1+0<1 B

Uma vez que f' = [i1, f], podemos assim definir a composi¢do
de funcdes parciais do seguinte modo:

feg=li1,flg (61)
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7.3 COMPOSIGAO DE KLEISLI
7.3 COMPOSIGAO DE KLEISLI

A partir do diagrama 60, podemos inferir a definicio de f’

como sendo:
fh = i1, f]
= {absor¢do-+}
f = li1,id] - (id + f)

e definir o seguinte diagrama:

1+(1+0) <" 1 g’ A
[il,id]i
1 B
+C 7

Reparemos que (id + f) é o functor em causa! Assim, podemos
generalizar o diagrama da composicdo de Kleisli:

TTOo) " TB<% 4
w
TC~— B

feg

Notamos algo desconhecido no diagrama? Sim! A funcdo
1! Bem, esta funcdo & uma das razdes para um mdnade ser
chamado de um “functor de corrida”. Estamos agora prontos

para entender um mdnade!
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74 O QUE E UM MONADE?

Um mdnade é um functor que dispde de duas fungdes, u
(unidade) e p (multiplicagdo), cujos tipos sdo:

X Y T X £ T(T X)

e obedece as duas seguintes propriedades:
pru=p-Tu=1id (62)
pop=p-Tp (63)

7.4.1. Exemplo: Ménade LTree

Uma Leaf Tree é definida em Haskell do seguinte modo:
data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a, LTree a)

E muito intuitivo definir o isomorfismo de construcio de Leaf
Trees:

out
>
LTree A = A+ (LTree A)?
\—/

in=[Leaf,Fork]

Como estudamos, um ménade dispde de duas fungdes, u e p.

A—= LTree A <" LTree (LTree A)

A funcdo u é explicita na definicdo do tipo de dados LTree.

u = Leaf
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Falta apenas definir ;1. Para isso, vamos recorrer ao combinador
catamorfismo.

s
LTree (LTree A) = LTree A + (LTree (LTree A))?
v
M\L in=|Leaf,Fork] \Lid+u2

LTree A LTree A+ (LTree A)?
\/

[id, Fork]
Concluimos que p = ( [id, Fork] ). Por fim, é necessario verifi-
car as leis 62 (unidade) e 63 (multiplicagdo).
e unidade: p-u=p-Tu=1id
Comecemos por mostrar que - T u = id.
w-Tu
— { w=(lid, Fork]); u = Leaf }
([id, Fork]) - LTree Leaf

{ absor¢do-cata }
([id, Fork] - (Leaf+id*))
= { absor¢do-+, functor-id-x; natural-id}
([ Leaf, Fork])
= { reflexdo-cata }

id O



7.4 O QUE £E UM MONADE? 8o

Falta mostrar que p - u = id. Para isso (e para a prova
da lei de multiplicagdo), é importante saber que:

in = | Leaf, Fork]
= { universal-+ }
{Leaf: tn-i1  isoin e out {out- Leaf =4

Fork = in - iy out - Fork = iy

Assim,

= { nw=([id, Fork]); u= Leaf }
([id, Fork]) - Leaf
= { universal-cata }

[id, Fork] - (id + p?) - out - Leaf

{ absor¢do-+; natural-id}
[id, Fork- 1] - out - Leaf
= { out - Leaf =1; }
[id, Fork- p?] -4y
= { cancelamento-+ }

id O
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e multiplicacdo: p-p=pu-T p

pop=p-Tp

= { definicdo de u; absor¢cdo-cata }
w- ([id, Fork]) = ([id, Fork] - (u+ F id))

= { defini¢do de u; absor¢do-+; functor-id }
- ([id, Fork] ) = ([ 1, Fork] )

= { fusdo-cata }
p - [id, Fork] = [, Fork] - (id + p?)

= { fusdo-+; abosr¢do-+; eq-+; definicdo de p }

o= p
([4d, Fork]) - Fork = Fork - ji?
= { Fork=1in-is }

([id,in-ig]) -in iy = in iy - pu?

{ cancelamento-cata }

[id,in -ig] - (id + p?) - i = in iz -

{ absor¢cdo-+ }

[id,in -ig- ] -ig = in -ig -

{ cancelamento-+ }

true OJ



7.5 PROPRIEDADES NATURAIS

Concluimos assim que LTree A é um moénade.

Nota: o ménade LTree, tal como o ménade das listas (ou
sequéncias) finitas, o ménade BTree, o ménade Maybe, entre
outros, sdo casos particulares do seguinte ménade:

=
Tx_ =~  B(X,TX)
\/
(X,)Y)=X+FY
B(f,9) = f+F g (Féum functor qualquer)
= ([id,in-is])

U =1n-11
7.5 PROPRIEDADES NATURAIS

X Y T X L T(TX)

T

Y TY T(TY)

(64)

{Tf'u:u-f
Tfop=pTf
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7.6 APLICACAO MONADICA — BINDING

7.6 APLICAGCAO MONADICA — BINDING

O que acontece quando compomos ménadeicamente uma fun-
¢do f com a identidade? Sera que feid = f7 N&o! Vejamos

o seguinte diagrama:

T2 T4 T4
/|
TB A
7
feid

Concluimos que:

feid=p-T f-id
= { natural-id }
feid=p-Tf

A notacdo a ser usada é a seguinte:

e>= (0T f)

TS

T2 B TA
>=f

7

TB A

(65)
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7.7 NOTAGAO-DO

(feg)a=do{bga; fb} (66)
(foeid) z=ax>=f=do{b<«2x; fb} (67)

7.8 SISTEMAS REATIVOS

Esta subseccdo ainda n3o esta disponivel.

7.8.1. Monad Estado

Esta subseccdo ainda ndo esta disponivel.

7.9 RECURSIVIDADE MONADICA

mfor bi=([ui, T b])

mfor bi0 = return g
mforbi(n+1)=do{xz+ mforbin; return (bx) }



A

CALCULO DE QUANTIFICADORES DE
EINDHOVEN

A.l NOTAGAO

e (Vx: R:T)significa: “para qualquer x em R, o termo T’
tem valor l6gico verdadeiro”, onde R e T' sdo expressdes
l6gicas que envolvem z.

e (Jxr: R:T) significa: “para algum x em R, o termo T
tem valor l6gico verdadeiro”, onde R e T sdo expressdes
l6gicas que envolvem z.

A.2 REGRAS
e Trading:

(Vk:RANS:T)=(k:R:S=T) (68)
(Fk:RANS:T)=(3k:R:SAT) (69)
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e de Morgan:

“(Vk:R:T)= (3k:R:-T) (70)
—~(Fk:R:T)=(Vk:R:-T) (71)
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