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DistribuicGes de Probabilidade Discretas
- Distribuicdo de Bernoulli
- Distribuicdo Binomial
- Distribuicdo de Poisson
Distribuicdes de Probabilidade Continuas
- Distribuicdo Uniforme
- Distribuicdo Normal (Gaussiana)
- Distribuicdo Exponencial
- Distribuic&o Qui-Quadrado
- Distribui¢ao t-student

- Distribuicéo F
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Distribuicao de Bernoulli

Uma variavel aleatéria tem distribuigdo de Bernoulli, se e s6 se a

sua funcao de probabilidade é dada por:

f(x0)=6"(1-0)" para x=0oul

“sucesso” = probabilidade igual a ¢

“insucesso” = probabilidade igual a 1-¢
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Distribuicao Binomial
Uma variavel aleatéria tem distribuicdo Binomial, se e s6 se a sua fungéo de probabilidade é dada

por:

f(;nz)=Clz*(1-7)"" para x=0,1---,n

Notagéo: Média: Variancia:

“x sucessos em n tentativas”

Exemplo: Encontre a probabilidade de obter 5 caras e 7 coroas em 12 lancamentos de uma moeda

equilibrada.
Resolugéo:
1., S
n=12 ”ZE 'sucesso" = sair cara
X ~ Bin[lz,ij
2

5 12-5
P(x=5)=C}J Gj (1—%] =0.19
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Distribuicdo de Poisson

Uma variavel aleatéria tem distribuicdo de Poisson, se e sé se a sua fungdo de probabilidade é

dada por:

et
f(x;4)= o

Notagdo:
Média: u Variancia:

CAPROXIMAQAO A BINOMIAL: {

para x=0,1,2,---

n>20 e x<0.05
n>100 e nz<10
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Exemplo 1: Aproximacé&o a binomial

n=150 =005 1=75
X P(X =x) Binomial P(X =x) Poisson

0 0.0005 0.0006
6 0.1384 0.1367
12 0.0355 0.0366

Exemplo 2: Se 2% dos livros de uma certa impressora tém defeitos,
determine a probabilidade de que 5 de entre 400 livros tenham defeito.

X — V. a. que designa n° de livros com defeito
x=5 7=0.02 A=nz=400%x0.02=8

5 -8
P(x=5,1=8) :8%:0.0916

A distribuicdo de Poisson pode servir de modelo para o niUmero de sucessos que ocorre
durante um dado intervalo de tempo ou uma regido especifica, quando:

- o numero de sucessos ocorrendo em intervalos ndo sobrepostos sdo independentes;

- aprobabilidade de um Gnico sucesso ocorrendo num certo intervalo é proporcional ao

comprimento do intervalo;
- aprobabilidade de mais de um sucesso ocorrer num pequeno intervalo é negligivel.
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Exemplo 3: O nimero de pessoas que chegam a um determinado Centro de Saude
numa dada cidade num periodo de 15 minutos é 12. Qual a probabilidade de num
qualquer periodo de 15 minutos cheguem a este C.S. menos de 9 pessoas?

X — v. a. que designa n° de pessoas que chegam ao C.S./15 minutos
A=12

P(x<9;l:12):28: p(x;4=12)=p(x=0)+ p(x=1)+...+ p(x=8)=0.1550

x=0

Exemplo 4: Encontre a probabilidade de 7 de 10 pessoas recuperarem de uma doenga

tropical, assumindo independéncia, e com probabilidade de 0.8 que qualquer um deles
recupere da doenca.

X — V. a. que designa n° de pessoas que recuperam
n=10 7 =0.8  "sucesso" = recuperar da doenga
X ~Bin(10,0.8)

P(x=7)=C°(0.8)'(1-0.8)" ' =0.20
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Distribuicdo Uniforme

Uma varidvel aleatéria continua segue a
distribvicdo uniforme se e s6 se a sua
funcdo densidade € dada por

1
e o< X<
f(x)=1f-a 4
0 outros valores
ﬂ + 2 1 2
=3 12(F-9)
Prof2 Ana Cristina Braga, DPS 8
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Exemplo...

Uma fdbrica produz folhas de cartdo com uma espessura

uniforme entre 0.8 e 1.2 cm. Qual a percentagem de folhas
abaixo de 1 cm?

| 1 0.2
P(x<1)= —dx:—xl =—=05
(x<1) IO-81.2—0.8 0.4 os 0.4
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Distribuicdo Exponencial Negativa

Uma variavel aleatoria segue a distribuicdo Exponencial Negativa, se e s6 se a sua fungéo
densidade de probabilidade é dada por:

15
f(x:0) = ge ,x>0e80>0
0 x<0

Notagéo: Média: Variancia:

Fung&o distribui¢cdo acumulada:

F(x0) = 1-e? ,x>0e6>0
0 x<0
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—e? x>0,0>0
f(x)=10
0 outros valores
25
2
o 1 —0-05
g —_—
= 0=1
—_—0=2
05
0 4
0 1 2 3 4 5 6 7 8
X
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Propriedades

= Falta de memadria

P(X >s+t|X >s)=P(x>t) paratodos,t>0

Isso significa que a probabilidade de que seja necessario
esperar, por exemplo, mais que 3 minutos até que o
evento aconteca, dado que esse evento ndo aconteceu
antes de 2 minutos, € a mesma de que esse evento
ocorra depois do 1° minuto.

Prof2 Ana Cristina Braga, DPS 12



Exemplo...

Um componente eletrénico requer, em média, uma
reparacdo de 2 em 2 anos. Qual a probabilidade de que
funcione por pelo menos 3 anos?e

3

1 x ( _1)3 3
P(x>3)=1—P(x<3)=1—f 5-€ 2dx =1—-\—e"2)|j=e"2=0,2231

0

= Sabendo que o componente dura hd j& dois anos, qual a
probabilidade de funcionar durante mais um ano?

3
P(x>3nx>2)_P(x>3)_e_7
Plx>2) _P(x>2)_e_§

1
P(x>3|x>2) = =e2=0,6065

P(x>3|x>2)=P(x>1)=1—F(1)=1—(1—e_%)=e_%

Prof2 Ana Cristina Braga, DPS 13
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Distribuicdo Normal ou Gaussiana

Uma variavel aleatéria segue a distribuicdo Normal, se e s6 se a sua funcédo densidade de
probabilidade é dada por:

Afxeu)
foome)= o)

Notagao: m
Média: Variancia:

Gréfico da distribui¢do Normal

—00 < X <40 com o >0

Prof2 Ana Cristina Braga, DPS 14
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A distribui¢do Normalem =0 e o =1 ¢ designada por Normal Padréo ou Standard, e tem como

fungdo densidade de probabilidade:

Z-N(0,1)

Se X tem uma distribuicdo Normal com média x e desvio padréo o, entdo:

X—p
Z=""X~N(02)
X
tem uma distribuicdo Normal Padréo.
Prof2 Ana Cristina Braga, DPS
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z ,01 0,02 ,04 0,07
-3,5] 0,0002 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319
-3,4| 0,0003 0,0002] 0,1) 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714
-3,3| 0,0004 0,0004 0,0003] 0,2| 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103
-32 ,0006 0,0005 0,0005 0,0005 0,3[0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480
-31 0,0008 0,0008 0,0007 0,0007| 0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844
-3,0 0,0011 0,0011 0,0010 0,0010| 0,5[0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190
-2,9] 0,0015 0,0015 0,0014 0,0014] 0,6[ 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517
-28 0,0021 0,0021 0,0020 0,0019 0,7/ 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823
-2,7 0,0029 0,0028 0,0027 0,0026 0,8[ 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106
-2,6 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036 0,9(0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365
-2,5 0,0052 0,0051 0,0049 0,0048] 1,0] 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599
-2,4] 0,0069 0,0068 0,0066 0,0064| 1,1) 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810
-2,3] 0,0091 0,0089 0,0087 0,0084] 1,2) 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997
22 00119 00116 00113 0,010/  13(0,9032 09049 09066 0,9082 0,909 0,9115 09131 09147 09162
-2,1 0,0154 0,0150 0,0146 0,0143] 1,4] 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306
-2,0 0,0197 0,0192 0,0188 0,0183| 1,5/ 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429
-1,9] 0,0250 0,0244 0,0239 0,0233 1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535
-1,8| 0,0314 0,0307 0,0301 0,0294] 1,7/ 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625
-1,7] 0,0392 0,0384 0,0375 0,0367| 1,8] 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699
16 00485 0,475 0,0465 0,0455 15[ 0,9713 09719 09726 0,9732 0,9738 0,9744 09750 09756 0,9761
-1,5 0,0594 0,0582 0,0571 0,0559] 2,0[0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812
-1,4| 0,0721 0,0708 0,0694 0,0681| 2,1)0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854
-1,3 0,0869 0,0853 0,0838 0,0823 2,2/ 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887
-1,2] 0,1038 0,1020 0,1003 0,0985 2,3[0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913
-1,1 0,1230 0,1210 0,1190 0,1170] 2,41 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934
-1,0] 0,1446 0,1423 0,1401 0,1379] 2,5[0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951
-0,9] 0,1685 0,1660 0,1635 0,1611] 2,6[0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963
-0.8 0,1949 0,1922 0,1894 0,1867 2,7/ 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973
-0,7 0,2236 0,2206 0,2177 0,2148| 2,8] 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980
-06 0,2546 0,2514 0,2483 0,2451] 2,9(0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986
-0,5| 0,2877 0,2843 0,2810 0,2776 3,0/ 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990
-0,4] 0,3228 0,3192 0,3156 0,3121] 3,1{0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993
-0,3 0,3594 0,3557 0,3520 0,3483] 3,2[0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995
02 03974 03936 0,3897 0,3859| 3,3 0,995 09995 09995 0,9996 0,9996 0,9996 0,0996 09996 09996
-0,1 0,4364 0,4325 0,4286 0,4247| 3,4] 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997
0.0 0,4920 0,4761 0,4721 0,4681 0,4641] 35| 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998
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0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879
0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389
0,8621
0,8830
0,9015
0,9177
0,9319
0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767
0,9817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936
0,9952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998

16

08/09/2023



Aproximacdo Normal a distribuicdo Binomial

A distribuicdo Normal fornece uma boa aproximacao a distribuicao
Binomial quando n, nimero de tentativas é grande, e =, a probabilidade de
um sucesso numa tentativa é proxima de 0.5.

Teorema: Se X é uma variavel aleatéria seguindo uma distribuigdo binomial

com parametros n e 7, entédo:
X —-nrx
Jnr(l—7)

aproxima-se da distribuicdo Normal quando n— .

7=

Condi¢des: nz>5 e n(l-7)>5

Prof2 Ana Cristina Braga, DPS 17
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n=>1 x=0% n=3 x=0%

Al \‘

n=10, z=05 n=25 z=05

7/
AN
)
-.,/
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Exemplo: Suponha que a quantidade de radiag@o césmica que uma pessoa é exposta ao viajar de
avido é uma variavel aleatéria Normal com média x=4.35mrcm e o desvio padréo é o =0.59 mrcm.

Qual é a probabilidade de que uma pessoa seja exposta a mais de 5.20 mrcm de radiagdo cosmica?

X ~N(4.35,059°)
5.20-4.35
T 059

P(x>5.20)=P(z>1.44)=

=1-P(z <1.44) =1-0.9251=0.0749

144 0,9251

Algumas propriedades:
- P(@a<Z<h)=d(b)-d(a)
- D(-z)=1-D(z)

Prof2 Ana Cristina Braga, DPS 19
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Exemplo: Use a aproximagao Normal a distribuigdo binomial para determinar a probabilidade de

obter 6 caras e 10 coroas em 16 langamentos de uma moeda equilibrada.

X — V. a. que designa n° de caras

n=16 7=05 "'sucesso" = sair cara

X ~Bin(16,0.5)

P(x=6)=C¥(0.5)"(1-05)" " =0.1222

Utilizando a aproxima(;e;o:

pu=nz=16*05=8 R
5 6 7

o=nr.(l-7)=2

P(x=6) =P(5.5<x<6.5)=P(-1.25<z<-0.75) =
=®(-0.75) - d(-1.25) = 0.2266 — 0.1056 = 0.1210

Prof2 Ana Cristina Braga, DPS 20
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Distribuicdo do Qui-quadrado

Uma varidvel aleatdria segue a distribuicdo
de Qui-quadrado com vgraus de liberdade,
se a sua funcdo densidade de
probabilidade é dada por

v-2
= x2e¥? x>0
f(x)=12"T(v/2)

0 outros valores

Prof2 Ana Cristina Braga, DPS 21
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Qui-quadrado

fix)

0 10 20 30
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KL
i 0995 0990 0975 0950 0050 _ 0025 _ 0010 _ 0,005]
1 0000 0000 _ 0001 _ 0004 3841 _ 5024 6635 7,879
2| 0010 002 0051 0103 5991 7,378 9210 10,597
3| 0072 0115 0216 0352 7,815 9,348 11,345 12,838
4| 0207 0297 0484 0711 9488 11143 13277 14,860
5| 0412 0554 0831 1145 11,070 12833 15086 16,750
6| 0676 0872 1237 1,635 12502 14,449 16812 18,548
7| 0989 1,239 1690 2,167 14067 16013 18475 20,278
8| 1344 1646 2180 2,733 15507 17,535 20,090 21,955
9l 1735 2088 2700 3325 16919 19,023 21,666 23,589
10 2156 2558 3,247 3940 18307 20483 23209 25188
11 2603 3053 3816 4575 19,675 21920 24725 26,757
12| 3074 3571 4404 5226 21,026 23337 26217 28,300
13 3565 4,107 5009 5892 22362 24,736 27,688 29,819
14| 4075 4660 5629 6571 23685 26119 20,141 31319
15| 4601 5229 6262 7,261 24,996 27,488 30,578 32,801
16| 5142 5812 6908 7962 26296 28845 32,000 34,267
17| 5697 6408 7,564 8672 27,587 30,191 33,409 35718
18| 6265 7015 8231 9390 28869 31526 34805 37,156
19 6844 7633 8907 10117 30,144 32852 36,191 38582
20| 7434 8260 9591 10,851 31410 34170 37,566 39,997
21| 8034 8897 10283 11591 32,671 35479 38932 41401
22| 8643 9542 10982 12,338 33924 36,781 40289 42,79
23] 9260 10,196 11,689 13,091 35172 38076 41,638 44,181
24| 9886 10,856 12,401 13848 36,415 39,364 42,980 45559
25| 10520 11524 13,120 14611 37,652 40,646 44,314 46928
26| 11,160 12,198 13844 15379 38885 41,923 45642 48,290
27| 11,808 12,879 14,573 16151 40,113 43195 46,963 49,645
28| 12461 13565 15308 16,928 41,337 44461 48278 50,993
29| 13,121 14256 16,047 17,708 42,557 45722 49,588 52,336
30| 13787 14,953 16,791 18,493 43773 46979 50892 53,672
40| 20,707 22,164 24433 26,5509 55758 59,342 63,691 66,766
50| 27991 29,707 32357 34,764 67,505 71420 76154 79,490
60| 35534 37,485 40,482 43188 79,082 83298 88379 91952
70| 43275 45442 48,758 51,739 90,531 95023 100,425 104,215
80| 51,172 53540 57,153 60,391 101,879 106,629 112,329 116321
90| 59196 61,754 65647 69,126 113145 118,136 124,116 128,299

Proft Ana ChissndQ0l, 87328 70065 74222 77929 124342 129561 135807 140169 23
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Qui-quadrado

= Se X segue uma distribuicdo normal padrdo, entdo X2
segue a distribuicdo de Qui-Quadrado com 1 grau de
liberdade.

= Se X, X,, ... X, sGo varidveis aleatodrias independentes que
seguem uma distribui¢c@o de Qui-Quadrado com vy, v,,...,
v,, graus de liberdade, entdo

Y = 3X;
segue a distribuicdo de Qui-Quadrado com v, +v,+..+ v,
graus de liberdade.

Prof2 Ana Cristina Braga, DPS 24
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QUI-QUADRADO

Se X e s sdo a média e a variéncia de uma
amostra aleatéria de tamanho n de uma
populacdo normal com média ¢ e desvio
padrdo o, entdo

=« X e5°sdo independentes,

= a varidvel aleatéria (n-1)s’ /o’ segue uma
distribuicdo de Qui-Quadrado com n-1 graus
de liberdade.

Prof2 Ana Cristina Braga, DPS 25

Distribuicdo 1-Student

Se y e z sGo varidveis aleatérias independentes,

y com uma distribuicdo de Qui-quadrado com v
graus de liberdade e z uma distribuicdo normall
padrdo, entdo a distribuicdo de

& dada por
r‘(
ft)=——2

()

Prof2 Ana Cristina Braga, DPS 26
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t-Student

04

03

Densidade de Probabilidade

0.1

Prof2 Ana Cristina Braga, DPS 27
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t-Student

SeX e s’sdo a média e a vari@ncia de uma
amostra aleatériac de tamanho n de uma
populagdo normal com media 4 e desvio
padrdo o, entdo

fo XM
s/\n

segue uma distribuicdo t-Student com n-1
graus de liberdade.

Prof2 Ana Cristina Braga, DPS 28
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gl 025 0,15 0,10 005 0025 _ 0010 _ 0,005]
[ 1000 1963 3,078 6314 12,706 31,821 63,657
2| o816 138 1886 2920 4303 6965 9925
3| 0765 1250 1638 2,353 3,182 4541 5841
4 0741 1,190 1533 2132 2776 3747 4604
5| 0727 1156 1476 2015 2571 3365 4,032
6| 0718 1134 1440 1,943 2447 3143 3,707
7l o711 1119 1415 1895 2,365 2998 3,499
8| 0706 1108 1397 1,860 2306 2896 3355
ol 0703 1100 1383 1,833 2,262 2,821 3250
10 0700 1,003 1372 1812 2228 2764 3,169
11| 0697 1,088 1,363 1796 2201 2,718 3,106
12| 0695 1,083 135 1782 2179 2,681 3,055
13| 0694 1,079 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14] 0,692 1,076 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15| 0691 1,074 1,341 1753 2131 2,602 2,947
16| 0690 1071 1337 1746 2120 2,583 2921
17 0689 1,069 1,333 1740 2110 2,567 2,898
18| 0688 1067 1330 1734 2101 2552 2878
19| 0688 1,066 1,328 1729 2093 2,539 2,861
20 0687 1084 1,325 1725 2086 2528 2,845
21 0686 1063 1,323 1721 2080 2518 2,831
22| o686 1061 1321 1717 2074 2508 2,819
23| 0685 1060 1,319 1714 2069 2500 2,807
24 0685 1059 1318 1711 2064 2492 2,797
25| 0684 1058 1,316 1,708 2060 2485 2,787
26| 0684 1058 1315 1706 205 2479 2,779
27| 0684 1057 1,314 1703 2052 2473 2,771
28| 0683 1056 1,313 1701 2048 2467 2,763
20 0683 1055 1,311 1699 2045 2462 2,756
30| 0683 1055 1,310 1697 2042 2457 2,750
20 0681 1050 1,303 1,684 2021 2423 2,704
60| 0679 1045 1206 1671 2000 2390 2,660
1200 0677 1041 1289 1,658 1,980 2358 2,617
© 0674 1036 1282 1645 1960 2326 2576

Prof2 Ana Cristina Braga, DPS 29
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Distribuicdo F

Se U e V sdo varidveis aleatérias
independentes seguindo distribuicoes de
Qui-Quadrado com v, e v, graus de
liberdade, entdo

_U/Vl

X =
V/Vz

€ uma varidvel aleatéria seguindo a
distribuicGo F com v, e v, graus de liberdade.
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Distribuicdo F

0 outros valores
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Distribuicdo F ok O

N\
/

1)
F(20,20)
F(12,20)
F(E,B) F(20.8)
Ny
F(4.2)
0
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DISTRIBUICAO F

Se S’e S’sdo as variGneias de varidveis aleatérias
independentes de dimenszdo n, € n,de populacoes
normais com varidncias o; e o,, entdo

2/ 2 2.2
Fzsl/o-l _ 08
27 2 2.2
S2/0'2 0,5,

€ uma variavel aleatdéria seguindo a disiribuicao -
com n;-1 e n,-1 graus de liberdade.
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