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Cap. lIl: Parametros de Localizagéo e Disperséo e Independéncia de V.A's



Neste capitulo pretende-se:

@ apresentar algumas medidas de localizacao e de dispersdo de uma
variavel aleatoria (valor médio, desvio-padrao/variancia, quantis);

@ estender o conceito de independéncia de acontecimentos a variaveis
aleatorias.
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[ll. 1. Medidas de localizacao e de dispersao

As variaveis aleatérias tém caracteristicas, designadas de tedricas ou popula-
cionais, correspondentes as caracteristicas amostrais calculadas em estatistica
descritiva para uma amostra aleatdria dessas mesmas variaveis (por exemplo:
média, variancia, desvio-padrao, mediana, quartis, percentis, etc.).

Estas caracteristicas pretendem quantificar determinados aspectos distribuigao
da v.a., nomeadamente, a localizagao na reta real e a dispersao/variabilidade.

Definigao [Valor Médio]

Seja X uma v.a.. O valor médio de X (ou valor médio populacional), usualmente
denotado por uy ou E[X], € a média pesada, de acordo com a fungdo massa ou
da funcao densidade de probabilidade, dos valores de X, i.e.,

px = Y xP(X=x;) px = 127 xf(x)dx.
x€C
(caso éiscreto) (caso continuo)

Obs.: A notagéo E[X] deriva de "esperanga matematica” que é uma designagao
alternativa para valor médio.
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[ll. 1. Medidas de localizacao e de dispersao

Outra caracteristica importante de uma v.a. X € a varidncia, usualmente deno-
tada por o% ou Var[X].

Definigao [Variancia e Desvio-Padrao]

Seja X uma v.a.. A varidncia de X, usualmente denotado por % ou Var[X], &
dada por
2 2
ox = E[(X — px)7]-
Tal como acontece com o valor médio, a variancia é calculada de forma diferen-
te conforme X € discreta ou continua. Assim, a variancia de X é dada por:

0% = Z; (i —px)?PX =x) , o= [T (x— px)*f(x)dx.
xi €Cx
(caso discreto) (caso continuo)

A ox = \/o% chamamos desvio-padrdo da v.a. X.

Obs.: Repare-se na semelhanga destas férmulas com as da média, variancia e
desvio-padrao amostrais usadas em estatistica descritiva.
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[ll. 1. Medidas de localizacao e de dispersao

Notas:

1) Recordar que as somas/integrais podem nao existir ou nao ser finitas. Nesse
caso diz-se que a v.a. nao tem a caracteristica em causa.

2) Quando E[X?] existe, i.e., quando

Y 2P(X =x) < +oo fjooj ¥f(x)dx < +o0
x€Cx
(caso discreto) (caso continuo)
a formula da variancia reduz-se facilmente a
oy = E[X*] — (E[X])?,

ou seja,

i€Cx
(caso discreto) (caso continuo)

o} = [Zx%P(Xxi) ~(EX? L oh= [T ] - (EX)?

3) Quando E[X*] existe, o seu valor é designado de momento de ordem k de X.
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[ll. 1. Medidas de localizacao e de dispersao

Finalmente, os quantis tedricos, que desempenham um papel muito importante
em inferéncia estatistica, sdo definidos de modo analogo aos quantis amostrais.

Recordar que, em estatistica descritiva, o quantil amostral de ordem p, €, grosso
modo, o valor que separa os 100 x p% valores inferiores da amostra dos
100 x (1 — p)% superiores.

Definicao [Quantil]

Para uma v.a. X, o quantil de ordem p, com p €]0, 1|, denota-se por x,, € dado
por:
X, = inf{c € R : F(c) > p},

onde F ¢ a funcao de distribuicao de X.
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[ll. 1. Medidas de localizacao e de dispersao

Para uma v.a. continua, o quantil x, € um valor que, no gréafico da fungédo
densidade de probabilidade, tem a sua esquerda area igual a p e a sua direita
areaigual a (1 —p).

F(x)

xp >

Assim, neste caso e se F~!(p) existir, tem-se que

Xp = F! ®)-
Casos especiais de quantis:
@ Mediana: y, s
Q Quartis: Xo.s; Xo.5s Xo.7s

e DeCiS' XO.I? X0.27 XO.S? XOA’ XU.S? X0,67 XO.77 XOAS) X0.9
o Percentis: XU.OI? X0,027 A 7X(J,‘)87 XO,QQ
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lll. 2. Independéncia de variaveis aleatorias

No Capitulo I, vimos a definicao de acontecimentos independentes. Na altura fi-
cou subjacente a ideia intuitiva de que a independéncia de dois acontecimentos
se baseava no facto de o conhecimento da realizagao de um deles nao alterar
a probabilidade de ocorréncia do outro (fica ao cuidado do aluno estender esta
ideia a mais do que 2 acontecimentos).

Vejamos agora a definigao de variaveis aleatorias independentes.
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lll. 2. Independéncia de variaveis aleatorias

Defini¢cao [Variaveis Aleatérias Independentes]

Dadas n > 2 variaveis aleatorias, X, X>, . . ., X,, estas dizem-se independentes
se, para todos os By, B, . . ., B, subconjuntos de R,

P((Xl,Xz,...7Xn) € (Bl X By X ... X B,,)) = ﬁP(X, EB,’) (1)

Notas:
1) Observe que a condig¢ao (1) pode ser escrita do seguinte modo:

P(X, € B|,X, €B,,...,X, € B,) = P(X; € B))P(X, € By)...P(X, € B,).

2) Entre v.a’s a )" substitui a “n”, pelo que
P(X] eEB,X,e€B,,.... X, € Bn) = P((Xl € Bl) N (X2 S Bg) n...N (Xn S Bn))
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lll. 2. Independéncia de variaveis aleatorias

Exemplo: Se X e Y séo v.a’s independentes entao
-PX=2Y=-1)=P((X,Y)e {2} x{-1})=PX=2)P(Y =-1)
- P(X=2,Y>0)=P((X,Y) € {2} x]0, +o0[) = P(X = 2) P(Y > 0)
-PO<X<1,Y<m)=P((X,Y) €]0,1[x] —oo,7] ) =P0O< X < 1)P(Y <)
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lll. 2. Independéncia de variaveis aleatorias

Regra geral, é dificil provar que variaveis aleatdrias sao independentes. Existem
resultados importantes que nos permitem averiguar, com mais facilidade, sobre
a independéncia. Vamos enunciar aqui alguns.

Teorema
Sejam X1, X,, ..., X, variaveis aleatérias.

i) X1,X,,...,X, sao independentes sse, para quaisquer numeros reais
C1,C,y...,Cyy SE tem

PXi<c,Xo<c,.... X <¢,) = HP(Xi <c).

i) Se X1,X,,...,X, sao v.a.s discretas, entao X, X>, ..., X, sdo
independentes sse, para quaisquer nUmeros reaijs a, a, . . ., a,, S tem

PXi=a;,Xo =ay,..., X, = a) HP = a;).

iii) Se X1,X,,...,X, sdo independentes e ¢, ¢,, ..., ¢, sao funcoes reais de
variavel real, entao ¢;(X;), $(X2), - . ., #.(X,) também sdo independentes.
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lll. 2. Independéncia de variaveis aleatorias

Vamos terminar esta secgao enunciando algumas propriedades sobre o valor
médio e a variancia de transformagdes lineares, somas e produtos de v.a.’s
discretas ou continuas). Algumas destas propriedades dizem respeito a v.a.'s
independentes.

1) Para quaisquer constantes reais, a e b, e para qualquer v.a. X, tem-se
ElaX + b] = aE[X] + b e Var[aX + b] = a*Var[X].
2) Para quaisquer v.a’s X1,X,, ..., X,, tem-se
E[Xl +X2 + ... +Xn] = E[Xl} +E[X2] + ... +E[Xn]
3) Se X1,X>,...,X, sdo v.a’s independentes entao
Var[X, + Xo + ... + X,,) = Var[X)] + Var[Xa] + ... + Var[X,].
4) Se X1,X>,...,X, sdo v.a’s independentes entao
E[Xi X> ... X,] = EX|]E[X2] ... E[X,].

Nota: Em geral, as propriedades 3) e 4) ndo sdo validas quando as v.a’s nao
sao independentes.
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