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Capitulo II: Variaveis Aleatdrias



Neste capitulo pretende-se:
@ apresentar o conceito de variavel aleatoria;

@ distinguir entre variaveis aleatorias discretas e variaveis aleatérias
continuas;

@ apresentar fungbes que “caracterizam” as variaveis aleatorias (e.g., fungao
massa de probabilidade, funcdo densidade de probabilidade e fungao de
distribuigao).
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Il. 1. Variaveis aleatorias - Introducao

Em muitas situagdes praticas interessa-nos (ou é conveniente) associar valores
numéricos aos diferentes resultados de uma experiéncia aleatéria, ou seja, a
cada elemento w do espaco de resultados (2 interessa associar um namero real.
Esta associacao permitira passar do espago amostral 2, por vezes complicado,
para um conjunto mais simples (R ou um seu subconjunto).

Por exemplo, na experiéncia que consiste em efetuar varios langamentos con-
secutivos de um dado podemos estar interessados em estudar

@ o valor da soma das faces obtidas;

@ 0 numero de ases obtidos;

@ o numero de faces par obtidas;

@ 0 maximo (ou 0 minimo) das faces obtidas,
etc.

Nota: No langamento de um dado, “sair 4s” corresponde a “sair face 1”.
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Il. 1. Variaveis aleatorias - Introducao

Surge assim a definicao de variavel aleatoria.

Definicao [Variavel aleatéria]

Seja 2 o0 espago amostral associado a uma experiéncia aleatéria. Uma variavel
aleatéria (v.a.) € uma fungao, cujo dominio é o conjunto 2 e cujo conjunto de
chegada é R, que a cada elemento w de 2 faz corresponder um nimero real,
i.e.,
X: Q — R
w = Xw)’

Notas:

1) As v.a’s sao habitualmente denotadas com letras maisculas, e.g., X, Y, Z, etc.

2) As variaveis aqui estudadas sdo conhecidas por v.a’s reais (devido ao conjunto de
chegada da fungao). Existem, no entanto, outros tipo de variaveis aleatérias como, por
exemplo, v.a.s complexas (X : 2 — C).
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Il. 1. Variaveis aleatorias - Introducao

Exemplo: Na experiéncia aleatéria que consiste em efectuar dois langamentos
consecutivos de uma moeda, o espago amostral €, como bem sabemos,

Q = {(Ca, Ca), (Ca, Co),(Co, Ca), (Co, Co)},

onde Ca e Co representam cara € coroa, respetivamente.

Consideremos agora as v.a.’s X e Y que representam, respetivamente, o nimero
de coroas e a diferenca entre o nimero de caras e o numero de coroas.

Estas fungdes, X e Y, estdo descritas na seguinte tabela:

w X(w) | Y(w)
(Ca,Ca) 0 2
(Ca,Co) 1 0
(Co,Ca) 1 0
(Co,Co) 2 -2
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Il. 1. Variaveis aleatorias - Introducao

Dado um subconjunto B C R, a probabilidade de a v.a. X assumir um valor
pertencente a B, i.e. P(X € B), sera dada pela probabilidade do subconjunto
formado pelos elementos de () cuja imagem, pela fungao X, pertence a B.

Em linguagem matematica, o subconjunto formado pelos elementos de €2 cuja
imagem, pela fungao X, pertence a B é designado por imagem inversa de B pela
funcéo X e é denotado por X~!(B):

X'(B)={weQ:X(w) € B}
Assim, depois de identificado X~!(B), teremos simplesmente

P(X € B) = P(X"'(B)).
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Il. 1. Variaveis aleatorias - Introducao

Voltando ao exemplo dos dois langamentos de uma moeda:

O acontecimento “saiu pelo menos uma coroa” € agora representado por
(xX=1)

ou, de modo equivalente,
(X € [1,+o0]).

E o acontecimento “nimero de caras igual ao nimero de coroas” é representado

por (¥ =0)

(Y €{0}).

ou, de modo equivalente,

Para calcular P(X € [1,+]) e P(Y € {0}) temos primeiro que identificar os
seguintes subconjuntos de Q:

X Y([1,400]) e Y '({0}).
Observando a tabela atras, vemos facilmente que
X~ Y([1, +00]) = {(Ca, Co), (Co, Ca), (Co, Co)}
e que
Y~'({0}) = {(Ca, Co), (Co, Ca)}.
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Il. 1. Variaveis aleatorias - Introducao

Se a moeda for equilibrada, os acontecimentos elementares sdo equiprovaveis,
i.e.,
1
P({(Ca,Ca)}) = P({(Ca, Co)}) = P({(Co, Ca)}) = P({(Co,Co)}) = 7.
Sendo () finito e os acontecimentos elementares sao equiprovaveis, recorre-se
a definicao de Laplace para calcular as probabilidades dos diferentes aconteci-
mentos decorrentes desta experiéncia. Assim,

P(X > 1) = P (X (1, +o0[)) = P({(Ca, Co), (Co, Ca), (Co, Co)} ) = 2
P(Y =0) = P (¥"'({0})) = P({(Ca, o), (Co.Ca)}) = & = 5.
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Il. 1. Variaveis aleatorias - Introducao

Entre as v.a’s distinguem-se v.a.’s discretas e v.a.s continuas.

Uma v.a. X diz-se discreta se o seu contradominio (i.e., o conjunto de valores
que a fungdo X assume) é um conjunto finito (tem cardinal finito) ou infinito
numeravel (e.g., N, Ny, Z, Z*, Z7).

Note que, se 0 espago amostral € for finito ou infinito numeravel, entao qualquer
v.a. sobre ele definido sera discreta (pela definicao de fungao, o nimero de ele-
mentos do contradominio nunca podera ser superior ao nimero de elementos
do dominio €2).

Mas, se Q for infinito ndo numeravel (e.g., R, R~, qualquer intervalo real de
amplitude ndo nula), podemos definir v.a’s discretas mas também nao discretas.

9/20



[l. 2. Variaveis aleatérias discretas

Uma v.a. discreta, X, € caracterizada pelo seu contradominio, denotado por Cy,
que é o conjunto de valores que a v.a. assume com probabilidade estritamente
positiva, e ainda por uma funcao, designada de fungdo massa de probabilidade
(f.m.p.), que a cada elemento a € Cx faz corresponder o valor P(X = a).

Sendo X uma v.a. discreta com contradominio Cy = {x;,x2,x3,...}, a sua f.m.p.
€ usualmente representada do seguinte modo:

X:{P(X;xl) P(Xixz) P(XiX3)

No exemplo dos dois lancamentos da moeda equibrada, as f.m.p.s de X e Y sao,

respetivamente:
X: { e Y: { 712
4

ENI )
Bl= DN
RI— O
ENE o

I— —
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[l. 2. Variaveis aleatérias discretas

Graficamente, a f.m.p. representa-se através de um diagrama de linhas (ver
exemplo na pagina seguinte).

O diagrama de linhas € semelhante ao diagrama de barras, utilizado para re-
presentar as frequéncias relativas simples de uma amostra proveniente de uma
variavel quantitativa discreta.

De facto, a f.m.p. é a versao tedrica (ou populacional) que tem a correspondente
versdo amostral nos diagramas de barras utilizados em estatistica descritiva
para a representacdo de dados discretos.
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[l. 2. Variaveis aleatérias discretas

Exemplo: f.m.p. da variavel X - diagrama de linhas

probabilidade

12 +
1/4 + l ' l
1
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[l. 2. Variaveis aleatérias discretas

Usando a definigao axiomatica de probabilidade e a definicao de v.a., deduz-se
0 seguinte: se X é uma v.a. discreta, com contradominio Cy, entao

> P(X=ux)=1

xi€Cx
Deduz-se também a seguinte formula para o calculo de probabilidades envol-
vendo uma v.a. X discreta: para qualquer B C R, tem-se

PXeB)= Y PX=x)
x;i€Cx : x;€EB

No exemplo dos dois langamentos da moeda equilibrada tem-se, para a v.a. X,
1 1 3

}) 0 <: )( <: 1. == = 2 = = = = — —_——= -
(0<X<15) Y PX=x)=PX=0)+PX=1) 1t53=7
x€E€Cx : x;€[0, 1.5]

e, paraava. v,

P(Y >0) = > P(Y=yi)=P(Y:2):%.

Yi€Cy : ¥i€]0, +oo[
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[l. 3. Variaveis aleatérias continuas

Entre as v.a’s que tém contradominio infinito ndo numeravel (e.g., R,R~, [0, +o0],
um qualquer intervalo real de amplitudo nao nula), vamos estudar as chamadas
v.a.s absolutamente continuas, que sao caracterizadas a custa de uma fungao
designada de fungéo densidade de probabilidade.

Definigao [Fungao densidade de probabilidade]

Uma fungao f : R — R diz-se uma funcao densidade de probabilidade se
satisfaz as seguintes condigoes:

i) paratodoox € R, f(x) >0,
i) [T fx)dx = 1.

Nota: Nesta disciplina, as v.a.’s absolutamente continuas serao simplesmente chamadas
de continuas.
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[l. 3. Variaveis aleatérias continuas

De seguida apresenta-se, a titulo de exemplo, o grafico de uma fungéo den-
sidade de probabilidade: uma fungdo nao negativa e tal que a area da regiao
compreendida entre o eixo dos xx’s e o grafico da funcao é igual a 1.

-
P=3

3
P=3
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|
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00

T T T T T
-4 -2 o Z 4

Note-se que a fungdo densidade de probabilidade é a versao teérica (ou popu-
lacional) do histograma das frequéncias relativas simples, usado em estatistica
descritiva para representar dados continuos (recordar que a area total de tal
histograma € igual a 1).
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[l. 3. Variaveis aleatérias continuas

Para uma v.a. continua, X, com fungao densidade de probabilidade f, tem-se

que: para qualquer B C R,
P(X € B) = / Flx)d
B

Note que, se B é um conjunto singular, i.e. B = {b}, com b um numero real,

tem-se
P(X € B) = P(X = b) = 0.

Quando B € um intervalo real da forma [a,c], [a,¢[, ]a,c] ou ]a,c[, com a < ¢,

tem-se
P(X € B) /f
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Il. 4. Funcao de distribuicdo de uma variavel aleatéria

Ja vimos que as v.a’s discretas sao caracterizadas a custa da fungdo massa
de probabilidade e que as v.a.s continuas sao caracterizadas a custa da funcao
densidade de probabilidade. No entanto, qualquer v.a. é também caracterizada
pela chamada fungdo de distribuigao.

Definicao [Funcao de distribuicao]
Chamamos funcao de distribuicao da v.a. X a fungéao

F: R — [0,1]
c = Fl)=PX<c)"

De entre as propriedades de uma funcéo de distribuicao, destacam-se:
i) F éuma funcao ndo decrescente,
i) F € continua a direita,
iii)
lim F(c)=0 e lim F(c)=1.

c—>—00 c—+oo
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Il. 4. Funcao de distribuicdo de uma variavel aleatéria

~+ Funcao de distribuigao - caso discreto:
Se X é v.a. discreta, a sua fungao de distribuicao obtém-se do seguinte modo

Fle)=P(X<c)= Y P(X=x)

xE€Cx : x;<c

Exemplo: Para a v.a. X que representa o nimero de coroas obtidas em dois
langcamentos consecutivos de uma moeda equilibrada, a respetiva fungdo de
distribuigao é dada por:

0 se c<0 0 se c<0
F(c)= P(X=0) se O§c<1: %se 0<c<1
PX=0)+PX=1) se 1<c<?2 2 se 1<c<2
PX=0)+PX=1)+PX=2) se c¢>2 1 se ¢>2

Nota: Esboce o gréafico desta funcdo e constate que esta verifica as propriedades i) a
iii) referidas no slide anterior.
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Il. 4. Funcao de distribuicdo de uma variavel aleatéria

~+ Fungao de distribui¢ao - caso continuo:
Se X é v.a. continua, com fungao densidade de probabilidade f, a sua fungao
de distribuicao obtém-se do seguinte modo

ceR, Flc)=PX <c¢) :/_C F(x)dx

Exemplo: Seja X a v.a. continua X com fun¢do densidade de probabilidade
(x) = 10 se —0.1<x<0
fx) = 0 se c.c. )

A funcao de distribuigao é dada por:

J 0dx se ¢ < —0.1

0 se c < —0.1

—0.1
F(c)= f de—i—f 10dx se—0.1<c¢<0

—o0 —0.1

10(c+0.1) se —0.1<c<0

o 1 se c>0

dex+f10dx+f0dx se c>0

—oo —0.1
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Il. 4. Funcao de distribuicdo de uma variavel aleatéria

Observacoes:
1) A fungao de distribuicdo & muito Gtil para calcular probabilidades do tipo

Pla<X<b)

com a < b constantes reais. De facto,

Pla<X<b) = P(X<Db)N X>a))
= P(X<b)n(X<a))
= PX<bh)-PX<a)
= F(b) - F(a)

2) Se X é uma v.a. continua entdo a respetiva fungao de distribuicdo € uma
fungao continua.

3) A funcao de distribuicao é a versao tedrica (ou populacional) do grafico
das frequéncias relativas acumuladas usado em estatistica descritiva.
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