Teoria de NUmeros

1. Divisibilidade de numeros inteiros
2. Equagdes Diofantinas

3. NUmeros primos

4. Congruéncias modulo um inteiro n
5. Congruéncias Lineares

6. Teorema de Fermat e Teorema de Euler
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1 - Divisibilidade de niumeros inteiros
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Exemplo

Se dividirmos 171 objectos por caixas com capacidade para 14 ob-
jectos, quantas caixas conseguimos completar e quantos objectos so-
bram?

Queremos determinar o quociente e o resto da divisdo de 171 por
14

171 |14
31 12 eportanto 171 =12 x 14+3
3

pelo que o quociente da divisdo é 12 e o resto é igual a 3.
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Exemplo

Também podemos resolver este problema usando a recta real.

A partir da origem vamos avancando 14 unidades obtendo os inteiros
14,28,42,--- até obtermos o inteiro mais proximo de 171 que nao ex-
cede 171, neste caso o inteiro 168.

O numero de vezes que avangamos 14 unidades indica-nos o valor do

quociente e o nimero de unidades necessarias para atingir o inteiro
171, a partir do inteiro 168, indica-nos o valor do resto.

0O — 14 — 288 — 42 — --- — 168 — 171
14 14 14 14 14 3
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Exemplo
Vejamos uma forma mais interessante de ver o problema na recta real:
A partir do inteiro 171 vamos avangando 14 unidades na dire¢ao da

origem da recta real, até atingirmos um inteiro positivo inferior a 14.

Esse inteiro sera o valor do resto e o nimero de vezes que nos des-
locamos 14 unidades indica-nos o valor do quociente .

Neste exemplo, a partir do inteiro 171 vamos obtendo os inteiros:

157,143,129,115,--- que tém a particularidade de todos eles darem
resto 3, quando divididos por 14.

0 +«— 3 «+— 17 +— -+ <«— 143 +— 157 +— 171
3 14 14 14 14 14
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Exemplo

Assim, para calcular o resto da divisao de 171 por 14, em vez de efec-
tuarmos a divisao, podemos subtrair a 171 mdltiplos de 14 até obter
um inteiro entre 0 e 13.

171 — 140 =31 31-28=3

Da primeira vez subtraimos, 10 x 14 e da segunda vez, 2 x 14. No
total, subtraimos 12 vezes 14.

Logo o quociente da divisdo de 171 por 14, é 12 e o resto é 3.
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Algoritmo da divisao

Algoritmo da divisao (para inteiros positivos)

Dados a,b € N existem inteiros Unicos, ¢, r € Ny, tais que:

a=gxb+r com 0<r<b

Este resultado pode ser generalizado para inteiros (positivos ou nega-
tivos):

Algoritmo da divisao (para inteiros)
Dados a, b € Z\{0}, existem inteiros Unicos, ¢, r € Z, tais que:

a=gxb+r com 0<r<]|b
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Exem plOS (inteiros negativos)

1. Vamos calcular o quociente e o resto da divisdo de 171 por —14:

Sabemosque: 171 =12x14+3
pelo que, 171 = (—12) x (—14) +3
Logo

g=-12 e r=3

2. Vamos calcular o quociente e o resto da divisdo de —171 por 14:

Sabemos que: 171 =12x 1443
pelo que, —171=—-12x14-3=—-12x14—-144+14 -3 =
=—13x14+11
Logo
q=—13 e r=11
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Exem plOS (inteiros negativos)

3. Vamos calcular o quociente e o resto da divisdo de —171 por —14:
Sabemos que: 171 =12x 14+3
pelo que, —171=12%x (—=14) =3 =12x (—14) =14+ 14 -3 =
=13 x (—14)+ 11
Logo
g=13 e r=11

4. Vamos calcular o resto da divisao de 1351 por —14:

Basta subtrair multiplos de 14 a 1351 até obter um inteiro entre 0 e 13

1351 — 1400 = —49 —494+56 =17

Logo o resto da divisao de 1351 por —14 é igual a 7.

Nota: ¢ = —100+4 = —96.
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A relacao de divisibilidade

Dados a, b € Z\{0}, quando o resto da divisdo de a por b é zero, temos
que a = g x b e nesse caso escrevemos b|a, isto é

bla < dge€Z : a=qxb

Dizemos entdo que:

» b divide a

» b éumdivisor de a
> a é divisivel porb
> a éum mdltiplo de b

Exemplo: 3|18 umavezque 18=6x3

Logo 3 é um divisor de 18, ou seja, 18 € um multiplo de 3.
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Propriedades da relagao de divisibilidade

Sejam a, b, c,d € Z\{0}. Entdo:
1. dla

2.ab N bla = a=+b
3.ab N blc = dlc

4. ab = al—-b N —alb AN —a|-b
alb N cld = aclbd

o

alb AN ale = alb+c
alb N alc = alb—c
alb+c¢ AN alb = dlc
alb N alc = albx+cy Vx,yeZ

© o N
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Propriedades da relacao de divisibilidade

Demonstragao 9.

Comoalb temosque b=g;a com g €Z
Como alc temosque c=q,a com ¢, €Z

Logo, quaisquer que sejam x,y € Z

bx + cy = (aq1)x + (aq2)y = a(q1x + q2y)
e como g¢ix+ quy € Z temos que a|bx + cy

Exemplo
Como 728 e 7|56 entdo 7|28 +56

Dado be€Z, se 7[284+b como 7|28 entdo 7|b
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Maximo divisor comum

Definicao

Dados a,b € Z\{0}, chama-se maximo divisor comum entre a e
b , e representa-se por m.d.c.(a,b) , ao maior inteiro positivo que é
simultaneamente divisor de a e divisor de b .

Exemplo Vamos calcular m.d.c.(36,45):

divisores positivos de 36 : 1,2,3,4,6,9,12,18,36
divisores positivos de 45 : 1,3,5,9,15,45

Logo, m.d.c.(36,45) =09.

Nota: m.d.c.(—36,45) = m.d.c.(—36,—45) = m.d.c.(36,—45) =9
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Maximo divisor comum

Vamos agora calcular m.d.c.(36,45), por outro processo:

36=2x2x3x%x3 45=3x3x5
Logo, m.d.c.(36,45) =3 x 3 =0.

Definicao
Dados a,b € Z\{0}, se m.d.c.(a,b) = 1, dizemos que 0s inteiros a e
b s&o primos entre si .

Nota : Se m.d.c.(a,b) =c > 1 entdo ¢ e 2 s&o inteiros e sdo primos
entre si.
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Maximo divisor comum (propriedades)

Teorema
Dados a,b € Z\{0} existem inteiros x,y € 7Z tais que:

m.d.c.(a,b) = ax + by
Proposicao
Dados a, b, c € Z\{0}
alc ' N ble AN mdc(a,b)=1 = ablc
Proposicao
(Lema de Euclides): Dados a, b, c € Z\{0}

albc N mdc(a,b)=1 = alc

Nota: 4|12 e 6|12 mas no entanto 4 x 6112
Nota: 64 x9 masnoentanto 614 e 649
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Minimo multiplo comum

Definicao

Dados a,b € Z\{0}, chama-se minimo multiplo comum entre a e
b , e representa-se por m.m.c.(a,b) , ao menor inteiro positivo que é
simultaneamente multiplo de a e mudiltiplo de b .

Teorema ab|
a
D Z .m.c.(a,b) =
ados a,b € Z\{0}, m.m.c.(a,b) mdcab)
Exemplo
36 x 45 36 x 45
m.m.c.(36,45) = S0 X451 36x45 s g0

m.d.c.(36,45) 9
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Algoritmo de Euclides (250 a.c.)

Dados a,b € N queremos calcular m.d.c.(a, b).
Supondo que a > b, pelo algoritmo da divisao existem ¢,r € Ny,
unicos, tais que

a=gb+r com 0<r<b
vamos mostrar que;

m.d.c.(a,b) = m.d.c.(b, r)

Sejad e Ntalque dla e d|b entdo dla—qgb=r. Logo d|be d|r
Reciprocamente, se d|b e d|r entdo d|gb+ r = a. Logo d|a e d|b.
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Algoritmo de Euclides

Assim, em vez de calcularmos m.d.c.(a, b) podemos calcular m.d.c.(b, r).

Como b > r, pelo algoritmo da divisdo existem gy, r; € Ny, tais que
b=qgir+r com 0<r<r
Pelo que teremos
m.d.c.(a,b) = m.d.c.(b,r) = m.d.c.(r,r)
Dividindo agora r por r; e repetindo sucessivamente este processo,
como os restos obtidos sdo cada vez menores, a certa altura teremos
que obter resto zero na divisao.

Nessa divisdo de resto zero, o menor dos inteiros serd o m.d.c. , ou
seja, o m.d.c. sera o ultimo resto ndo nulo que obtivermos.
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Algoritmo de Euclides - Exemplo

Vamos usar o algoritmo de Euclides para calcular m.d.c.(340, 812)
812 =2 x 340 + 132

340 =2 x 132476

132 =1x 76+ 56

76 =1 x 56 4+ 20

56 =2x20+16

20=1x164+4

16=4x4+0

Logo m.d.c.(340,812) =4
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Algoritmo de Euclides - Exemplo

Vamos agora usar o algoritmo de Euclides para escrever o m.d.c.(340, 812)
como combinacao linear de 340 e 812

4=20-1x16=

=20—1x (56 —2x20) =—56+3x20=

= —56+3 % (76 —56) =3 x 76 — 4 x 56 =
—3x76—4x(132—-76) = -4 x 132+7 x 76 =

= —4x1324+7x (340 —2 x 132) =7 x 340 — 18 x 132 =

=7 x340 — 18 x (812 — 2 x 340) = —18 x 812 + 43 x 340

m.d.c.(340,812) = 4 =43 x 340 — 18 x 812
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