4 - Congruéncias modulo um inteiro n
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Congruéncias - definicao

Definicao
Sejam ne N e a,b € 7Z. Diz-se que a e b sdo congruentes médulo
n sea e b tém o mesmo resto quando divididos por n, e escreve-se:

a=,b (ou a=b(modn))

Nota importante :
a=,b < nla—b

Proposicao
A relagao =, é uma relagao de equivaléncia em Z, isto é, dados
a,b,c e l:

1.a=,a

2.a=,b = b=,a

3.a=,b N b=,¢c = a=,c
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Classes de congruéncia

Para calcularmos o resto da divisao de 171 por 14 podemos deslocar-
nos na reta real em direcgdo a origem, 14 unidades de cada vez, até
atingirmos um inteiro positivo inferior a 14.

Todos os valores intermédios obtidos tém o mesmo resto que 171
quando divididos por 14 e portanto sdo todos congruentes médulo
14.

0 «— 3 <«— 17 +— -+ <+— 143 <+— 157 +— 171
3 14 14 14 14 14

171 =14 157 =14 143 =14 =14 17 =14 3
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Classes de congruéncia

Definicao

Dadosn € N e a € Z, chama-se classe de congruéncia de a médulo
n ao conjunto de todos os inteiros que tém o mesmo resto que a
quando divididos por n, e representa-se por: [al,.

Nota : Existem n restos possiveis na divisdo por n: 0,1,2,3,--- 'n—1
e portanto existem n classes de congruéncia médulo n.

A classe de congruéncia de 3 modulo 14 é constituida por todos os
inteiros que divididos por 14 dao resto 3.

[3}14:{ 77257711335173313'”}

[3]14 = [-25]14 = [~ 11]14 = [17]14 = [31]14
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O conjunto 7Z,

Definicao

Dado n € N o conjunto de todas as classes de congruéncia modulo
n representa-se por 7, e diz-se o conjunto quociente de 7 pela
relacéo =, .

Zy = {[0]n7 [1]n7 [2],,, T [” - l]n}

Neste conjunto definem-se as operagdes + e x da seguinte forma:

[a}n + [b]n = [a + b}n [a]n X [b]n = [a X b],,

Exemplo :
[4]7 + [5]7 = [9]7 = [2]7

[4]7 x [5]; = [20]; = [6];
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Sistema completo de residuos médulo n

Definicao

Dado n € N chama-se sistema completo de residuos (ou restos)
modulo n a qualquer conjunto de n inteiros que tenha exactamente
um representante de cada classe de congruéncia médulo n .

Exemplo :
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13}

€ um sistema completo de residuos médulo 14

{14,29,-12,17,32,5,—8,—7,22,37, —4, -3, -2, —1}

também é um sistema completo de residuos médulo 14
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Congruéncias - propriedades

Proposicao
Dados ne N e a,b,c,d € Z:

1.a=,b N ¢c=,d = a+c=,b+d
2.a=,b N c=,d = ac=,bd
3.a=,b = a+c=,b+c

4. a=,b = ac=,bc

5.a=,b = d"=,b VkeN
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Congruéncias - Exemplo 1

Queremos calcular o resto da divisdo de a x b por 17, onde:

a=132467 x 17+ 11 b =455344 x 17+ 6

Como «a =711 e b=76
pela propriedade 2

aXbEn 11 X6
Logo
axb=17;66=7;15

E portanto o resto da divisdao de a x b por 17 é 15

Teoria Elementar de Nimeros - Congruéncias 8/15



Congruéncias - exemplo 2

Queremos calcular o resto da divisao por 18 de:

131 x 15+ 29 x 142

131 =55 (131 —180=-49 e —49+36=—-13=35)
15 =15 -3

29 =311 =3 =7

142 =13 —2 (142 — 180 = —38 =5 —-2)

Logo, pelas propriedades das congruéncias:
131 x15429%x142 =15 5% (=3)+(=7)x (=2) = —-15+14 = -1 =5 17

E portanto o resto da divisao é 17
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Congruéncias - exemplo 3

Queremos calcular o resto da divisao de 19%”° por 17:

Como 19=,;2 entdo 19279 =, 2270

Vamos agora procurar uma poténcia de base 2 que seja congruente
modulo 17, com 1 ou —1.

24 =16=; —1
Dividindo o expoente 279 por 4, obtemos:

279 =69 x4 +3
e portanto

2279 _ 269><4+3 — 269><4 % 23 _ (24)69 % 23 =7 (_1)69 % 23 —_8 =, 9

E portanto o resto da divisao € 9
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Congruéncias - Exemplo 4

Queremos calcular o resto da divisao de 135% + 423! por 13:
Como 135=;35 e 42=33 entdo 1359 4428 =5 5% 3131
52=25=3-1 e 43=21x2+1
3=27=31 e 131=43x3+42
543 _ 521x2+1 _ (52)21 X5=p (71)21 X5=—-5=;8
3131 _ 343x342 _ (33)43 x 3% =13 (1)43 «9—09

1358 4428 = ;58 41381 =,849=17=;34

E portanto o resto da divisao é 4
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Critérios de divisibilidade

Dado um inteiro a = ayax—1 - -azazar1ap  com k + 1 algarismos, isto
é:

a = a; X 1Ok+ak,1 x 105! +---4az3 X 103+a2 X 102+a1 x 10 + ag
queremos calcular o resto da divisdo de a por um inteiro positivo n.
Sen =23 (oun=9)como 10 =; 1, teremos

a =3 ai X 1k+ak_1 X lk_1—|—---+a3>< 13+a2>< 12+a1 X1+ao
e portanto

a=3ar+ax_1+---+azs+a+a +a
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Critérios de divisibilidade

Se n=4 como 10% =, 0, teremos

a=4a; X 104+ a9 =ajay

Se n=238 como 10° =¢ 0, teremos

a=sa, x 10> +a, x 10+ ay = azar ag

Exemplo : 67389645127 =g 127 =5 7

67389645127 =3 6+74+34+8+94+64+4+54+14+2+7=58=3 -2=31
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Critérios de divisibilidade

Se n=11 como 10 =, —1, teremos

a =j] ap X (—l)k—l—ak_] X (—1)k71—|—' . -—I—a3 X(—1)3—|—612X 12—|—(11 X (—1)+a0
e portanto

a=ay—a+ay—az+---+ (=g

Exemplo : 645127 = 7-2+1-5+4—-6=—-1=11 10
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Critérios de divisibilidade

Proposicao
Sejaa = aiar_1 a3 a; a; ap um inteiro com k + 1 algarismos. Entao

> a=;q

> a=4aadp

> a=gayd dy

> a=s5aq

>»a=sar+ a1+ -+azt+art+a+a
>» a=gart+ a1+ -+azt+art+a+a

> a=a)—a+a—a3+ -+ (—1)a
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