5 - Congruéncias Lineares
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Congruéncias lineares

Dados n € N e a,b € Z com a # 0, queremos encontrar todos os
inteiros x € Z tais que:

ax=,b

Esta expressao diz-se uma congruéncia linear (ou do 12 grau) na
incognita x.

Exemplo : A congruéncia linear
3x=75
tem solugao, por exemplo: x =14

Note-se que todos os elementos de [4]; = {---,—10,—-3,4,11,18,---}
sao também solucao. Basta-nos portanto procurar as solugbes num
sistema completo de residuos médulo 7, por exemplo: {0,1,2,3,4,5,6}.

Teoria Elementar de Nimeros - Congruéncias lineares 2/20



Congruéncias lineares - existéncia de solucao

Sabemos que
ax=,b < nlax—>b

ou seja existe y € Z tal que

ax—b=ny <= ax—ny=b

Logo

ax=,b temsolugdo <= ax—ny=>b tem solugéo

Teorema
Dados ne N e a,b e Z coma # 0,

ax=,b temsolugdo <= m.d.c.(a,n)|b
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Congruéncias lineares - unicidade da solugao

Se a congruéncia linear
ax=,b

tem solugéo entdo m.d.c.(a,n)|b e portanto
m.d.c.(a,n)lp A m.d.c.(a,n)la A m.d.c.(a,n)n

Logo podemos (e devemos! ) dividir a,b € n por m.d.c.(a,n) de
forma a obter uma congruéncia linear equivalente, que se diz na forma
irredutivel , onde o médulo e o coeficiente da incégnita sdo primos
entre si.

Exemplo : A congruéncia
33 x =45 18
tem solugéo pois m.d.c.(33,45) = 3|18. Logo, dividindo por 3, temos:

33 x =45 18 = 11x=56
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Congruéncias lineares - unicidade da solugao

Se m.d.c.(a,n) =1 acongruéncia linear

ax=,b

tem solugéo e pela equagao diofantina
ax—ny=»>b

sabemos que, dada uma solugao x, a solugao geral para a incégnita
x, € dada por:

x=xo+nk com keZ ou seja x = [xo]n

Teorema

Seja a x =, b uma congruéncia linear. Se m.d.c.(a,n) = 1 entao a con-
gruéncia linear tem exactamente uma classe de congréncia moédulo n
como solucao.
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Congruéncias lineares - Exemplo

33 x =45 18 <~ 11x=56

Como m.d.c.(11,15) = 1 a congruéncia esta na forma irredutivel e
portanto tem exactamente uma solugdo moédulo 15. Logo basta pro-
curar a Unica solugao num sistema completo de residuos médulo 15,
por exemplo:

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12,13, 14}

Como xo =6 & solugcdo da congruéncia, a solugao geral é dada por:

x=[6s=6+15k com ke Z

Note-se que a congruéncia linear tem 3 solugdes médulo 45:

X = [6]45 \Y X = [21]45 V X = [36]45
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Resolucao de Congruéncias Lineares

Sabemos que se a x =, b € uma congruéncia linear irredutivel entao
tem exactamente uma classe de congruéncia médulo n como solugao.

Para encontrarmos essa solugao temos os seguintes métodos:

12 Método Por tentativas - procurando a solugao num sistema com-
pleto de residuos médulo n .

2° Método Equacao diofantina - usando o algoritmo de Euclides para
encontrar as solugdes da equacao diofantina:

ax—ny==b
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Resolucao de Congruéncias Lineares
32 Método Reducao do coeficiente - tentando reduzir o coeficiente a

dainconitax, a 1 (ou —1), a semelhanca do que fazemos na resolugao
de equagbes. Para este método vamos usar o seguinte resultado:

Proposicao
Seja a x =, b uma congruéncia linear e k € 7 tal que:

m.d.c.(n,k) =1
Ent&o:
(Regra 1) ax=,b < kax=,kb
ese kla e klb

(Regra 2) ax=,b =
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Resolucao de Congruéncias Lineares - exemplo 1

Bx=4518 & 11x=56 & —4x=56 =

/3 /(=2)

2x=15-3 & 16x=5-24 & x=156

Logo a solugao da congruéncia é dada por

x=[6)5=6+15k keZ

Em alternativa também podiamos ter feito o seguinte:

2x=15-3 & 2x=512 & x=56

/2
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Resolucao de Congruéncias Lineares - exemplo 2

4x=715 <~ 4x=7-2 & 16x=7-8 &
x4

—x =17 —8 <~ x=178

Logo a solugao da congruéncia é dada por

x:[8]17:8+17k keZ

Em alternativa também podiamos ter feito o seguinte:

dx=715 & 4x=732 & x=78

/4
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Resolucao de Congruéncias Lineares - exemplo 3

Rx=321 & 9x=321 & 3x=37 <
/3 x8

24 x =356 < x =53 10
Logo a solucéo da congruéncia é dada por
x:[10]23:10+23k keZ

Em alternativa também podiamos ter feito o seguinte:

3x=37 & 3x=330 & x=510

/3
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Resolucao de Congruéncias Lineares - exemplo 4

Vamos agora usar este método para resolver uma equacao diofantina:

18x+5y=48 = 18x=548 & 3x=53 & x=s51

/3
Logo a solugao da congruéncia é dada por
x=[l]s5=145k keZ
Substituindo na equacao diofantina a solugdo x, = 1 obtemos para
y o valor y, = 6. Logo a solugdo geral da equacéo diofantina é dada

por:

x=14+5k%

y=6-18k keZ
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Sistemas de congruéncias lineares

» Um sistema de congruéncias lineares tera solugdo se existir um
valor x € Z que satisfaga todas as congruéncias lineares do
sistema.

» Obviamente, se uma das congruéncias lineares do sistema nao
tiver solugéo o sistema também nao tem solugao.

» No entanto é possivel que todas as congruéncias lineares do
sistema tenham solugdo mas o sistema seja impossivel.
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Sistemas de congruéncias lineares - Exemplo 1

Vejamos como podemos resolver um sistema de congruéncias linea-
res usando o método de substituicao :

7)CE]] 1 X3 21){5113 7)CE]13 X(*l)
5x=s3 = 5x=33 — —3x=3 /(=3)
8x=146 /2 4x=73 —-3x=73 /(=3)

XE|173 x:—3+11k

x=g—1 <~ 3+ 11k=g -1 <~ (*) 3k=g?2 X(3)
x=7—1 3+ 11k=; -1 4k=,2 x(2)

9k=36 <— k=g —2 — k=-24+8u

8k=74 k=74 —2+8u=74

(x) Na resolucao de uma congruéncia linear podemos passar qualquer termo
de um membro para o outro, trocando-lhe o sinal (Propriedade 3 ).
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Sistemas de congruéncias lineares -exemplo 1

=-3+11k
k=-24+8u = =
u=76 u=; —1
= 3+1lk=-3+11(-2+8u) = -3-22+8u = =25+

x
88(—1+71)=-25-88+616t=—113+616¢

A solugao geral do sistema é entao:

:[—113]616:—1]3+6]6t teZ

» Note-se que existe uma Unica solugdo médulo 616 = 11 x 8 x 7.

» Se na resolugdo do sistema pelo método de substituicdo obtivermos
uma congruéncia linear impossivel, isso significa que o sistema nao tem
solugao.
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Sistemas de congruéncias lineares

Teorema
Seja a x =, b uma congruéncia linear e sejam ny,n, € Z tais que
n=n xn € m.d.c.(n,n)=1.Entdo:

ax=, b
ax=p,b

ax=,b = {

Corolario

Se n=p" p5* --- p* éadecomposicdo de n em nimeros primos:
ax=,m b
ax=,m b

ax=,b =

ax =, b
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Sistemas de congruéncias lineares - exemplo 2

Vamos usar o Teorema para resolver a seguinte congruéncia linear:

17 x =276 9

Como
276 =280 —4 =4(70 — 1) = 4 x 69 = 2% x 3 x 23
temos que:
17x=49
17x=2769 <= 17x=39

17)(523 9
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Sistemas de congruéncias lineares - exemplo 2

17x=49 x=41 x=41

17x=39 <+ —x=30 x(—1) <— x=30

17)6523 9 —6)(5239 /(73) 2x523 -3 xI12
)CE41 _xE41 10+23k541
x=30 “— x=0 — 10+23k=30
24x£23 —36 X =23 10 X = 10+23k
—k=4-9 x(—1) k=49 k=41

—k=3—10 x(—1) “— k=310 “— k=31
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Sistemas de congruéncias lineares - exemplo 2

kE]z] — k=1+121¢
x=10+23k x=10+23%
Logo

x=104+23k=104+23(1+121)=33+2761 t€Z
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Sistemas de congruéncias lineares - existéncia de solugao

Teorema

Dados ny,ny,--- ,nx € N eby.by,--- b, € Z, 0 sistema
X Enl bl
X Enz bz
X Enk bk

tem solugdo se e s se  Vi,j m.d.c.(n;,n;) | b; — b;.

Além disso, se o sistema tiver solugéo ela é tinica modulo o inteiro n,
onde n é o minimo multiplo comum entre ny,ny,- -+ , ny
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