6 - Teoremas de Fermat/Euler
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Teorema de Fermat

Teorema de Fermat - Seja a € Z e p um primo tal que p t a. Entdo:

p—1 =
a =, 1

Corolario : p primo = & =,a Ya€l

Exemplo : Queremos calcular o resto da divisdo de 5*? por 11.

Como 11 é primo e 1115, pelo T. Fermat, 5'° =, 1 e portanto

52 = (519 52 = 1* x5 =25=, 3
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Teorema de Fermat - bemonstragao

Demonstragao: Consideremos os seguintes p — 1 multiplos de a:

a,2a,3a--- ,(p—1)a

Como p € primo e p 1 a entdo p ndo divide nenhum destes mdltiplos de

a.

Por outro lado, todos estes multiplos dao restos distintos quando di-

vididos por p, pois se tivessemos kia =, ka, com k; > k,, teriamos

(ky — k2)a =, 0, ou seja teriamos p | (k; — k2)a. Logo,
ax2ax3ax---x(p—1)a=,1x2x3x---x(p—1)

ouseja @ '(p—1!=,(p-1)

Como (p — 1)! é primo com p, temos que @' =, 1
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Funcao de Euler

Para cada n € N, representa-se por ¢(n) 0 nimero de inteiros po-
sitivos, menores ou iguais a n, que sao primos com n. A funcéo
¢ : N — N, assim definida, diz-se a funcao de Euler .

Exemplos :
n=6 1,2,3,456 logo ¢(6)=2

n=9 1,2,3,4,5,6,7,8,9 logo ¢(9) =6

n=7 1,2,3,4,56,7 logo ¢(7)=6
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Fungéo de Euler - propriedades
A funcao de Euler tem as seguintes propriedades:

1. p primo = ¢(p)=p—1

2. p primo e aeN = ¢(p*) =p*—p!

3. nmeN e mdc.(nm)=1 = ¢nm)=¢n)o(m)
4

. Se n=p" p5* --- p* éadecomposi¢cdo em primos de n:

o(n) = (P —pP ") (b8 —p3> ") - (P =Pt

Exemplo : Como 180 =22 x 32 x 5 temos que:

H(180) = ¢(2%) p(3%) ¢(5) = (2> =2") (32 =3") (5—1)=2x6x4 =48
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Teorema de Euler

Teorema de Euler - Seja « € Z e n € N tais que m.d.c.(n,a) = 1.
Ento:

a®® =, 1

Nota :  Se n for primo ¢(n) =n — 1 e obtemos a"~! =, 1. Ou seja,
nesse caso obtemos o Teorema de Fermat.

Exemplo : Queremos calcular o resto da divisdo de 5* por 14.
Como 14 é primo com 5, pelo T. Euler , 5904 =, 1. Como 14 =2 x 7

temos que ¢(14) = ¢(2)p(7) = (2—1)(7—1) =1 x 6 = 6 e portanto

S = (59 x52 =, 1" x5*=25=4 11
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Teorema de Euler - Demonstracéo

Demonstragdo: Sejam ry,r,, --- rg(, 0s inteiros positivos inferiores a
n que sao primos com n e consideremos os seguintes multiplos de a:

ra,ra,ra, -, rem)a
Como n é primo com a entao » é primo com todos estes multiplos de
a. Logo todas as congruéncias lineares da forma ax =, r; tém uma
Unica solucéo inferior a n que é prima com n, ou seja, existe um r; tal
que ar; =, 1}
Por outro lado, todos estes multiplos dao restos distintos quando divi-
didos por n. Se tivessemos r,a =, r;ja, dividindo por a que é primo com
n, teriamos r; =, rj. Logo,

ria X rna Xrya x --- ><r¢(n)aznr1 XTIy Xr3 X ><r¢(n)
e portanto

a¢(”)xr1xr2xr3><'--><r¢(n) Sn 1 X1 X 13 X X Tg(p)

Como m.d.c.(n,r;) = 1, paratodo i, dividindo por ry xry Xr3 X - - X g(n),
obtemos a?™" =, 1
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Teorema de Wilson

Teorema de Wilson: p primo = p—-ND'=, -1

Demonstragao: Ver apontamentos.

Exemplo : Vamos testar o Teorema de Wilson para p = 13:

121 =2x3x4x5x6x7Tx8x9I9x10x11x12=
(2x7)(3%x9)(4x10)(5x8)(6x11)x12 =13 IxIx1x1x12=12=3 —1
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