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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Método de Newton

Equacdo iterativa do método de Newton
f (k)

Xk4+1 = Xk — F10x)

Deve ser implementada para k =1,2,...

@ x é um escalar
@ f(x) é um escalar

@ f/(x) é um escalar
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Reformulacao do método de Newton para uma equacao
nao linear

Para resolver f(x) =0, f : R = R,
a equacdo iterativa do método de Newton pode ser colocada na forma:

X+l = Xk + Dxp, k =1,2,. ..

com 1
AXk = — f’(xk) f(Xk)

= —(F'() "t ).

Generalizacdo: problema com mais que uma equacdo n3o linear e mais que
uma varidvel — sistema de equag¢bes ndo lineares.
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Exemplo de sistema de duas equacdes nao lineares

2 2
xt+(x—2%-9 = 0 fi(x1, %) =0 B
{ (a—-1P2+x3-2 = 0 < f(x1,x) =0 & f(x)=0

sistema com 2 equacdes e 2 variaveis (x; e x2)

na equacao no sistema
1 fungdo (f) 2 fungdes (fi e 1)
) f
f é vetor < f, >
1 varidvel (x) 2 varidveis (x1 e x2)

. X1
X € vetor
X2

problema de dimensao n =1 | problema de dimensao n =2
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Exemplo de sistema de trés equacdes nao lineares

3X1 — COS(X2X3) —05 =0 fl(Xl,XQ,Xg,) =0
x2 — 625x2 = 0 &1 h(x,xx3)=0 <f(x)=0
e 1% 4+ 20x3 + 9 =0 f3(X1, X2, X3) =0

sistema com 3 equacodes e 3 varidveis (x1, x2 € x3)

fi
3 fungdes (fi, > e f3), f é vetor | £
f3
X1
3 varidveis (x1, x2 € x3), x é vetor | xo
X3

problema de dimensido n =3
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Sistema de equacdes nao lineares

Forma geral do problema:

fi(xi,x2, ..., Xn)

Fx) =0, FiR? SR e | 200X

fo(x1, %2, ...y Xn)

f x1
f> X2
f= ex=
fn Xn
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Método iterativo de Newton

Um dos métodos para resolver este sistema de n equac¢des ndo lineares nas
n varidveis é o método iterativo de Newton - extensdo do método de
Newton para 1 equacgdo.

xU) = (k) 4 Ax(k), k=12 ...
com

Ax = <J(x(k))> F(x) (1)
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Método iterativo de Newton

x € R”

Ax € R"

f eR"
J(x) € R™"

em que

na equagdo (n = 1) | no sistema (n > 1)

f’(x) é um escalar | as derivadas formam uma matriz n X n

(matriz do Jacobiano)
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Matriz do Jacobiano

A matriz do Jacobiano contém as primeiras derivadas parciais das funcoes

fi, f>, ..., f, em ordem as varidveis x1, x2, ..., X,.
of o ... 08
( Oxy  Oxo Oxp \
o o . 9h
8x1 aXz aX,,

Kaf,, on, af,,/
Oxy  Oxo O0xp
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Implementacao da equacao iterativa

A equagdo (1):
-1
Ax(R) = (J(X(k))> F(x4)

0
J(x®) Ax) = —f(xK)y ()|

isto é,
e o vetor Ax(¥) (em cada iterac3o) é a solucdo do sistema linear (2) e

@ ¢é obtido pelo método de eliminacao de Gauss com pivotagem
parcial (EGPP).
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Critério de paragem

* estimativa do erro relativo da aproximacao

1ax®],

e
* aproximagdo ao zero de f(x)

oo =

£1 e g2 quantidades positivas e préximas de zero; ||.|2 é a norma 2.
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Algoritmo do método de Newton para sistemas de
equacodes nao lineares

passo 1. Fornecer x(1):
passo 2. Fazer k = 1;
passo 3. Resolver o sistema linear

J(xRN)axtk) = —f(x(k)

por EGPP para calcular o vetor Ax(%);
passo 4. Calcular x(kt1) = x(k) 1 Ax(k).
passo 5. Se critério de paragem ¢é verificado

terminar com
entio{ x* « x(k+1)

f(x*) « f(x(K1)
~ fazer k=k+1
sendo

voltar para passo 3.
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Condicoes de convergéncia do método de Newton

Para resolver o sistema:

fl(Xl,XQ,...,X,,) = O
f(x1,x2,...,xn) = 0
fo(x1,x2,...,xp) = 0

em que f:(fl,f2,...,f,,)T e x=(x1,X2,...,X%n) ",
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Condicoes de convergéncia do método de Newton

Se
e x* é tal que f(x*) =0,
@ f é um vetor de funcdes continuamente diferencidveis,
e matriz J(x*) é ndo singular (3 (J(x*))1)
e (J(x*))! & limitada (H(J(x*))—lH < B, B> 0),
@ J(x) matriz Lipschitz continua na vizinhanga de x*,
(Fy > 0 [lI(xR) — S| < yllxB) = X))
o x() (aproximacio inicial) na vizinhanca de x* - convergéncia local,

= 0 método iterativo de Newton converge e

e =D

lim =L (L>0, p=2)

k—o0 Hx* — X(k)Hp

(convergéncia quadratica).
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Exercicio 1

Pensei em dois nimeros x e y.
O produto dos dois somado ao cubo do segundo é igual a 3 e o logaritmo
neperiano do segundo adicionado a metade do primeiro é 1.
Em que ndmeros pensei?
@ Formule o problema como um sistema de equacdes.
@ Resolva-o utilizando para aproximagio inicial o ponto (1.9,1.1).
Apresente o resultado obtido no final de uma iterac3do e a
correspondente estimativa do erro relativo.
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Resolucao do Exercicio 1

A formulac3o do problema é dada por

xy +y>=3
In(y) +3 =1

[ xy+y?-3=0
:>F(X’y)_{ In(y) +%—1=0

A matriz do Jacobiano é dada por

x + 3y2
J(x,y)z(g . y)
y
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Resolucao do Exercicio 1

() ()

1.10000 5.53000
J(1.9,1.1) = ( 0.50000 0.90909 )

Aproximacao inicial:

17 iteracao, kK = 1:

0.421000
FL.9,1.1) = ( 0.045310 )

Resolvendo por EGPP

110000 553000 \ (1) _ _ ( 0421000
0.50000 0.90909 — \ 0.045310

A _ 0-074879
~ \ —0.091025
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Resolucao do Exercicio 1

Solucdo do problema

\D (P aw (19 ( 0074879\ _ [ 1.0749
v) ~\y “ 11 —0.091025 ) ~ \ 1.0090
Estimativa do erro relativo:

[a®],  0.11787
H @~ 2.1954
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Sistemas de Equagdes n3o lineares
Exercicio 2
A posi¢do de um determinado objeto O; no plano XY é descrita em fun¢do do tempo
(t) pelas seguintes equagdes:
xi(t) =t yi(t)=1—e"

A posicdo de um segundo objeto O, é descrita pelas seguintes equagdes:

t

x2(t) = 1 — tcos(ax) ya(t) = —0.1¢% + tsen(c)

em que « representa o angulo, como mostra a figura

Determine os valores de t e a na posicdo em que os dois objetos colidem, i.e., na
posicdo em que se igualam as coordenadas x e y:

t = 1-—tcos(a)
1—e ' = —0.1t° + tsen(a)

Considere os valores iniciais (t, o)) = (4.3,2.4) e &1 = £ = 0.015 (ou méx 2 iter.).

Ana Maria A. C. Rocha (DPS-UM) MN - Sistemas de equaces n3o lineares 19/23



Sistemas de Equagdes n3o lineares

Resolucao do Exercicio 2

Nota: os calculos devem ser feitos em radianos.

O sistema de equacgdes ndo lineares é o seguinte

t—1+ tcos(a) =0 N f(t,a) =0
1—e t+0.1t> — tsen(a) =0 H(t,a) =0

Matriz do Jacobiano
of  Of
ot oo

Aproximacgdo inicial:

e '+ 0.2t — sen(a) —tcos(a)

( 1 + cos(a) —t sen(a) )

(-(5)
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Sistemas de Equagdes n3o lineares
Resolucao do Exercicio 2
17 iteracao, k = 1:

0.262606 —2.90449
J(4.3,2.4) = ( 0.198105 3.170793 )

f1(4.3,2.4) \ _ 0.129207
£(4.3,2.4) )\ —0.069060
Resolvendo por EGPP

0262606 —2.90449 \ \(1) _ _ ( 0.120207
0.198105 3.170793 — | ~0.069060

0.198105 3.170793

t\® e (1)+ —0.148505 \ [ 4.1515
a) “\a 0.031058 ) ~ \ 2431058
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Resolucao do Exercicio 2
Critério de paragem:

AW, 0.15172
H( ¢ )(2) ©4.81092
[0

27 jteracdo, k = 2:

=0.03154 < 0.015 (falso)

2

J(4.1515,2.431058) = < 0.241987 —2.70777 )

0.193802 3.146892

f(4.1515,2.431058) \\ 0.004608
f>(4.1515,2.431058) )~ \ —1.6367 x 10~°

Resolver por EGPP:

0.241987 —2.70777 | — 0.004608 AD _ —0.01124
0.193802 3.146892 |1.6367 x 10~° ~ '\ 0.0006973
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Sistemas de Equagdes n3o lineares

Resolucao do Exercicio 2

t\® @ L ( 001124\ _ (" 4.14026
o T\« 0.0006973 |  \ 2.43176
Critério de paragem:

AP, 0.01126

H (3) "~ 4.80158
=83x10"°%< ¢,

B H< 6.6 x 107° )
- —6
5 5.0 x 10 )

As duas condi¢cGes do critério de paragem sdo verificadas logo:

e\ e \® /41402
o “\a \ 2.43176
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=0.000235<e;  (verdade)

f1(4.14026,2.43176)
f(4.14026,2.43176)
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