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Equagdes n3o lineares

Uma equacao nao linear

Forma geral do problema:

comf:R—R
@ x é a varidvel independente
e y = f(x) é a varidvel dependente.
Quando f é n3o linear em x, a equacdo pode:
@ nao ter solucdes reais;
@ ter uma solucio real;
@ ter mais do que uma solucio real;

@ ter também solugcdes complexas.
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Equagdes n3o lineares

Exemplos de equacdes nao lineares

! [— e ]
algébricas s
x3—3x+1=0 ’ / /
x* 4+ 8x3 —8x2 —200x — 425 =0 =1
I/ .
transcendentes
x—e X=0 2 aE a4 18 0 05 1 15 2
cos(x) 4 cos(3.1x) =0 ’
x3-3x4+1=0

NOTA: Uma solugZo (real) da equagdo f(x) = 0 < uma raiz (real) da
equacdo f(x) =0 < um zero (real) da fun¢do f < ponto de intersec¢do
de f com o eixo do X do plano XOY real
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Equagdes n3o lineares

Exemplos de equacdes nao lineares

5
g I3 4 2 0 2 4 B 8 =] 2 1 0 1 2 3
X X
cos(x) + cos(3.1x) =0 e —x>—2x—-2=0
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Equagdes n3o lineares

Métodos iterativos

Os métodos iterativos

@ permitem resolver uma equacdo nao linear;

@ exigem que seja fornecida uma (ou mais do que uma) aproximagio
inicial.

Esta aproximacg3o inicial (ou, as aproximag¢des iniciais) pode ser
identificada através da localizacao das raizes, por exemplo, através da
representacdo grafica de:

> f(x) no plano XOY, se f for facil de representar,
> g(x) e h(x) no plano XOY, em que
f(x) =0 & g(x) = h(x)
se f for dificil de representar (e g(x) e h(x) forem faceis de representar).
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Equagdes n3o lineares

Exemplo de localizacao

Considere a equacdo x3 —3x+1=0.

3
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Equagdes n3o lineares

Exemplo de localizagdo (cont.)

x}*=3x4+1=0 & x*-(3x—-1)=0 @{

X
w
|
w
X
|
[ay

g(x) = h(x)

Os zeros de f(x) = x> — 3x + 1 s3o os pontos onde se verifica a
interseccdo de g(x) = x> com h(x) = 3x — 1.
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Equagdes n3o lineares

Métodos iterativos

Da representacao grafica é possivel retirar

i) um intervalo que contenha a solug3o pretendida,
ou,

i) um valor que esteja préximo da solugdo pretendida.

@ Para calcular raizes reais:

método da secante

métodos iterativos para f(x) =04 método de Newton
outros

@ Para calcular raizes complexas: o método da secante e o método de
Newton podem ser usados, desde que se introduza a aritmética
complexa nos célculos e as aproximagdes iniciais sejam nimeros
complexos.
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Equagdes n3o lineares

Método da secante

@ Em cada iteracdo, e com base

em dois pontos - duas 5

aproximagoes - o método s ]
aproxima a fungdo f(x) por . ]
uma reta definida por esses s — = 1) ]
dois pontos; 1 |

@ o ponto de intersecdo da reta .
com o eixo do X fornece outra ., / M**ﬁ |
aproximagao.

A primeira iteracao:

@ a reta passa pelos 2 tltimos
pontos (x1, f(x1)) e (x2, f(x2))
e a nova aproximagao é x.
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Equagdes n3o lineares

Método da secante

A segunda iterag3o:

"
@ a reta passa agora pelos 2 at
dltimos pontos nl — N o
(X27 f(XZ)) € (X3a f(X3)); 1 : i3
0 L1 N 2
) . / L e A
@ a nova aproximagao é xy. 4t g — —
ol
3 ‘ . ‘ ‘
-3 2 -1 n] 1 2
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Equagdes n3o lineares

Método da secante

Sejam os dois pontos

(k=1 F(xk—=1)) e (xk, F(xk))

entdo o ponto de intersecdo da reta, que passa por estes dois pontos, com
o eixo do X é

(X — xk—1)f (xx)
f(xx) — f(xk—1)

Esta é a equacdo iterativa do método da secante.
Deve ser implementada para k =2,3,...

Xk+1 = Xk —
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Equagdes n3o lineares

Critério de paragem

Critério de paragem para os métodos iterativos da secante e de Newton. J

e estimativa do erro relativo da aproximagdo proxima de zero

\Xk+1 - Xk|

<e
’Xk+1\

e
e valor absoluto de f(xk+1) proximo de zero (zero de f(x))

If (xks1)| < €2

€1 e €2 quantidades positivas e préximas de zero - tolerdncias - quanto
mais pequenas forem mais préximo x,1 fica da solugdo x*.
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Equagdes n3o lineares

Algoritmo do método da secante

passo 1. Fornecer x1 e x»
passo 2. Fazer k =2
passo 3. Calcular

(xk — xk—1)f(xk)

Xk+1 = Xk — f(Xk) — f(Xk—l)

passo 4. Se critério de paragem é verificado

terminar com
entdo ¢ Xx* ¢ Xpi1
f(x*) < f(xkt1)
- fazer k=k+1
sendo
voltar para passo 3.
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Equagdes n3o lineares

Condicoes de convergéncia do método da secante

O método iterativo da secante nem sempre converge.

Sé é possivel garantir convergéncia para a solucdo se:

x* é tal que f(x*) =0

f(x) é continuamente diferencidvel

f'(x*) #0

x1 e x2 (aproximagdes iniciais) na vizinhanga de x* -
convergéncia local

= método iterativo da secante converge e

IX* — Xpq1| [ L>0,p=1618

lim N .
" & convergéncia superlinear

k—oo |X* — xi|P
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Equagdes n3o lineares

Situacdo de divergéncia

e 20 longo do processo iterativo .

pode acontecer que as duas
aproximagodes, usadas para gerar a
nova aproximacao, tenham valores 2
de f muito préximos = divergéncia

(x2)

\f(xw)

2 145 1 05 1} 05 15 2
X — (Xk s Xk_l)f(Xk)
k+1 — Xk —
f(Xk) — f(kal)
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Equagdes n3o lineares

Método de Newton

@ em cada iteragcdo, e com base

na informac3o de f e de f’ s

relativa a um ponto, o método s ]
aproxima a fungdo f(x) por . ey ]
uma reta que é tangente a f . ]

nesse ponto;

@ o ponto de interseccdo da reta
com o eixo do X fornece outra / i \/
aproximacao.

A primeira iteracao:
@ a reta passa pelo ponto
(x1,f(x1)) e tem declive f'(x1)
e a nova aproximacao é xp
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Equagdes n3o lineares

Método de Newton

A segunda iterac3o: .
4 i
@ a reta passa agora pelo ponto 3 ]
(x2, f(x2)) e tem declive igual a 2 | ]
/ . |
f (X2)v 1 | |
|
o
/ il
@ a nova aproximacgao é x3 | ]
B |
E 2 ] [ ] 2 3
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Equagdes n3o lineares

Método de Newton

Sejam o ponto
(Xk,f(Xk)) e f/(Xk)

ent3o o ponto de interseccdo da reta, que passa por este ponto, com
declive definido por f’(xx), com o eixo do X é

f(xx)
£’ (xk)

Xk4+1 = Xk —

Esta é a equacdo iterativa do método de Newton.
Deve ser implementada para k=1,2,...
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Equagdes n3o lineares

Algoritmo do método de Newton

passo 1. Fornecer x;
passo 2. Fazer k =1
passo 3. Calcular

B f(xx)
X+l = Xk~ (x¢)

passo 4. Se critério de paragem ¢é verificado

terminar com
entdo ¢ X* ¢ Xpi1
f(x*) < f(xkt1)
- fazer k=k+1
sendo
voltar para passo 3.
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Equagdes n3o lineares

Condicoes de convergéncia do método de Newton

O método iterativo de Newton nem sempre converge.
Sé é possivel garantir convergéncia para a solucdo se:

e x* étal que f(x*)=0

@ f(x) continuamente diferencidvel

o f/(x*)#0

@ x; (aproximagdo inicial) na vizinhanga de x* - convergéncia local,
= método iterativo de Newton converge e

im IX* — X1l , L>0,p=2
k—oo |X* — xi|P ' & convergéncia quadrdtica
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Equagdes n3o lineares

Situacdo de divergéncia

Ao longo do processo iterativo pode .
acontecer que o declive da reta que
é tangente a f na aproximac3do
corrente seja um valor =~ 0 = 2
divergéncia

_ f (x)
Xk+1 = Xk — W
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Equagdes n3o lineares

Método da secante vs método de Newton

@ Quando convergem, o método de Newton é, em geral, mais rapido
(convergéncia quadrética contra convergéncia superlinear);

@ o método da secante necessita apenas de informagdo de f(x), o
método de Newton precisa de informacdo sobre 7(x) e f'(x);

@ se f(x) é uma expressdo muito complicada, deve optar-se pelo
método da secante.
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Equagdes n3o lineares

Exercicio 1

Uma bola esférica de raio r = 10cm feita de uma substancia cuja
densidade é p = 0.638, foi colocada num recipiente com agua. Calcule a
distancia x da parte submersa da bola sabendo que verifica:

s (x3 —3x°r + 4r3p)
3

2000 y =2552-30x" + X°

f— x—»|
—S 2

B

&

8

Use o método de Newton para calcular uma aproximacao a solu¢do, usando
no critério de paragem 1 = &2 = 0.001 (ou faga no méximo 3 iteragdes).
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Equagdes n3o lineares

Resolucao do Exercicio 1

f(x) = x> — 30x> + 2552 = 0

f'(x) = 3x® — 60x
19 iteracao, k=1
x1 = 10 (ver gréfico)
f(Xl) = 552
f'(x1) = —300

f(x1)
f'(x1)

Xp = X1 — S xp =11.84

o Critério de paragem:

|f(x2)| = 6.2295 < &5 (Falso)
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Equagdes n3o lineares

Exercicio 1

29 iteracdo, k =2
x, = 11.84

f(x2) = 6.229504
f'(xp) = —289.8432

f(x2)
f'(x2)

X3 = X2 —

& x3 = 11.861493

o Critério de paragem:

|f(x3)| = 0.0026 < £5 (Falso)
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Equagdes n3o lineares

Exercicio 1

39 iteracao, kK =3
x3 = 11.861493  f(x3) = 0.002464  f’(x3) = —289.604531

f(x3)
f'(x3)

X4 = X3 — < x4 = 11.861502

o Critério de paragem:
|f(x4)] = 0.000143 < &, (Verdadeiro)

|xa — x3

al = 0.000001 < &7 (Verdadeiro)
X4

Solugdo:

x* ~ 11.861502
f(x*) ~ —0.000143
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Equagdes n3o lineares

Exercicio 2

O volume v de um liquido num tanque esférico de raio r esta relacionado
com a profundidade h do liquido da seguinte forma:
7wh?(3r — h)

3 :

v =

Calcule, utilizando um método que n3o recorre ao célculo de derivadas, a
profundidade h, num tanque de raio r = 1 para um volume de 0.5. Utilize
para aproximacio inicial o intervalo [0.25,0.5] e considere £1 = g5 = 1072
ou no maximo 3 iteracdes.
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Equagdes n3o lineares

Resolucao do Exercicio 2

2
1_

f(X):ﬂ-X(?’};X)_Oj:O

Usar o método da secante, que n3o usa derivadas.

Pontos iniciais - x; = 0.25 e x, = 0.5.
Mudanga de varidvel de h = x para facilitar.
17 iteracdo, k =2

X1 = 0.257 f(Xl) = —-0.32

xp = 0.5, f(x2) = 0.1545

Ce —x)fle) .
Fa) — F(x1) & x3 = 0.4186

X3 = X2 —

@ Critério de paragem:
|f(x3)| = |—0.0263| < e, (Falso!!)
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Equagdes n3o lineares

Resolucao do Exercicio 2

29 jteracao, k =3
xp = 0.5, f(x2) = 0.1545
X3 = 0.4186, f(X3) = —0.0263

(x3 — x2)f(x3)

~— 7 > 7 & oxy = 0.4304
fos) — )

X4 = X3 —

o Critério de paragem:
|f(xa)| = |—0.0014| < g5 (Verdadeiro!!)

|xa — x3

= 0.0275 < £; (Falso!!)
|xa]
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Equagdes n3o lineares

Resolucao do Exercicio 2

39 iteracao, k =4
x3 = 0.4186, f(x3) = —0.0263
x4 = 0.4304,f(x4) = —0.0014

(4 — x3)f (xa)

< x5 = 0.4311
fa) — Fx3)

X5 = X4 —
@ Critério de paragem:

|f(x5)| = |1.5297e — 05| < &5 (Verdadeiro)

x5 — x|

= 0.0016 < &1 (Verdadeiro)
| x5

Solucdo:
x* ~ 0.4311
f(x*) ~ 1.5297e — 05
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