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Minimos quadrados
Objetivo
Definir um modelo M(x; ¢;) - expressdo matematica - que melhor se
ajuste a fun¢do dada, f(x), no intervalo [a, b].

Usando a técnica dos minimos quadrados, pretende-se minimizar a soma
dos quadrados dos erros.

@ problema discreto:

Dados m pontos
x1 < xo < ...< Xm no intervalo
[a, b]:

minimizar jm:;l (f(x;) — M(xj; Ci))2

x 2 a3 xd a6 a6 B @ x10
X
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Minimos quadrados

Objetivo

@ problema continuo:

Dada f(x)

minimizarfab(f(x) — M(x; c,-))2 dx g T e

Nota: sé vamos considerar problemas discretos, isto é, a funcdo f é dada
por um conjunto discreto de valores

(Xla fl)y (X2’ f2)7 ey (Xma fm)
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Minimos quadrados

Tipos de modelos

e Modelo linear e polinomial,
define um problema de minimos quadrados linear

Exemplo: M(x; ap, a1, a2) = pa(x) = ap + a1x + a»x?

e Modelo linear e nao polinomial,
define um problema de minimos quadrados linear

Exemplo: M(x; c1, ) = cleX2 + csen(x)

e Modelo nao linear,
define um problema de minimos quadrados n3o linear

Exemplo: M(x; c1, o) = In(c1x?) + e~
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Minimos quadrados

1. Modelo linear e polinomial

o objetivo: definir polinémio de grau n (completo) p,(x)

e condicdo Gnica para que o problema seja bem definido:
m > n+1, sendo m o niimero de pontos onde a funcdo é definida e n
o grau do polinémio;

@ para que o problema seja bem condicionado, isto é, ndo seja sensivel a
erros nos dados ou erros de arredondamento nos célculos, o polinémio
pn(x) deve ser construido, usando sequéncia de polinémios ortogonais

Po(x), Pi(x), P2(x),..., Pn(x),

pn(X) = Q Po(X) +C Pl(X) + P2(X) + .- Cp Pn(X).

Ana Maria A. C. Rocha (DPS-UM) MN - Minimos quadrados 5/34



Minimos quadrados

1. Modelo linear e polinomial (cont.)

e Propriedade dos polinémios ortogonais:

. =0 | # k
> Pi(xi) Pil(xi) { 750: z: jik

i=1

@ Como se constréi o polinémio pp(x) (completo) ?

a partir dos pontos dados (x;,f;), j =1,2,...,m )

determinam-se Py(x),..., Py(x) e co, ..., ¢, para formar

pn(x) = coPo(x) + c1P1(x) + 2Pa(x) + - - - + coPn(x)
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Minimos quadrados

Construcdo do polinémio p,(x)

passo 1: Construir os polinémios ortogonais da sequéncia de polinémios
ortogonais Py(x), Pi(x), P2(x),..., Pa(x) usando a relagcdo de
recorréncia

P;+1(X) = (X — B,') P,'(X) — (C,' P,'_l(X)7 para | = 0, 1, sooglll = 1

em que P_1(x) =0e Py(x) =1,

Zjn;l Xj 'Diz(Xj)
ijzl Piz(xj) 7
ij:1 P?(x;)

ZJ'm:1 'Di271(XJ')

B = para todoo

Co=0 e C;= para i > 0.
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Minimos quadrados

Construcdo do polinémio p,(x)

passo 2: Calcular os coeficientes do polindmio
€,C1,C2,...,Cp
sendo

2 =1 fi Pilx)

==L " i=01,...,n
LY PA(x)
passo 3: Formar o polindmio pretendido:
pn(X) = COP0(X) + C1P1(X) + C2P2(X) + -4 CnPn(X).
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Minimos quadrados

Exemplos de modelos polinomiais

Construir p1(x) (nimero minimo de pontos, n+ 1 = 2)

Se m =2, p1(x) é o polinémio Se m > 2, p1(x) é o polinédmio que
interpolador (e é dnico): melhor ajusta a 'mancha’ de pontos:
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Minimos quadrados

Exemplos de modelos polinomiais (cont.)

Ajustar p;(x) considerando os seguintes pontos:

Se s6 usar 2 pontos Se usar todos os pontos

o
o
t o

Neste caso todos os polinédmios p1(x) sdo iguais e passam nos pontos de
f(x) porque a fungdo é um polinémio de grau 1, o que significa que
S ma(fi = pi(x)* = 0.
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Minimos quadrados

Exercicio 1

A resisténcia de um certo fio (de uma certa substincia), f (x), varia com o
didmetro desse fio, x. A partir de uma experiéncia registaram-se os seguintes
valores:

xi |15 20 30 40
f(x) | 49 33 20 15

Foram sugeridos os seguintes modelos para ajustar os valores de f (x), no sentido
dos minimos quadrados:

- uma reta

- uma pardbola

(a) Calcule a reta.
(b) Calcule a parabola.

(c) Estime o valor da resisténcia de um fio que tem de didmetro 2.5, através da
pardbola calculada em b).
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Minimos quadrados

Resolucao do Exercicio 1

(a) Pretende determinar-se uma reta, que é um polinémio de grau 1
(modelo linear polinomial)

pl(X) = C()P()(X) + C1P1(X)

Passo 1: Construir os polindmios ortogonais da sequéncia de polinémios
ortogonais Py(x) e Pi(x), sabendo que

Po(X) =1ce P_l(X) =0
Pl(X) = (X — Bo)Po(X) — COP_1(X) =X — BO

YiaxPiG)  Yiix 105
E;":l Pg(xj) Zj}:l P§(><j) 4
Pi(x) = x — 2.625
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Minimos quadrados

Resolucao do Exercicio 1

Passo 2: Calculo dos coeficientes do polinémio ¢y e ¢1

i fiPoly)  Xjaf 117

> fiP()
Zj}:l P (x)
Podemos construir uma tabela para auxiliar os célculos:
x| K] Pilg) | PE(x) | fiPi(x)
1.5| 49| —1.125| 1.265625 | —5.5125
2.0| 3.3|—0.625 | 0.390625 | —2.0625
3.0 20| 0.375|0.140625 0.75
40| 15 1.375 | 1.890625 | 2.0625
> 110.5 | 11.7 3.6875 | -4.7625

—4.7625
———— = —1.29152
3.6875 91525

Ana Maria A. C. Rocha (DPS-UM) MN - Minimos quadrados 13 /34

o =

=2.925

=

=



Minimos quadrados

Resolucao do Exercicio 1

Passo 3: Construcdo do polinémio

| p1(x) = 2.925 — 1.291525(x — 2.625) |
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Minimos quadrados

Resolucao do Exercicio 1

(b) Pretende determinar-se uma parabola, polinémio de grau 2 (modelo
linear polinomial)

p2(X) = COP0(X) + C1P1(X) + C2P2(X)

pQ(X) = COP0(X) -+ C1P1(X) +C2P2(X)

p1(x)

p2(x) = p1(x) + c2P2(x)
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Minimos quadrados

Resolucao do Exercicio 1

Passo 1: Construir o polinémio ortogonal P»(x)

Py(x) = (x — B1)P1(x) — GiPo(x) = (x — B1)Pi(x) — G4

2 %PR()

Zj}:l 'D12(Xj)

Zj}:l P?(x)

Clzﬁ

Zj:l Ps(xj)

Podemos construir uma tabela auxiliar:

x| ] Px) | PE) | xPR(x)
15| 49| —1.125 ] 1.265625 1.898438
20| 3.3 | —0.625 | 0.390625 0.78125
3.0 2.0 0.375 | 0.140625 0.421875
4.0 15 1.375 | 1.890625 7.5625
> 1105 | 11.7 3.6875 | 10.664063
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Minimos quadrados

Resolucao do Exercicio 1

10.6640625
3.6875
G = e 0.921875

| Pa(x) = (x — 2.891949)(x — 2.625) — 0.921875
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Minimos quadrados

Resolucao do Exercicio 1

Passo 2: Calculo do coeficiente do polindmio ¢

i1 fiPa(x)
i1 P3 (%)

Cy =
Continuar a tabela auxiliar:
X il P) | PIx) | xPi(x) | fiPi(x) P2(x;) P3(x;,

1.5 4.9 | —1.125 | 1.265625 1.898438 | —5.5125 0.644068 0.414824
2.0 3.3 | —0.625 | 0.390625 0.78125 | —2.0625 | —0.364407 0.132792

3.0 2.0 0.375 | 0.140625 0.421875 0.75 | —0.881356 0.77678¢
4.0 1.5 1.375 | 1.890625 7.5625 2.0625 0.601695 0.362037
> 1105 | 11.7 3.6875 | 10.664063 | -4.7625 1.686441
1.093221
O = S22t 0.648241
27 1686441

Passo 3: Constru¢do do polinémio

] pa(x) = 2.925 — 1.291525(x — 2.625) + 0.648241 [(x — 2.891949)(x — 2.625) — 0.921875]
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Minimos quadrados

Resolucao do Exercicio 1

(c) Pretende-se estimar o valor da resisténcia quando o didmetro é 2.5,
através da pardbola calculada em (b).

Entdo, é s6 substituir x = 2.5 no polinémio p(x):

p2(2.5) = 2.5206
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Minimos quadrados

2. Modelo linear mas nao polinomial

@ Forma do modelo:
M(x;c1,...,cn) = P1(x) + 2 Pa(x) + - + ¢ Pr(x)
(linear nos coeficientes) em que
C1,C0y ..y Cn
sao os coeficientes do modelo e
d1(x), Pa(x), ..., Pn(x)

sdo funcdes.

@ neste modelo sé é preciso determinar os coeficientes, pois as fun¢des
®i(x), i =1,...,n sdo dadas;

@ o nimero de termos na definicdo do modelo caracteriza a dimens3o do
problema - n - este é também o nimero de coeficientes a determinar;
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Minimos quadrados

2. Modelo linear mas ndo polinomial (cont.)

e condicdo Gnica para que o problema seja bem definido:
m > n,

sendo m o niimero de pontos onde a funcdo é definida e n o nimero
de coeficientes a determinar;

@ o calculo dos coeficientes
C1,C,...,Cp

é feito a partir do sistema das equacoes normais.

Ana Maria A. C. Rocha (DPS-UM) MN - Minimos quadrados 21/34



Minimos quadrados

Deducao do sistema das equacdes normais

M(x;c1y...,¢n) = ca®P1(x) + aPa(x) + -+ - + cnPn(x)

No sentido dos minimos quadrados, o objetivo é encontrar o modelo
M(x; c1,...,cn) tal que

minimizar S(ci, ¢,...,¢Cp) = Z (fi— M(xj;c1, - - -, n)))?

C1y--+,Cn

minimizar > (£ — (c1®1(x) + ©®2(%) + -+ + &r®n(x})))?
C1,.--,Cn —
J_
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Minimos quadrados

Deducao do sistema das equacdes normais

Como pretendemos calcular ¢i, ¢, ..., ¢, tal que S(c1, ¢, ..., cn) seja
minima, vamos usar o célculo diferencial, ou seja, derivar S(c, ¢, ..., ¢cp)
em ordem aos coeficientes e igualar a zero:

aS ”

da =23 (fi—a®i(x) — ®a(x) — - — cn®a(x;)) P1(x;) =0
j=1

aS ~

oo _2; (fi = a®1(x) — @®P2(x) — - = & ®alX;)) P2(x;) = 0

oS ~

o= 22— i) - sl el ) O
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Minimos quadrados

Deducao do sistema das equacdes normais

ou seja
> fid ad1(x)®1(x) — - — D cn®nlx)P1(x5) = 0
j=1 j=1 j=1
> fa(x)) C1¢1 () P2(x)) - ch (x;)P2(x;) =0
j=1 j=1

Z P (X quDli —ch (x5)=0
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Minimos quadrados

Deducao do sistema das equacdes normais

ou ainda

a Y P) + Y a(x)P1(x) + - +an¢ () P1(x) = Y iPa(x
j=1 j=1

=1 j=1

Ma
<A

a Y P1(x)P2(x) + 2 > 3(x) + - +an¢ (x)®2(x) =

1®2(x))
j=1 Jj=1 j=1 j=1
m
2
clzcbli n(%) +C2Z¢2XJ n(%) +an¢ (%) = D _ 1i®a(x)
Jj=1 j=1
Este sistema (n x n) é linear nos coeficientes a determinar - ¢, ¢, ..., ¢y

- Na forma matricial =
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Minimos quadrados

A matriz dos coeficientes do sistema das equacoes

normais

Ana Maria A. C. Rocha (DPS-UM) MN - Minimos quadrados

26 /34



Minimos quadrados

O sistema das equacgdes normais

j=1
C1 m
Al @ _ ijq’Z(Xj)
j=1
- N
> f%a(x)

A resolucdo do sistema linear das equacbes normais fornece os coeficientes
pretendidos c¢1, ¢, ..., Cp, € deve ser feita por um método direto e estdvel -
EGPP.
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Minimos quadrados

Passos para calcular o modelo linear nao polinomial

Para calcular o modelo na forma:
M(x;c1,...,cn) = a®Pi(x) + a®a(x) + - - - + cnPn(x)

passo 1: Identificar:

@ n (nimero de termos/niimero de coeficientes a determinar/dimensdo
do problema)

0 Dy(x) =, Dp(x)=--r, oo, Dp(x) =
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Minimos quadrados

Passos para calcular o modelo linear nao polinomial

passo 2: Formar o sistema das equacdes normais - de n equacdes nas n
incégnitas ci, ¢, . .., ¢, - na forma matricial

a
2

Cn

passo 3: Resolver este sistema por EGPP.
passo 4: Formar o modelo pretendido

M(X; Cly. o C,,) =C (Dl(X) + o ¢2(X) +---+cCy q)n(X)
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Minimos quadrados

Exercicio 1 (cont.)

A resisténcia de um certo fio (de uma certa substincia), f (x), varia com o

didmetro desse fio, x. A partir de uma experiéncia registaram-se os seguintes
valores:

x. |15 20 30 40
f(x) | 49 33 20 15

Foram sugeridos os seguintes modelos para ajustar os valores de f (x), no sentido
dos minimos quadrados:

- uma reta

- uma pardbola

- o modelo linear: M (x, c1, ) = — + ox
X

a) Calcule a reta.

c) Calcule o modelo M.

(a)

(b) Calcule a parabola.

(c)

(d) Qual dos modelos escolheria? Justifique a sua escolha.
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Minimos quadrados

Resolugdo do Exercicio 1 (cont.)

(c) Pretende determinar-se um modelo (modelo linear e ndo polinomial),
no sentido dos minimos quadrados, do tipo

c
M(x; c1, ) = ;1 + ox

Passo 1: n = 2. Identificacdo das fungbes ®;:

O1(x) =

dy(x) = x
Passo 2: Construir o sistema de equacdes normais

-

Z(D%(Xj) Z¢2(Xj)¢1(xj)
Z‘Dl x;)P2(x}) 24’2 Xj)
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Minimos quadrados

Resolugdo do Exercicio 1 (cont.)

Construir uma tabela auxiliar

x| 6| @i(x) | @a0x) | Pi(x) | P3(x) | Pi(x)Pa(x) | fiPi(x) | fiPa(x)

15 | 4.9 | 0.6667 15 | 0.4444 | 225 1.0 | 3.2667 7.35
20|33 05 20| 025 4 1.0 1.65 6.6

3.0 | 2.0 | 0.3333 30 | 0.1111 9 1.0 | 0.6666 6

40| 15| 025 4.0 | 0.0625 16 10| 0375 6

D 0.8681 | 31.25 4| 50583 | 2505

Passo 3: Resolver o sistema resultante por EGPP

0.868055 4 5.958334 . a= 7.405391
4 31.25 | 25.95 o = —0.117490

Passo 4: Construir o modelo

_ 7.405391

M(x) — 0.117490x
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Minimos quadrados

Resolugdo do Exercicio 1 (cont.)

(d) Para saber qual dos modelos calculado anteriormente aproxima melhor
os dados no sentido dos minimos quadrados, deve ser calculada a soma do
quadrado dos residuos, para cada modelo (linear polinomial ou linear ndo
polinomial), e selecionar o que tiver menor valor, ou seja,

m
minimizarz (fi — MODELOJ-)2
j=1
Em que MODELO ¢é qualquer um dos calculados anteriormente:

p1(x) = 2.925 — 1.291525(x — 2.625)

pa(x) = 2.925—1.201525(x—2.625)+0.648241 [(x — 2.891949)(x — 2.625) —

_ 7.405391
N X

M(x) — 0.117490x
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Minimos quadrados

Resolugdo do Exercicio 1 (cont.)

Construir uma tabela auxiliar

X | f pi(x) p2(x)) M(x) | (fi = p(9)) | (i — p2())* | ( — M(x));
15 | 4.9 | 4.377966 | 4.795477 | 4.760683 | 0.272510391 | 0.010024977 | 0.01040913
21333732203 | 3.49508 | 3.4677 | 0.18679977 | 0.038408121 | 0.0281232
3| 22440678 | 1.869347 | 2.115967 | 0.19419707 | 0.017070276 | 0.01344826
4| 151149153 | 1.539196 | 1.38135 | 0.123093939 | 0.001536325 | 0.01407782
D 0.77661017 | 0.0679397 | 0.0750585

O modelo que aproxima melhor os dados no sentido dos minimos

quadrados é pa(x), uma vez que é o que apresenta menor soma do

quadrado dos residuos.
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