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SOLUCOES DO CADERNO DE EXERCICIOS
Métodos Numéricos e Otimizacao Nao Linear

Otimizacao Nao Linear

Otimizacgao unidimensional - Método DSC

1. Tendo como objetivo fabricar latas cilindricas com um volume de 1000 cm? e tapé-las em

ambas as extremidades, qual devera ser o raio da base e a altura da lata de modo a minimizar
a quantidade de placa metélica, em termos de area superficial?

Utilize o algoritmo de DSC, baseado na interpolacao quadratica, com o valor inicial r; = 7,
0=05,e=01e M =0.5.

NOTA: Use a restricao do volume para eliminar uma das varidveis, por exemplo, h = 17?;)2 .
Resolugao

area Total = dreayetangulo + 2 X dreacirculo @

= base x h+2 (7r7“2) .
= Perfmetrogyeyo X h + 2712 "
2mrh + 272 O
Volume = 7r?xh
1000 = 7r?xh
min 27rh + 27102
S
A(r)h)
Volume = 7r?xh
1000
1000 = 7r?xh=h=—;
r
1000 2000
Substituindo em A (7, h) vem A (r) = 27r——3 + 2mr? = —— 4 272
mr r
0
min + 2712
r
sa relR

Iniciar algoritmo DSC

a ;3 a
12 jteragao r=70=05¢e=03M=05

r = 7
A (r1) = 593.5904 -
ro=74+05=7.5
A (rq) = 620.0958
A (ry) > A(r1) = sentido negativo )

r1=7-05=65
A(r_y) = 573.1569
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3 =65-2%x05=55
(r_g) = 553.7027

r3=55-4x05=35
A(r_3) = 648.3976

A (7:3) > A (7“72) = PARAR.

A(T_1) < A(T1) = { Zl_

A (?”_2) < A(T_l) = {

g & 8 8 8 & & 3 8§

Calcular ponto médio.
rm = (5.5+6.5)/2 =45
A(ry,) =571.6789

Escolher 3 pontos igualmente espacados.
ry =4.5 A(ry) =571.6789

ro =55  A(re) = 553.7027

rs =65 A(rg) = 573.1569 T

Minimizante da quadratica

Panin = 5.4803
A (rmin) = 553.6508

Testar CP: (A =(rq—71)=1) <0.3
Falso, por isso fazer nova iteracao.

22 jteragao

Fazer § = M6 =0.5x0.5=0.25¢€ rpyin — 71

r1 = 5.4803 r9 = 5.4803 + 0.25 = 5.7303
A(ry) = 553.6508 A (re) = 555.3387

Como A (rg) > A(r1) entao i

r—1 = 5.4803 — 0.25 = 5.2303
A(r_y) = 554.2703
Como A(r_1) > A(r1) entdo PARAR. Nao é necessério calcular ponto médio.

r=52303  A(r1) = 554.2703
Ordenar pontos. ¢ 73 =5.4803  A(ry) = 553.7027
rs = 57303 A(ry) = 555.3387

Calcular minimizante da quadratica

Panin = 5.4224
A (rmin) = 553.5812

Testar CP: ((ro —r1) = 0.25) < 0.3 < Verdadeiro

Solugao

1
r* = 5.4224 e a altura h* = 0020 =12.06
= mr
A (r*) = 553.5812
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2. Na cidade de Ulam Bator surgiu uma epidemia de gripe asidtica. A evolu¢do da doenca foi
descrita pela férmula

P(t) = £0-4t—0.01¢2
onde P(t) representa a percentagem de pessoas doentes e t é o tempo em dias.

Usando o método DSC (baseado em interpolagdo quadrética), calcule o pior momento da
epidemia identificando a percentagem de doentes nesse momento. Inicie o processo iterativo
com t; = 30 dias. Considere ainda 6 =2, M = 0.05 e ¢ = 0.1 (duas iteragoes).

Nota: Use 4 casas decimais nos célculos.

Resolucao

max P(t) = —min(—P(t))

. _ 2
Problema a resolver min f(t) = —e-4¢-001

12 jteragao - Iniciar algoritmo DSC ¢; = 30,6 = 2, = 0.1, M = 0.05

t1 =30 to =30+2=32
f (t1) = —20.0855 f(t2) = —12.9358 1

t1=30—2=28

f (t2) > f (t1) = procurar sentido negativo = { ft_1) = —28.7892 |

t 9=28—2x2=24
flt1) <f(t) = { f(ts) = —46.5255 |

t3=24—-4x2=16
flt—2) <f(t-) = { f(t_3) = —46.5255

t_1=16—-8x2=0

Flts)=Fto) = {  f(t4)> f(t_5) = PARAR.

fta)=-11
_ _ t1 =8 f(t1) = —12.9358
{ tfm(t_ )<0—+—1162){)?’)5_8 8 =- 3 pontos igualmente espagados ¢ t2 = 16 f(t2) = —46.5255
m) = : ts =24  f(t3) = —46.5255

tmin = 20

Minimizante da quadratica { F (tmin) = —54.5982

Testar CP: (A = (t2 —t1) = 8) < 0.1 Falso, por isso fazer nova iteracao.

22 jteragao - t; = 20,0 = M§ = 0.05 x 2 =0.1
t1 =20 to =204 0.1 = 20.1
f(t1) = —54.5982 f (t2) = —54.5927 1
t_1=20—-0.1=19.9
f(t—1) = —54.5927 1
t1 =19.9 f(t1) = —54.5927
Ordenar 3 pontos igualmente espagados. to =20 f(t2) = —54.5982
ts=20.1  f(t3) = —54.5927
tmin = 20
f (tmin) = —54.5982

f (t2) > f (t1) = procurar sentido negativo = {

Minimizante da quadréatica {

Testar CP: (A = (to —t1) = 0.1) < 0.1 Verdadeiro
t" =20

Solugao = { () = 54.5982

O pior momento é aos 20 dias com 54.5982% de pessoas doentes.
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3. [ABCD] representa uma cartolina quadrada de lado 60 cm. A 5

Pretende-se montar uma caixa de volume méaximo cortando em cada
canto um quadrado de lado x, como mostra a figura.

Usando o método DSC (baseado em interpolacao quadritica), calcule
x. Inicie o processo iterativo com x1 = 5.

Considere ainda § =1, M = 0.5 e ¢ = 0.5 (duas iteragoes). "= ‘
Resolugao

v(x) = 2(60 — 22)? = (3600 — 240x + 42?) = 423 — 2402% + 3600z

max v(x) = —min(—v(x))

min f(z) = — (423 — 24022 + 3600x)

12 iteragao - Iniciar algoritmo DSC 21 =5, =1,M = 0.5, = 0.5
1 =25 To=54+1=6
f(z1) = —12500 f(ze) = —13824 |

f ) < f (1) = { ﬁ;fiigigf

flws) < f (02) = { Foo) © 15g21

x5 =124+8x1=20

Fzs) = —so00+ 1 (@) > f(za) = PARAR.

f(x4) < f(x3) :>{

B B v1=8  f(w)=—15488
{ ;”(T:B_ )(1_2 —_i_12205)4/j =16 = 3 pontos igualmente espacados ¢ 2 =12  f(x2) = —15552
mee z3=16  f(x3) = —12544

Tmin = 10.08333
f (#min) = —15999.169048

Testar CP: (A = (z2 — 1) =4) < 0.5 = Falso, por isso fazer nova iteracao.
22 iteracao - 1 = Ty, = 10.08333,6 = Md =0.5x1=0.5

1 = 10.08333 o 2= 10.08333 4 0.5 = 10.58333
f (1) = —15999.16905 f (z2) = —15959.96110 1

Minimizante da quadratica {

f(z2) > f(z1) = { ?(;:)10'08??;7_8 %756;7%58333 = 3 pontos igualmente espacados.
1) = — .

71 =9.58333  f(z1) = —15978.87697
7o =10.08333 £ (x2) = —15999.16905
z3 = 1058333 £ (x3) = —15959.96110

Minimizante da quadratica

Lmin — 1000385
f (Zmin) = —15999.99822

Testar CP: (A = (z9 — z1) = 0.5) < 0.5 Verdadeiro

t* = 10.00385
f(t*) = —15999.99822

O lado do quadrado x =~ 10 para uma caixa de volume v = 16000.

Solugao: {
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4. Num circuito elétrico, a energia a saida da resisténcia R é dada por
10'R

(R +20)%

Determine o valor de R que maximiza a energia de saida,

utilizando o método de DSC baseado em interpolagao
quadratica. Utilize como valor inicial R; = 15, e os seguintes

20

parametros de entrada: § =2, e =0.5e M = 0.5. R
Resolugao
max P(R) = —min(—P(R)) = min f(x) = — <104$>
(x + 20)2
12 iteragao - Iniciar algoritmo DSC z; = 15,0 =2, M = 0.5, = 0.05
1 =15 To=154+2=17
{ f(z1) = —122.44898 = { f(z2) = —124.17823 |

r3=17+2x2=21
f(w2) < fla1) = { f?’(m) = —124.92564 |

x4 =214+4%x2=29

f(xs) < f(x2) = { £ (24) = —120.78300 1 = f(z4) > f(73) = PARAR.

x1 =17 f(z1) = —124.17823
= 3 pontos igualmente espacados { x5 = 21 f (z2) = —124.92564

{ T = (21 429)/2 =25
w3 =25  f(w3) = —123.45679

f(xm) = —123.45679

Tanin = 20.34896
f (@min) = —124.99065

Testar CP: (A = (zo —z1) = 4) < 0.5. Falso, por isso fazer nova iteragao.
22 iteracao - 1 = Tmin = 21.00290,6 = MJ =0.5x 2= 1.0

1 = 20.34896 g = 20.34896 + 1.0 = 21.34896
f(x1) = —124.99065 f (w2) = —124.86696 1

w_1 = 20.34896 — 1.0 = 19.34896
Fla_y) = —124.96578 |

71 =19.34806  f (21) = —124.96578
3 pontos ¢ w3 =20.34896  f(x2) = —124.99065 = {
vy = 21.34806 [ (23) = —124.86696

Testar CP: (A = (z2 — 1) = 1) < 0.5 Falso, por isso fazer nova iteracao.

32 iteragao - 1 = Ty, = 20.01637,6 = M6 =0.5x1=0.5

Minimizante da quadratica {

Flao)> f (o) = {

Tmin = 20.01637
 (Zmin) = —124.99998

1 = 20.01637 72 = 20.01637 + 0.5 = 2051637 (2)> flay) = | 1= 20.01637 — 0
f(z1) = —124.99998 f(z9) = —124.97970 1 2 ! fz_1) = —124.981
xy =19.51637  f(x1) = —124.98128

Tmin = 20.016367
zg = 20.01637  f(x2) = —124.99998 = { o) = —124.99998

z3 = 2051637 £ (x3) = —124.97970

Testar CP: (A = (z9 — z1) = 0.5) < 0.5 Verdadeiro

z* = 20.00624
f(a*) = —125.0

A resisténcia R = 20.00624 é a que maximiza a energia P = 125.

Solugao: {
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5. Uma empresa precisa de usar x; horas de equipamento ao pre¢o (unitdrio) de 6 unidades
monetarias (u.m.) e xg horas de mao-de-obra ao prego (unitdrio) de 2 u.m. para colocar no
mercado um certo numero de produtos. As horas utilizadas de equipamento e mao-de-obra
verificam a relagao

22 + 1 29 = 2500.

Petende-se calcular z1 e 9 de modo a minimizar os custos da empresa.

a) Comece por formular esta situacdo como um problema de otimizagdo sem restrigoes de
uma s6 variavel (por exemplo, em fungao de z1).

b) Resolva o problema usando o método DSC.Com a aproximacao calculada identifique os
valores obtidos para a outra varidvel e para o custo minimo. Na implementacao do DSC
inicie o processo iterativo com x1 = 30. Use § =5, =0.05e M =0.1.

Resolugao

a) Formular o problema min 6x1 + 2x5
sa %+ xae = 2500

2500 — 2
z1

A partir da restri¢do, e fazendo zo = entao

2500 — 22

O problema de otimizagao sem restri¢oes é dado por: min f(z) = 6z + 2
x

b) 12 iteragao - Iniciar algoritmo DSC z1 = 50,6 = 5, = 0.05, M = 0.1

21 = 30 29 =30+5=35
F (1) = 286.66667 Fx2) = 282.85714 |

[ (x2) < f(x1) = { ?3(;)35:—;;1215114? = f(xz3) > f(x2) = PARAR.

Calcular ponto médio.

{ Ty = (35 +45)/2 = 40
f (z) = 285

Escolher 3 pontos igualmente espacados.

r1 =30  f(x1) = 286.66667
1o =35  f(x0) =282.85714
xr3 = 40 f (.1‘3) = 285

Minimizante da quadratica

Tanin = 34.99574
F (Tmin) = 282.85749

Testar CP: (A = (z2 —x1) =5) <0.05

Falso, por isso fazer nova iteragao.

22 iteragao - 1 = Tyin = 34.99574,6 = M6 =0.1 x 5= 0.5

z1 = 34.99574 Ty = 34.99574 + 0.5 = 35.49574
f (1) = 282.85749 f (x2) = 282.84493 |

23 = 35.49574 + 2 x 0.5 — 36.49574
flz2) < fa) = { F(z_1) = 282.98525 1
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1 = 34.99574 f(z1) = 282.85749
T2 = 35.49574 f (z2) = 282.84493

{ Tm = (35.49574 + 36.49574) /2 = 35.99574
3 = 35.99574 f (z3) = 282.88829

f (xm) = 282.88829

Minimizante da quadratica

Tanin = 35.49582
F (Zmin) = 282.84494

Testar CP: (A = (z9 — z1) = 0.5) < 0.05 Falso, por isso fazer nova iteragao.
32 iteracao- 6 = M5 =0.1 x 0.5 =0.05

21 = 35.49582 29 = 35.49582 + 0.05 = 35.54582
Fx1) = 282.84494 f (22) = 282.84680 1

21 = 35.49582 — 0.05 = 35.44582
fle2)> @)= { f(x_1) = 282.84363 1

w1 = 35.44582  f (x1) = 282.84363
Ordenar 3 pontos ¢ x2 = 35.49582  f(x2) = 282.84494
T3 = 35.54582 f (z3) = 282.84680

Minimizante da quadréatica

Tamin = 35.49583
£ (@min) = 282.84494

Testar CP: (A = (z9 — z1) = 0.05) < 0.05 Verdadeiro

o* = 35.49583
(%) = 282.84493

r1 =~ 35.49583, 19 &~ 63.63968 e o0 custo minimo ~ 340.25433.

Solugao: {

Condicoes de otimalidade. Resolucao analitica

6. Dada a funcdo f : R? — R definida por
f(z1,20,23) = 51’% + 23:% + azé — 3223 + 6x122 + Hxo

verifique que ela tem apenas um ponto estacionério. Classifique-o.
Resolugao

Determinar vetor gradiente, V f (z), e matriz Hessiana, V2f (z)

1021 4 629 10 6 0
Vi()=| 4za+621+5 | eVif(x)=| 6 4 0
4a3 — 32 0 0 1223

e Resolver o sistema Vf (z) =0
Da condigao de 1% ordem (resolucao do sistema V f (z) = 0) obtém-se
= (7.5,—12.5, 2)T é ponto estaciondrio de f (x1,x9,x3).

Da condicao de 2% ordem

10 6 0 det (V2f1) =10 >0
Vf@)=| 6 4 0 | =< det(V2fo) =4>0
0 0 48 det (V2f3) =192 >0
Como V2f(z*) é definida positiva, entdo 2* = (7.5, —12.5,2)7 é minimizante.
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7. Considere a funcao
f(zy) =32% =y + 2

Mostre que:

(a) a funcao dada tem um méximo local em (—2,0);
(b) a funcao dada tem um ponto sela em (0, 0);

(c¢) a fungao dada ndo tem minimos.

Resolugao

Determinar vetor gradiente, V f (z), e matriz Hessiana, V2f (z)
[ 6z + 322 2 _(6+6x O
viw = (T ) evrrw= (45 5

(a) Para & = (—2,0)7, da condicdo de 1% ordem
V() = (0,0)"
entao T é ponto estacionario.

Da condicao de 2% ordem

_ 20 — _
V2f () = ( 06 02 > = { SZE EgQ‘?% 126;00 = VQf(a%) ¢ definida negativa
_ ) =

Entdo & = (—2,0)7 é maximizante.
(b) Para Z = (0,0)7, da condicdo de 1% ordem
Vf (@) =(0,0)"
entao T é ponto estacionario. Da condicao de 2% ordem
i, 6 0 det (V2f1) =6 >0 L .
2 _ 1 2 ,
Vif(z) = ( 0 92 ) = { det (V2f,) = ~12 < 0 = V?f(Z) é indefinida
Entdo Z = (0,0)” é ponto sela.
(c¢) Determinacao dos pontos estacionarios

Da condicao de 1* ordem (resolucao do sistema V f (x) = 0) temos que

#=(-2,0" ez =(0,0)" sdo pontos estaciondrios.

A func@o nao tem minimos, pois os pontos estaciondrios, unicos candidatos a minimizantes,
nao verificam as condicOes necessarias e suficientes para serem minimizantes.

8. Dada a funcdo f : R? — R definida por
[z, 20) = 23(1 — 21)% + 2120

verifique se tem maximizantes, minimizantes e/ou pontos de sela.
Resolugao
Determinar vetor gradiente, V f (z)
221(1 — 21)? — 222(1 — 1) + a9 (1 —1)(271 — 423) + 29
Vf(x1,22) = =

X 1
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Da condicao de 1% ordem = resolugao do sistema V f (z1,22) =0

(1 —21)(271 — 422) + 29 =0 T2 =0
Vf($1,$2)20<:> =
I = 0 I = 0
z* = (0,0)" & ponto estaciondrio de f (1, zs).

Determinar matriz Hessiana, V2 f (z1, 2)

—(2z1 —422) + (1 —21)(2 - 8z1) 1 1222 — 1221 +2 1
V2 f (z1,32) = —
1 0 1 0

Da condicao de 2% ordem

det (V2f1) =2 >0

V2f (z*) = V2f(0,0) = - :{det(vzfg):—1<0

Como V2f(x*) é indefinida, entdo x* = (0, O)T é ponto de sela.

9. Considere a fungao
f(x1,20) = 2% + 521 + x5 — 323

Use as condigoes de otimalidade para calcular e classificar os pontos estacionarios da fungao.

Resolugao

Determinacao do vector gradiente e matriz Hessiana da funcao:

3I‘% — 6$2

Da condicao de 1* ordem (resolucao do sistema V f (z1,z2) = 0) temos que

{2x1+520 :>{mx1:—5/2 ;5{ T =—5/2
2

322 — 622 =0 (32 —6) =0 2 =0 ou xzy3=2
Para 1 = —-5/2=29=0 ou zy=2
Assim,
& =(=5/2,0) S
{ %= (=5/2.2) sao pontos estacionérios de f (z1,x2) .

Para & = (—5/2,0), da condi¢ao de 2% ordem:

w_ (20 det (V2f1) =2>0
v2f(”f)_<o —6>:>{det(V2f;):—12<O

Como V2f(#) é indefinida, entdo 2 = (—5/2, 0) é ponto de sela.

Para z = (—5/2,2), da condi¢ao de 2% ordem:

~_ (20 det (V2f1) =2>0
VQf(‘”)_<o 6>:>{det(v2f2):12>0

Como V2f(z) é definida positiva entdo Z = (—5/2,2) é minimizante.
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10. Use as condicoes de optimalidade para calcular os pontos estacionarios da fungao:

flz,y) =2 +y° — 2y’

Com base na condigao suficiente de 2% ordem, classifique-os.

Resolucao

Determinacao do vector gradiente e matriz Hessiana da fungao:

— 2 —
Vi) = ( 22;_ 2giy > ¢ Vf (z) = < —22y 2 —231‘ )

Da condigao de 1% ordem (resolucao do sistema V f (z) = 0) temos que
2z —y> =0 N 22 = 9 N
2y — 22y =0 2y(1—2)=0 x=1 ou y=

Paraz=1= (y=+v2 ou y=—v2)eparay=0=2=0

Assim,
x* = (0,0)
T = ( ,\/ﬁ) sdo pontos estaciondrios de f (z,vy) .

8l
Il

1
(1,-v2)

Para z* = (0,0), da condicao de 2% ordem:

w_ (20 det (V2f1) =2>0
sz(”“")_(o 2):’{det(v2f;)=4>o

Como V2 f(x*) é definida positiva, entdo z* = (0, 0) é minimizante.
Para z = (1, \/ﬁ), da condicao de 2% ordem:

X 2 22 det (V2f1) =2>0
VQf(x):<_2\@ 0 )é{detgv2f3:—8<0

Como V?2f(2) ¢ indefinida entdo & = (1,v/2) é ponto de sela.
Para z = (1, —\/i), da condicao de 2% ordem:

(2 22 det (V2f1) =2>0
V2f<w>—<2¢§ 0 >:>{det(v2f;)=—8<0

Como V2f(z) ¢ indefinida entdo z = (1,v/2) é ponto de sela..
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Otimizacao nao diferenciavel - Método Nelder-Mead

11. Calcule o maximo da seguinte fungéo nao diferencivel

f(x1,22) = —|2122| — 23
usando o método de Nelder-Mead.

Inicie o processo iterativo com o simplex:

()0)(2)

Pare o processo iterativo usando ¢ = 1.2.

Resolucao

Transformar o problema de maximizacao em minimizacao
: 2
min f(z1,x2) = [2122] + 23

{ z = (-1,1)" { zo = (1,0)7 { z3 = (—1,-1)7

f (@) =2 f(z2) =0 fzs) =2
X1 Xo X3
1% iteragcao 57 = << (1) >,( _11 ),< :i >>
0 2 2

z, =27 — X3 = (1,2)7
f(z,)=6
f(zy) > f(X3) = z, é muito fraco = calcular z. (contraido para o interior)

ze=05X3+ (1 —0.5)z = (—0.5,—0.25)"
f () = 0.1875

7= 3(X1+ X2) =(0,05)" {

f(ze) < f(X2) = x. é bom = aceitar x.

X1 X2 X3

Novo simplex (ja ordenado) Sy = << (1) ), ( __00.255 >7 ( —11 >>

0 0.1875 2
Testar critério de paragem

A =max (1, [/ X1]|) =max(1,1) =1

% max (|| X2 — X1l [|[ X3 — X1]l,) = $ max (1.5207,2.2361)

= 2.2361 < 1.2 Falso, nova iteragao
2% iteracao
z, = 2% — X3 = (1.5,—1,25)7

~ _ (Xat+Xs) _ 25 _0.125\T
7 ' (0.25, —0.125) {f(:cr)=3.4375

f(xr) > f(X3) = z, é muito fraco = calcular z. (contraido para o interior)

ze=0.5X3+ (1 —0.5) 7 = (—0.3750,0.4375)"
f (ze) = 0.3555

Como f (z.) > f (X2) = encolher o simplex
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2y = XEX) — (925 —0.125)" ¢ f(x2) = 0.0469
wy = ) — (0,05) e () = 0.25

Novo simplex (ja ordenado)
X X2 X3
53:<(1)( 0.25 )(0)>
0 )\ —0.125 )7\ 0.5
0 0.0469 0.25

Testar critério de paragem:

A =max (1, [/ X1]|,) =max(1,1) =1

+ max (|| X2 — Xil5, | X5 — Xi||,) = 1 max (0.7603,1.118) = 1.118 < 1.2 Verdadeiro
z* = (1,0)7

f(z*)=0

Resolugao em Matlab/Octave

Solucao: {

op=optimset (’Tolx’,1.2);

x0=[1;11;

fun = @(x)abs(x(1)*x(2))+x(2)"2;
[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] = fminsearch(fun,x0,op)

12. Calcule o minimo da seguinte fun¢ao nao diferencidvel
f(a1,w2) = max((z1 — 1)%, 27 + 4(z2 — 1)%)

usando o método de Nelder-Mead. Inicie o processo iterativo com o seguinte simplex:

() GG

Para a paragem do processo iterativo use € = 0.5.

Resolugao
min f(z1,z2) = max((z; — 1)%, 22 + 4(z0 — 1)?)

{ z1=(1,1)7 { z9 = (0,0)" { x5 = (1,07

fz) =1 fz2) =4 flas) =5
X1 Xo X3
1% iteragao 51:<< 1 >,<8>,<é)>
1 4 5

z, =21 — X3 = (0,1)"
f(@) =1

f(X1) > f(x) < f(X2) = x, é bom = aceitar z,

7=1(X1+X2) =(0.5,05)" {

X1 Xo

X3
Novo simplex (ja ordenado) Sy = << 1 >, ( (1) >, < 8 >>
1 1 4
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13.

Testar critério de paragem
A =max (1, || X1]|,) = max (1, 1.41421) = 1.41421

x max (|| X2 — X1y, | X5 — Xilly) = 15y max (1, 1.41421)

=1 < 0.5 Falso, nova iteracao

2% iteracao

= = (05,10 { o =28~ X3 = (10,20

f(zy) > f(X3) = z, é muito fraco = calcular z, (contraido para o interior)

Ze=0.5X35+ (1 —0.5)z = (0.25,0.5)"
f () = 1.0625

Como f (z.) > f(X2) = encolher o simplex

Lo = (XLZ)@) = (05,1.007 e f(z2) =0.25
w3 = XIS — (05057 e f(az) =125

Novo simplex (ja ordenado)

X1 X2 X3
0.5 1 0.5

s={(T)G)(6)
0.25 1 1.25

Testar critério de paragem:
A =max (1, || X1]|5) = max(1,1.11803) = 1.11803

< max (| X2 — X1y, [| X5 — X1l5) = 17is05 max (0.5,0.5) = 0.4472 < 0.5

ot = (0.5,1)"

Solugao: { F(z*) = 0.25

Resolugao em Matlab/Octave

op=optimset(’Tolx’,0.5);

x0=[1;1];

fun = @(x)max((x(1)-1)"2,x(1)"2+4x(x(2)-1)"2);
[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] = fminsearch(fun,x0,op)

Calcule o minimo da seguinte funcao nao diferencidvel

f(x1, 22) = max(|z1], |22 — 1)

usando o método de Nelder-Mead. Inicie o processo iterativo com o seguinte simplex:

() CGHA)

Para a paragem do processo iterativo use € = 0.75.
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Resolucao

min f(z1, ¥2) = max(|z1], [z — 1|
{ v =(1,1)" { vy = (-1,1)7 { g = (0.5,0)"
flz) =1 fxs) =1

X, X X3
1% iteracdo S1 = << 1 >,( _11 ),< 0(')5 >>
1 1

z, = 2% — X3 = (=0.5,2)7
flar) =1
f(zy) > f(X3) = x, é muito fraco = calcular z. (contraido para o interior)
{ ze = 0.5X3 4 (1 —0.5)z = (0.25,0.5)7
f(z:) =05

o=+ X =0

f(ze) < f(X2) = z. é bom = aceitar z,

X1 Xo X3

Novo simplex (ja ordenado) Sy = << 06255 >7 ( i >= < _11 >>
0.5 1

1

Testar critério de paragem

A =max (1, || X1]|5) = max (1,0.5590) = 1
< max (|| X2 — X1l [|[ X3 — X1]l,) = § max (0.9014, 1.3463)

= 1.3463 < 0.75 Falso, nova iteragao
2¢ iteracao

2y = 2T — X3 = (2.25,0.5)7

o (Xi+Xa) g

f(zy) > f(X3) = x, é muito fraco = calcular z. (contraido para o interior)

2o =0.5X3+ (1 —0.5) & = (—0.1875,0.875)"
f(z.) = 0.1875

f(ze) < f(X2) = z. é bom = aceitar z.

Novo simplex (ja ordenado)

X1 X X3

g _ —0.1875 0.25 1
3= 0875 '\ 05 )\ 1
0.1875 0.5 1

Testar critério de paragem:

A =max (1, || X1]|5) = max(1,0.8949) =1

+ max (|| X2 — X1y, [|[ X3 — X1]ly) = $ max (0.5762,1.1941) = 1.1941 < 0.75
3¢ iteracao

z, = 2% — X3 = (—0.9375,0.3750)"

- (atX) (0 0319 g
P ! (0.03125, 0.68755) { f(z,) =0.9375
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f(zy) > f(X3) = z, é muito fraco = calcular z. (contraido para o exterior)

Ze= 0.5z, + (1—0.5)Z = (—0.45315,0.53125)"
f (xe) = 0.46875

f(zc) < f(X2) = &, é bom = aceitar Z.
Novo simplex (ja ordenado)
X1 Xo X3
G — —0.1875 —0.45315 0.25
5T << 0.875 ) ( 0.53125 ) ( 0.5 >>
0.1875 0.46875 0.5

Testar critério de paragem:
A =max (1, || X|y) = max (1,0.8949) = 1
+ max (|| X2 — Xqly, [|[ X3 — Xi1]l,) = 1 max (0.4344,0.5762) = 0.5762 < 0.75

o (01875
—\ 0875

F(z*) = 0.1875

Solucao:

Resolugao em Matlab/Octave

op=optimset(’Tolx’,0.75);

x0=[-1;1];

fun = @(x)max(abs(x(1)),abs(x(2)-1));
[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] = fminsearch(fun,x0,op)

14. Implemente o método que nao requer calculos das derivadas para resolver o problema nao

diferencidvel

min f(z) = |1 — 1] + |21 — 22].
z€ER2

Considere os seguintes pontos para iniciar o
processo iterativo

(4) () -(7)

e use a tolerancia ¢ = 1 no critério de paragem.

Resolucao

min f(x1,x2) = |z1 — 1| + |21 — 22

{ z = (1,-1)" { zo = (0,0)7 { x3 = (2,1)7
f(x1) =2 flx2) =1 f(xs) =1

Ordenar simplex
X1 X

s=(() (D ()
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1% iteragao

z, = 2i — X3 = (1,2)"

7= (X1+Xz) = (1,05) { f ) =1

flar) < f(X3) e

f(zy) > f(X2) = z, é fraco = calcular #. (contraido para o exterior)
&= 0.5z, + (1 - 0.5)7 = (1,1.25)"
f(ze:) =025

f(2e) < f(X2) = & é bom = aceitar I,

Novo simplex (ja ordenado)
X Xs X3

s {2 () ()

1

Testar critério de paragem
A =max (1, | X;]y) = max (1,1.6008) = 1.6008

x max (|| X2 — X1l5, [ X3 — X1l5) = 16505 max (1.6008,1.0308)

r* = 1
o 1.25

f(z*)=0.25

=1 <1 Verdadeiro

Solugao:

Resolugao em Matlab/Octave

op=optimset (’Tolx’,1);

x0=[1;-11;

fun = @(x)abs(x(1)-1)+abs(x(1)-x(2));
[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] = fminsearch(fun,x0,op)

15. Considere a seguinte funcao de R?

f(x1,22) = —/|2129].

calcule 0 méximo de f considerando € = 0.5.
Inicie o método Nelder-Mead a partir de:

() ) (G))

Resolugao

min f(a:l,mg) = v/ ’.%1.%'2’
X1 Xo X3

{?(:;)(ji_l)T {;2(:6—2)(0:,(2))T {ff(x;)(l:’ll)T - Sl:<<8>’(j>’<1>>

0 1 1
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1% iteragao
2 =27 — X3 = (—2,-2)7
flar) =2
f(zy) > f(X3) = z, é muito fraco = calcular z. (contraido para o interior)
{ ze = 0.5X3 4 (1 —0.5)z = (0.25,0.25)"
f(ze) =025

Novo simplex (ja ordenado)
X1

X2 X3
0 0.25 -1
=((0)(33)(2))
0 0.25 1
Testar critério de paragem
A =max (1, [/ X1]|5) = max(1,0) =1
% max (|| X2 — Xi|y, [|[ X3 — Xi1]ly) = 1 max (0.3536, 1.4142) = 1.4142 < 0.5 Falso, nova iteracdo

2¢ iteracao

7 =1(X1+X2) = (~0.5,-0.5)" {

f(ze) < f(X2) = x. é bom = aceitar x.

T, = 2T — X3 = (1.25,1.25)7
f(z,) =125

f(zy) > f(X3) = z, é muito fraco = calcular z. (contraido para o interior)

ze = 0.5X3 4 (1 —0.5) % = (—0.4375,—0.4375)"
f(xe) = 0.4375

7= EFX) — (0.125,0.125)7 {

f(xc) > f(X2) = z. é bom = encolher simplex

py = XE) — (0.125,0.125)7 e f(a2) = 0.125
vy = XIS (05 -05)7 e faz) =05

Novo simplex (ja ordenado)

X1 X X3
G _ 0 0.125 0.5
3= o)\ 0125 )’\ —05
0 0.125 0.5

Testar critério de paragem:

A =max (1, ]| X1|,) =max(1,0) =1

< max (|| X2 — X1l [|[ X3 — X1]l,) = } max (0.17680.7071) = 0.7071 < 0.75 Verdadeiro

()

fazr) =0

Resolugao em Matlab/Octave

Solugao:

op=optimset (’Tolx’,0.5);

x0=[-1;-1];

fun = @(x)sqrt(abs(x(1)*x(2)));
[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] = fminsearch(fun,x0,op)
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Otimizagao diferenciavel - Métodos do gradiente

16. Dada a funcao f : R? — R definida por

f (l’l,xg) = xl:r% + (2 — .%‘1)2

calcule o seu minimo usando o algoritmo de seguranca de Newton.

O processo iterativo deve ser iniciado com o ponto (1,1) e deve terminar quando o critério
de paragem for verificado para ¢ = 0.1. Considere n = 0.0001. Deve, também, implementar
o algoritmo baseado no critério de Armijo para calcular o comprimento do passo «, em cada
iteragao e considere p = 0.001.

Resolugao

Determinacao do vetor gradiente e matriz Hessiana da funcao:

Vf(x):<:c%—2(2—x1)) . v2f(x):( 2 2332)

2r1T9 2z9 273

1¢ iteracgao

L) ( 1 ) Vi (x®) = < —21 ) V2f (zM) = ( g ; >

Célculo da diregao d\’

1) 2 2 ¢! -1
V2 (x0) dyy :—Vf(x(l))@(z z)dN):_< 2 >
<§ ; 12)%(3 3 1 >:>V2f<1>ésingular:>§ﬂd§\1,)

-3
entao dgz)v = =-Vf (x(l)) =— ( _21 ) = dgn ¢é descendente = d(Slj)\, = < _12 >

Célculo do comprimento do passo a(!

(1))

- - (-1 2 )( _12 >_5<o

Condigao de Armijo: 2 <2+ 0.001 (1) (—5) (Falso) = o = «/2

e Paraa=05=2z= ( 1 )+0.5< _12 > = < 165 ), f(z) =025
Condigao de Armijo: 0.25 < 2+ 0.001 (0.5) (—5) (Verdadeiro)

Calculo do novo ponto

2 = 50 4 Mgl — < 1 ) +0.5< _12 > 2@ = < 1(')5 ) f (z®) = 0.25
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Testar critério de paragem

vre) = () I e)l=| ()
2% iteracao
vﬂf(x@)):(g g)

(2)

Calculo da diregao dy
2 20 2 —1
V%@QU¢J=—Vf@®>@(O 3>¢9=—< o)

2 01 2 @) 4 nze o @ (05
(0 30>:>Vf(x )enaosmgular:>dN_ ;

Verificar tipo de direcao:
T
Vf <a:(2)> d%)

=0.5

=1 < 0.1 (Falso) = nova iteragao
2

Se <1< 0.5<0.0001 (F) - diregao nao é ortogonal ao gradiente

Se Vf (x(Q))Td(2) > —-0.5 - direcao nao é i
N >mn< —0.5>0.0001 (F) - direcdo nao é de subida

A
=-0.5

d%) é descendente = dg])v = < 065 >

Cilculo do comprimento do passo a(?

_ 1.5 0.5
() ()
oParaa-léf-(é)
f(l’)Ef(g)Sf(165>+\/~L//$Vf(a:(2))fpd(2)
—_——— —— —

=0.001 =1
—0 —0.25 —05

Condicao de Armijo: 0 < 0.25+ 0.001 (1) (—0.5) (Verdadeiro)

Calculo do novo ponto

2 1.5 0.5 2
o =2 o = ()1 () 0= (5] re)=o

Testar critério de paragem

v ) = ()

wrel,= ()] =001
Solucéo: { = ( (2) >
f(z*)=0
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Resolugao em Matlab/Octave

op=optimset (’Tolfun’,0.1);

x0=[1;1];

fun = @(x)x(1)*x(2)"2+(2-x(1))"2;
[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] = fminunc(fun,x0,op)

17. Considere a fungao

flx1,29) = —sin(zg — 1) — x%

Implemente, no maximo, duas iteracoes do método de seguranca de Newton para determinar
o méximo da funcio f(z1,22). Considere =106, =106, e =1e 2™ = (1,1)7.

Resolucao

Determinacao do vetor gradiente e matriz Hessiana da funcao:

max f(z) = —min(—f(z)) min f(x1,x2) = sin(z — 1) + 3

Y (z) = < cos (Z;%— 1) ) e V2f(z) = < —sm(gl -1) 1203:% )

1¢ iteracao

x(1)=<1> Vf(x(l))=<411> VQf(x(l)):<8 102)

Célculo da diregdo d\’

V2f( 1 )) d(l) Vf( ) & ( 8 102 >d5\17) = — ( i > & Sistema Impossivel

Entao d(Slj)\, = =-Vf (x(l)) = — ( le > = dgn ¢é descendente = Eg])v ( :i )

Cilculo do comprimento do passo a(!)

HORE
OParaa:1:>:E:<_O3)
o)) e w0)5
)
)

—— *1><10 6 g

—80.15856 =1
( 4 —_17<0

Condicdo de Armijo: = 80.15856 < 1+ 1 x 1076 (1) (—1 ) (Falso) = a = a/2

oParaa:O.5:>x=<1>+05( i)—( >,f()—0.52057
Condicao de Armijo: 0.52057 < 1+ 1 x 1076 (0.5) (—17) (Verdadeiro)

o) = 05)

Calculo do novo ponto

1 -1
2@ — 20 4 o) <1>+0.5<_4> e
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Testar critério de paragem

Vf(a®) = ( 08T ) IVF @), = H( L-8Tros >H — 409514 < 0.1 (Falso) =
2

nova iteracao

2% iteragao

0.47943 0
2 (2) =
VA (=) ( 0 12>

Calculo da diregao dS\Q,)

Vif ($(2)) dﬁ) - _Vf (x(g)) o ( 0.47943 O > dS\QI) _ < 0.87558 >

0 12 —4
0.47943 0 | -0.87758 IO —1.83049
0 12 4 N 0.33333

Verificar tipo de direcao:
T

Vf <x(2)> dgg)
=2.93974

T
Se Vf (a;<2>) d? > & —2.93974 > 1 x 107 (F) - direcio nio é de subida
—_———

Se <1 293974 <1 x 107 (F) - diregao nao é ortogonal ao gradiente

=—2.93974

dg\?) é descendente = d(;])v - < _01322%@9 >

Célculo do comprimento do passo a(?

7= 0.5 ta —1.83049
S\ -1 0.33333
—1.33049
—0.66667

L —1.33049 0.5 N @
f($)_f<—0.66667>§f<—1>+ \“/&Vf(QUQ) 7

_ _¢ =1
=1x10 —2.93974

° Paraa-léi-(

=—0.52752 =0.52057
Condigao de Armijo: —0.52752 < 0.52057 + 1 x 107% (1) (—2.93974) (Verdadeiro)

Calculo do novo ponto

(3) — 2 @242 _ ( 05 —1.83049
; v+ adsy (—1 +1{ 0.33333

—0.66667

23 — < —1.33049 ) f(2®) = —0.52752

Testar critério de paragem

—0.68870
Vi) = ( ~1.18519 >

. —0.68870
IVF @), = H( “uossm >H2 — 1.67611 < 0.1 (V)
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Como o nimero maximo de iteracgoes é dois, para aqui o método.
= —1.33049
Solucao: | —0.66667
f(z*) = 0.52752
Resolugao em Matlab/Octave
op=optimset (’Tolfun’,1);
x0=[1;1];

fun = @(x)sin(x(1)-1)+x(2)"4;
[X,FVAL,EXITFLAG,QUTPUT] = fminunc(fun,x0, op)

18. A soma de trés nimeros (z1, z2 e x3) positivos é igual a 40. Determine esses nimeros de modo
que a soma dos seus quadrados seja minima.

Use a relacao da soma para colocar x3 em funcao das outras 2 variaveis.

(a) Formule o problema como um problema de otimizagao sem restrigoes.

(b) A partir da aproximacio inicial (z1,29)") = (10,10), use o método de Seguranca de
Newton (com 7 = 0.00001) para calcular esses numeros, considerando no critério de
paragem € = 0.001 (duas iteragoes). Na condigao de Armijo tome p = 0.001.

Resolucao

(a) Formular o problema  min % + 23 + 23
s.a x]+ a2+ x3 =40

A partir da restricao, e fazendo x3 = 40 — x1 — z2 entao o problema sem restrigdes é dado por:
min f(z) = 22 + 23 + (40 — 21 — x5)?
(b) Determinagao do vetor gradiente e matriz Hessiana da fungao:
. 21’1 —2(40—1}1 —1'2) 2 . 4 2
Viz) = < 2wy —2(40— 21 —w9) ) & V@ =9 4
1¢ iteracao

w-() wen=(B) we=(11)

Célculo da diregao d\’

20 () g0 — _ (1) 42\ o_ (-2 W _ [ 3.33333
V2 f (W) dy Vf(z )<:><2 L) dn 50 )= dn s 33995

Verificar tipo de direcao:
T
v/ (a®) ay

=133.33332

Se

<1< 133.33332 < 0.00001 (F) - diregao nao é ortogonal ao gradiente

T
Se Vf (:c(l)) d\V > 5 < —133.33332 > 0.00001 (F) - direcio nio é de subida
—_—

=-133.33332

d%) é descendente = dg])\, = ( gggggg >
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Célculo do comprimento do passo a(!

s (10, ( 333333
—\ 10 3.33333

13.33333
13.33333

Condicao de Armijo: 533.333333 < 600 + 0.001 x (1) (—133.33332) (Verdadeiro)

Novo ponto |2 — ( 13.33333 ) f (2?) = 533.333333

Paraa:1:>:c:<

13.33333

Testar critério de paragem

V(@) = < :8:888883 ) . [V f (2@)]|, = 0.000003 < 0.001 (Verdadeiro)

13.33333

Solugao: z* = < 13.33333

) f(x*) = 533.333333
Resolugao em Matlab/Octave

op=optimset (’Tolfun’,0.001);

x0=[10;10];

fun = @(x)x(1)"2+x(2) "2+(40-x(1)-x(2)) ~2;
[X,FVAL,EXITFLAG,QUTPUT] = fminunc(fun,x0,op)

19. Uma empresa fabrica e comercializa dois tipos de computadores portateis. O custo de fabrico
de cada um deles decresce a medida que o niimero de unidades produzidas aumenta e é dado
pelas seguintes relacoes empiricas:

1500 2500
61:5+7 02:74-7,
1 T2
em que x1 e x2 sao o numero de unidades de cada um dos portateis produzidos. O prego de
venda dos computadores é tanto menor quanto maior for o niimero de unidades produzidas, de
acordo com as seguintes relacoes:

p1 = 15— 0.001z, p2 = 25 — 0.0015z4

(a) Formule o problema de otimizacao que consiste em determinar quantas unidades de cada
computador a firma deve produzir de modo a maximizar os lucros.

(b) Resolva o problema usando o método de Seguranca de Newton (com 7 = 0.00001). Con-
sidere a seguinte aproximacio inicial (z1,22)(!) = (20,30) e ¢ = 0.001. No critério de
Armijo tome p = 0.001.

(¢c) Com base na aproximagao calculada na alinea anterior ao nimero de computadores pro-
duzidos, a empresa terd lucro?

Resolugao
(a) Formular o problema para maximizar o lucro = z1p1 + xope — r1€1 — T2c2
1500 2500

— 7
331) xo(7 + o

max  x1(15 — 0.001z1) + 22(25 — 0.001522) — 21 (5 +

)
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(b) Problema a resolver
min f(z1,29) = — (1021 — 0.00122 + 1825 — 0.001523 — 4000)

Determinacao do vetor gradiente e matriz Hessiana da funcao:

0.002z; — 10 )

0.002 0
Vi) = < 0.003z5 — 18 )

VQf(@Z( 0 0.003

1¢ iteracao

20 —9.96 0.002 0
W — W) = 2 ¢ (z(0) =
v < 30 > VI () < ~17.91 > VA (=) ( 0 0.003 )

Célculo da diregao d\’

2y D) or (D) 0002 0 \ . _ ( 996 1) _ (4980
VA () dy = -V (@ )@< 0 0003 )N L1791 )T 0N 5970

Verificar tipo de direcao:

Se |Vf (:U(l))T dg\l,)

< n < 156520 < 0.00001 (F) - diregao nao é ortogonal ao gradiente

Se V£ (zM)dY > 5 e —156520 > 0.00001 (F) - diregdo ndo ¢ de subida

d%) é descendente = dg])v — ( gggg >

Célculo do comprimento do passo a(!)

s (20, ( 4980
—\ 30 5970

_ 5000
Paraa=1=2z = < 6000 >

Condigao de Armijo: —75000 < 3261.8 + 0.001 x 1 (—156520) (Verdadeiro)

Novo ponto |z(?) = ( 2888 ) f ($(2)) = 75000

Testar critério de paragem

Vf (ZL‘(Q)) = < 8 > , HVf (x(2))H2 =0 <0.001 (Verdadeiro)

(5000 o
Solucao: z* = < 6000 > f(z*) = —75000

(c) Sim, o lucro é de 75000.

Resolugao em Matlab/Octave

op=optimset (’Tolfun’,0.001);

x0=[20;30] ;

fun = @(x)-(10*x(1)-0.001*x (1) "2+18%x(2)-0.0015*x(2) ~2-4000) ;
[X,FVAL,EXITFLAG,QUTPUT] = fminunc(fun,x0,op)
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20. Trés estacoes elétricas vao fornecer energia, a uma certa regidao, da forma mais econémica
possivel. Os custos individuais de operacao de cada uma das estgoes sao dados por

fi=0.1+0.252
fo = 0.08 + 0.12y + 0.00125y2
f3 = 0.05 + 0.09z + 0.00122 + 0.0001z>

em que x, y e z sdo as energias fornecidas pelas trés estagoes (em MW att).

Calcule o custo total minimo, sabendo que a energia total a ser fornecida é de 100 MW att,
recorrendo ao método de Seguranca de Newton.

Como valores iniciais use (z,y)™) = (30,50), no critério de paragem considere € = 0.5 e tome
n = 0.0001. Como estratégia de procura unidimensional utilize o critério de Armijo com
w=0.01.

Nota: use a restricao relacionada com a energia a fornecer, para eliminar uma das variaveis,
por exemplo z = 100 — y — z.

Resolugao

Formular o problema

min 0.1 + 0.25z + 0.08 + 0.12y + 0.00125y2 + 0.05 + 0.09z + 0.00122 + 0.00012>
sa x+y+2z=100

Fazendo x = 100 — y — z o problema a resolver é:

min f(y, 2)

25.23 — 0.1y + 0.00125%% — 0.16z + 0.0012% + 0.000123

Vetor gradiente e matriz Hessiana da funcao:

B —0.13 + 0.0025y ) _(0.0025 0
VIiy:2) = ( —0.16 + 0.002z + 0.000322 ) ¢ Vifly2) = < 0 0.002+ 0.00062 )
1¢ iteracao

(y,2)M) = < o > Vi ((y, )W) = < By > V2 (4, 2)V) = < M0 oo >

Célculo da diregdo d\y)

9 1y 0 _ 1) 0.0025 0 1 _ _ ( —0.055 (1) _
Vi (w2 dy ==V ((6:2) )‘:)< 0 0032 )N 069 )7 N

Verificar tipo de direcao:

Se

Vi ((y, z)(l))TdE\I,)‘ <1< 16.088125 < 0.0001 (F) - direcao nao é ortogonal ao gradiente

Se Vf ((y, z)(l))ng\lf) > n < —16.088125 > 0.0001 (F) - direcao nao é de subida

d%) é descendente = d(s2])v = ( —212?)625 >

Cilculo do comprimento do passo a(!)

(y,2) = < 28 > +a< —212;625 )

_ 52
Para o =1= (y,2) = < 28.4375 )

Condigdo de Armijo: 20.40841 < 29.455 + 0.01 x 1 (—16.088125) (Verdadeiro)
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Novo ponto (y,z)(Q) = < 28.542375 ) f (a:(Q)) = 20.40841

Testar critério de paragem

VI ((y:2)®) = ( 0 1??948 ) . |IVF (5, 2)@) ]|, = 0.13948 < 0.5 (Verdadeiro)

- . 52 X
Solucdo: (y,z)* = ( 98 4375 ) f((y,2)*) = 20.40841

O custo total minimo é de 20.40841, cuja energia fornecida por cada estagao é: x = 19.5625,
Yy =052ez=284375.

Resolugao em Matlab/Octave

op=optimset (’Tolfun’,0.5);

x0=[30;501;

fun = @(x)0@(x)25.23-0.1*x(1)+0.00125*x (1) "2-0.16*x(2)+0.001*x(2) "2+0.0001*x(2) "3;
[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] = fminunc(fun,x0,op)

21. Dada a funcdo f : R? — R definida por
f (.11, xg) = x% + .%'% — T1T2

calcule o seu minimo usando o algoritmo quasi-Newton (férmula de atualizacao DFP). O pro-
cesso iterativo deve ser iniciado com o ponto (1, 0) e deve terminar quando o critério de paragem
for verificado para € = 0.02. Para calcular o comprimento do passo «, use, em cada iteracao o
critério de Armijo com p = 0.001.

Resolucgao

Determinacao do vetor gradiente da fungao:

viw=( 5 )

2r9 — T

1¢ iteragao

orm-sr(3)-( %)

Cilculo da direcdo dy)

1
oy = —HOVf (20) & d5) =~ ( .

!

dS])v = < _12 > e é descendente (V£ (z(¥)) dS])V <0)

Cilculo do comprimento do passo a(!)

- _ o _ (1 —2
ﬂz—x()+adQN—<0>+a< 1>
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oParaa:1:>a::(_11>

£ (@) < £ (@D) + pav s (z0)" o)

T
()=o) eem(o) ()
————— ~—— =0.001 =1

3 =1 =5
Condigao de Armijo: 3 <14 0.001 (1) (—5) (Falso) = o = «/2

_ 1 —2 0 _
oParaa—O.5:>x—<0>+O.5< 1 >_<O.5> f(z) =025
Condigao de Armijo: 0.25 < 1+ 0.001 (0.5) (—5) (Verdadeiro)

Calculo do novo ponto

1 -2
ﬂmzﬂn+wmgg:<o)+o5<l )

) — ( O > f (=) =025

Testar critério de paragem
0 —0.5

(2) = =

Vf(x)—vf<o.5> < 1 )
f (ac )H2 = 1 = 1.118 < 0.02 (Falso) = nova iteragao
2

2% iteragao
Calculo da direcao dgj)v

Calcular a matriz H® pela férmula de atualizacdo DFP
H(l)y(l)y(l)TH(l) s(DgMT
y(l)TH(l)y(l) 5(1)Ty(1)

0 1 -1
(1) = 2@ _ 40 = _ -
oo E T (0.5) (0) (0.5)

yD =Vf (2?) - Vf (z0) = < _(1)'5 ) - ( _21 ) - ( _;.5 >

Célculo dos escalares dos denominadores

H? — g) _

T —2.5
sy = (-1 05) < 5 > =254+1=35

gy My () = (-25 2) ( (1) (1) ) ( _3'5 ) =6.25+4=10.25

Calculo das matrizes dos numeradores

NCI Y R _( 1 705
o (0.5>( L 05) (—0.5 0.25
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(1),,(1), M7 @) _ —2.5 _ _ (625 =5
H Yy Wy H I<2>(2.52)I<_54

(6.25 —5> ( 1 —0.5)
10 -5 4 —0.5 0.25
2 — _

10.25 * 3.5
_ L 0 0.6098 —0.4878 " 0.2857 —0.1429
N 01 —0.4878  0.3902 —0.1429 0.0714

_ <O.6759 0.3449)

0.3449 0.6812

Calculo da diregio djy

2 _ @ @y _ _ [ 0.6759 0.3449 —0.5 ) _ [ —0.0070
don HEVT (x ) 0.3449 0.6812 1 —0.5088
Verificar se a diregao é descendente

Vi) a5y = (05 1) < :828;2 ) — —0.5053 < 0

= d(gz)v é descendente

2) _ ( —0.0070
N\ —0.5088
Célculo do comprimento do passo a!
- _ @) 2 _ 0 —0.0070
T=a Fadgy ( 05 ) T\ —0.5088

—0.0070
—0.0088

£ (@) < f (@) + paV () d5)

T
~0.0070 0 0 ~0.0070
<
f< —0.0088 > = f( 0.5 ) * i;i‘ﬁl-«vf( 0.5 > < —0.5088 >
=0.001 =

=0.00006484 =0.25 ——0.5053
Condigao de Armijo: 0.00006484 < 0.25 + 0.001 (1) (—0.5053) (Verdadeiro)

Calculo do novo ponto

@) — 2@ L @2 0 —0.0070
x o\ + dQN <0.5 +1 05088

—0.0070
(3) = (3)) —
T <_0_0088> S (z®)) = 0.00006484

—~

d

o

2)

° Paraa:1:>:i:<

Testar critério de paragem
: —0.0070 —0.0052
3)) = -
V() = vf( —0.0088 ) < —0.0106 >
|V f ()], =0.0118 < 0.02 (Verdadeiro)
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Solucao:
. < —0.0070

T* =~ —0.0088> f* ~0.00006484

Resolugao em Matlab/Octave

op=optimset(’Tolfun’,0.02, ’HessUpdate’, ’DFP’);
x0=[1;0];

fun = @(x)x(1)"2+x(2)"2-x(1)*x(2);
[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] = fminunc(fun,x0,op)

22. Numa situagao monopolista, o rendimento de uma empresa face a venda de um produto ou
servico depende do nivel de produgao z. O rendimento é uma funcao crescente de z mas tende
em direccao a uma assimptota assim que o mercado fica saturado.

Considere a seguinte fungao rendimento
R(z) =2"/(1+2%)

que depende da producao z dada por z = x}/ 21:§/ 2, em que xp representa o capital e zo o

trabalho. Supondo que a fungao lucro é dada por
m(x1,22) = R(z) — 0.04z1 — 0.0622

calcule o lucro maximo que a empresa pode ter. Use o método quasi-Newton (com férmula
BFGS). Como aproximacao inicial use o ponto (2,1). Faga apenas duas iteragbes. Use na
paragem do processo iterativo e = 0.1. No critério de Armijo use p = 0.001.

Resolugao

Formular o problema
2
et

— 0.0421 — 0.06x2
2
(14 21%4)

max 7(x1,x2) = R (1:1/21%/2) —0.04z1 — 0.06x9 =

max _nr 0.0421 — 0.06x2
1+ 2129

(b) Problema a resolver
12

min f(z1,r2) = — <1+$1x2

Determinacao do vetor gradiente e matriz Hessiana da funcao:

— 0.04z; — 0.06:02)

€2

004 - —————

(14 2122)2
Vi) = )
1

0.06 — ———

(1+ z122)?

1¢ iteracao

) 5 —0.0711
L — < X > V(W) = Vf( 1 > = ( ~0.1622 )

Calculo da direcao dSJ)V

M g (1) m _ (10 —0.0711 \ _ ( 0.0711
doy = —HIIV S (#7) = day 0 1 —0.1622 0.1622
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0.0711

Vi (a®)" d5) = (—0.0711, -0.1622) < 01629

(1 _ ( 0.0711
= |don = ( 0.1622

Cilculo do comprimento do passo a(!)

T=aFadgy (1 el 01622

2.0711
1.1622

£ (@) < f (@) + pav f (z0)" a5

T
2.0711 2 2 0.0711
<
f<1.1622)—f<1>+\“/$ﬁ-«vf<1> <0.1622)
—_——— —

=0.001 =1

> = —0.03114 < 0 ¢ descendente

° Paraa:1:>:c:<

—0.5539 —0.5267 ——0.03114
Condigao de Armijo: —0.5539 < —0.5267 4 0.001 (1) (—0.03114) (Verdadeiro)

Calculo do novo ponto

@) _ (1) oW _ [ 2 0.0711
T v+ o dQN <1 +1 0.1622

2@ = < s ) f (z®) = —0.5539

Testar critério de paragem
2.0711 —0.0601

Vi(=®) = Vf( 1.1622 > - ( —0.1184 >
—0.0601

Vs (:E(Q))HQ - H( —0.1184 )

(2)

Calculo da diregao dQ N

= 0.1328 < 0.1 (Falso) = nova iteragao
2

Calcular a matriz H?) pela férmula de atualizacao BFGS
Dy@" 1 g7 1) )7
H® = [1- M gO (- y(Ds) N s 1)
s yM sOTyM ) T sHT )
2.0711 2 0.0711
(1) — .2 _ .1) — B _
s T z ( 1.1622 > < 1 > ( 0.1622 >

—0.0601 —0.0711 0.0110
M = @) _ Wy — _ _
Yy =VE ) Vi) < —0.1184 ) < —0.1622 > ( 0.0438 )

Calculo dos escalares dos denominadores

0.0110

(D74 (1) =
sy (0.0711 0.1622 ) < 0.0438

) = 0.0079
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Célculo das matrizes dos numeradores

1,7 _ ( 0.0711 _ ( 0.0008 0.0031
o (0.1622 (0011000438 ) = { 5015 00071

1.7 _ ( 0.0711 _ ( 0.0051 0.0115
58 01622 ) (00711 0.1622) 0.0115 0.0263
yW s = PO ) (00711 01622 )1 = < 0.0008 0.0018 )

0.0031 0.0071

0.0008 0.0031 0.0008 0.0018
0.0018 0.0071 10 0.0031 0.0071
B 0.0079 0 1) 0.0079

0.0051 0.0115
0.0115 0.0263 )  / 1.6072 1.2112
0.0079 ~\ 1.2112 3.3913

Calculo da diregio djy

2 _ @ @y _ _ ( 16072 1.2112 —0.0601 \ _ ([ 0.2400
don BV ] (33 ) 1.2112 3.3913 —0.1184 0.4743
Verificar se a diregao é descendente

0.2400

Vi (2®)"d5) = (~0.0601 —0.1184 ) < 04743 oN

a2 0.2400
QN 0.4743
Célculo do comprimento do passo o

o) (2011 0.2400
T=a Fadgy (1.1622 T\ 04743

2.3111 )

) = —0.0706 < 0 = d(2) é descendente

1.6365
_ T
1@ < f (@) +pavi (@) dg)
Condigao de Armijo: —0.6003 < —0.5539 4 0.001 (1) (—0.0706) (Verdadeiro)

Calculo do novo ponto

(3) _ ..(2) 2) 42 _ 2.3111
v =@ oy <1.6365

° Paraa-léi’-(

20 — < fg?l)é; ) f (z®)) = —0.6003

Testar critério de paragem
2.3111 —0.0316
G = =
VI (@) = Vf( 1.6365 ) ( —0.0411 )
|V f ()], = 0.0518 < 0.1 (Verdadeiro)
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23.

Solucao:

. < 2.3111

~ 1.6365) 7™ ~ 0.6003

Resolugao em Matlab/Octave

op=optimset (’Tolfun’,0.1, ’HessUpdate’, bfgs’);

x0=[2;1];

fun = @(x)-((x(1)*x(2))/(1+x(1)*x(2))-0.04*x(1)-0.06%*x(2));
[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] = fminunc (fun,x0,op)

Suponha que pretendia representar um nimero A positivo na forma de um produto de quatro
factores positivos x1,x2,x3 € x4. Para A = 2401, determine esses factores de tal forma que a
sua soma seja a menor possivel.

(a) Formule o problema como um problema de otimizagao sem restrigoes.

(b) A partir da aproximacio inicial (x1,z9,23)(Y) = (6,7,5), use o método quasi-Newton
baseado para calcular esses factores (com férmula DFP). Considere para paragem do
processo iterativo € = 0.15. No critério de Armijo use p = 0.001.

Resolucao

a) Formulagao do problema sem restrigoes:

min x; +x2 + 3 + 24

s.a  rixoxzry = 2401
. .. .. 2401 5
Utilizar a restrigao para tornar o problema sem restrigoes. Fazendo x4 = entao
L1203
2401
max f(xl,xg,:):g) =x1+x9+ T3+
T1X2X3

b) Vetor gradiente da fungao:

1— 2401
2

01

vf (l’) = 1= T1T2T3

1 2401

- 2

T1T2T5

Solugao no final da 12 iteragcao Solugao no final da 22 iteragao

6.9056 6.9635
23 = 7.6333 23 = [ 7.5824
6.2867 6.4576

) = 28.0709

B = 28.0453

Solugao final:

2402
1~ 6.9635 x9~ 7.0824 1x3~6.4576 x4 =

T1T2X3

= 7.0418 e soma = 28.0453

Resolugao em Matlab/Octave

op=optimset (’Tolfun’,0.15, HessUpdate’,’dfp’);
x0=[6;7;5];

fun = @(x)x(1)+x(2)+x(3)+2401/ (x (1) *x(2)*x(3));
[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] = fminunc(fun,x0,op)
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24. O lucro, em milhares de euros, da colocagao de um sistema elétrico é dado por
L(x1,22) = 2021 + 2629 + 42129 — 4x% — ng

em que x; e xo designam, respetivamente, o custo da mao de obra e do material. Calcule o
lucro maximo usando o método quasi-Newton (com a férmula DFP), considerando na paragem
do processo iterativo € = 0.0001. Tome a seguinte aproximagao inicial (0,0). No critério de
Armijo use p = 0.001.

Resolucao
max L(x1,x2) = min(—L(z1,x2))

Problema a resolver pelo método quasi-Newton (com a férmula DFP)
min — (2021 + 2672 + 4z129 — 427 — 323)
Vetor gradiente da funcao:

. —20 — 4x9 + 811
V(@)= ( —26 — 421 + 61 )

Solucao:
12 iteragao 22 iteragao 32 iteragao 42 iteragao
o (10 ) _ [ 74968 Ly _ [ 64572 ) _ (70001
13 8.6344 8.8709 9.0002
f@ =—151 @) = —184.8852 f® = —186.0517 ) = —187

O lucro méixmo é de 187, com um custo de mao de obra de 7.0001 e de material de 9.0002.

Resolugao em Matlab/Octave

op=optimset (’Tolfun’,0.0001, ’HessUpdate’,’dfp’);
x0=[10;13];

fun = @(x)-(20*x (1) +26*x(2) +4*x (1) *x(2) -4*x (1) "2-3*x(2) "2) ;
[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] = fminunc(fun,x0,op)

25. Dada a funcdo f : R? — R definida por
flar,22) = (21 — 1)* + (22 — 1)°

calcule o seu minimo usando o método quasi-Newton (com férmula de atualizagdo BFGS). O
processo iterativo deve ser iniciado com o ponto (2,1.1) e deve terminar quando € = 0.02. No
critério de Armijo use p = 0.001.

Resolucao

Vetor gradiente da funcao:
2(:B1 — 1)

vf (JE) = ( 3(33‘2 o 1)2 )
1¢ iteragao

) 9 2.0000
L) — < 5 ) V() ZVf< 1.1 ) = < 0.0300 )

Calculo da direcao dSJ)V
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M _ g (1) m __ (10 2.0000 \ _ ( —2.0000
don = —HIVS (@) & doy (0 1)\ 0.0300 —0.0300

Vi (a®)" di = (2.0000, 0.0300) ( —2:0000

—0.0300 > = —4.0009 < 0 ¢é descendente

W _ { —2.0000
= |don = ( —0.0300

Célculo do comprimento do passo a(V)
T=wtadoy ( 11 ) T\ —0.0300

0.0000 )

e Paraa=1=2x= < 1.0700

_ T
F@) < (@) + pavf (z0)" dg)
Condigao de Armijo: 1.0049 < 1.0100 + 0.001 (1) (—4.0009) (Verdadeiro)

Calculo do novo ponto

@ _ (1) g _ [ 2 —2.0000
T 4+ « dQN (1'1 +1 00300

2@ = < 00000 ) f (2®) = 1.0049

1.0700

Testar critério de paragem
0.0000 —2.0000
2)) = —
Vi) =vi < 1.0700 > < 0.0147 >

—2.0000
Vi(z®)], = H( ) H = 2.0001 < 0.02 (Falso) = nova iteragao
[V (=), 0.0147 )

2% iteragao

Cileulo da diregdo dy)

Calcular a matriz H® pela férmula de atualizacio BFGS
1), 17T 1) ()7 1) ()7
7@ _ I—S( )y 7O I—y( )s(M) +s( )s(M)
s () PICORPYCY PICORPYICY

D) — @) _ 1) — < —2.0000 )

—0.0300

—4.0000
yH =Vf (2®) -V (W) = < —0.0153 )

7@ _ 0.5000 —0.0075
N 0.0037  1.0001

Calculo da direcdo diy)

@ _ e (2 _ [ 05000 —0.0075 ~2.0000 \ _ ( 1.0002
don = —HPVf (21%) 0.0037  1.0001 0.0147 —0.0074

Verificar se a diregao é descendente

1.0002

v/ (w@))ng}V = ( —2.0000 0.0147 ) ( —0.0074

> =-2.0004 <0 = dgj)v é descendente
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d

O

2 1.0002
N —0.0074
Célculo do comprimento do passo a(?

oy @) (0.0000 1.0002
T=a Fadgy (1.0700 T\ —0.0074

1.0002
1.0626

° Paraa:1:>:c:<

£ (@) < f (@) + pavf ()" d5),

Condigao de Armijo: 0.0039 < 1.0049 + 0.001 (1) (—2.0004) (Verdadeiro)

Calculo do novo ponto

(3) — (2) 2) 42 _ 1.0002
' v+ adon (1.0626

2(3) — < 1.0002 ) f (2®) = 0.0039

1.0626

Testar critério de paragem
1.0002 0.0003
V(@) = vf( 1.0626 ) ( 0.0118 >
|V f ()], = 0.0118 < 0.02 (Verdadeiro)

Solucgao:
. < 1.0002

1.0626) 7 ~ 0.0039

Resolucao em Matlab/Octave
op=optimset (’Tolfun’,0.02, HessUpdate’, ’bfgs’);
x0=[2;1.1];

fun = 0(x) (x(1)-1)"2+(x(2)-1)"2;
[X,FVAL,EXITFLAG,QUTPUT] = fminunc(fun,x0,op)
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