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Introdugdo

Otimizacao

A otimizac3o:
@ surge em processos de tomada de decisdo quando se pretende atingir
o melhor resultado possivel,

@ é um dos objetivos dos profissionais das areas das Ciéncias de
Gestao e Engenharia — embora também surja noutras areas: ciéncias
aplicadas, economia, financas, medicina e estatistica;

... estd relacionada com a maximizacao ou minimizacao de modelos
matematicos - funcao objetivo ‘

... em certos casos, as variaveis de decisao estdo sujeitas a condi¢oes,
designadas restricoes ‘
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Introdugdo

Classificacdo de problemas

De acordo com as caracteristicas da funcdo objetivo e das restricGes, os
problemas de otimizac3do sdo divididos em Problemas de Otimizac3o Linear
e Problemas de Otimizacao Nao Linear:

@ Otimizacdo Linear: se a funcdo objetivo e as restricdes sdo lineares;

e Otimizacao Nao Linear: se a fungdo objetivo e/ou as restricdes
contém funcdes n3o lineares nas varidveis;

@ casos particulares mais ficeis de resolver:

problemas quadraticos
problemas convexos (fun¢des convexas)
problemas sem restri¢Ges
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Introdugdo

Classificacdo de problemas de otimizacao

Quanto ao ndmero de restricoes

e Problema sem restri¢des e Problema com restricoes
I Funcdo objetivo [[ Funcdes de restricdo || Nome I
H linear H lineares H Programacgdo Linear H
H quadratica H lineares H Programagdo Quadratica H
polinomial (grau> 2) lineares
genérica (envolve
fungBes trigonométricas, lineares
exp, log, fungdo inversa, ... )
quadraticas
linear polinomiais Programacao
genéricas Nao
quadraticas Linear
quadratica polinomiais
genéricas
quadraticas
genérica polinomiais
genéricas
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Introdugdo

Outras classes de problemas

Outras diferencas que distinguem os problemas de otimizag3o:
o diferencidvel vs n3o diferencidvel

sem restricoes vs com restricoes

unidimensional vs multidimensional

CONVEXO VS N30 CONVEXO

pequena/média dimens3o vs grande dimensio

continuo vs discreto

deterministico vs estocastico

uniobjetivo vs multiobjetivo,

obrigam a uma escolha adequada de métodos de resolugao.
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Introdugdo

Caracteristicas dos problemas

imizacéio no linear
(calcular maximos e minimos de uma fungao - fungdo objectivo - que depende de
ou mais variaveis
pode ou néo haver restrides nos valores que as variaveis podem tomar

uma variavel ?

Método DSC

fungdes diferenciaveis ?

Método de Nelder-Mead

existem resticdes
nas variaveis ?

Método da Programagéo
Quadrética Sequencial Método de Seguranca de Newton
Método primal-dual Método quasi-Newton

de pontos interiores. )
iétodo dos gradientes conjugadof
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Introdugdo Exemplos de formulagdo

Exemplo 1

Tendo como objetivo fabricar latas cilindricas com um volume de 1000
cm? e tapa-las em ambas as extremidades, qual devera ser o raio da base e
a altura da lata de modo a minimizar a quantidade de placa metalica, em
termos de drea superficial?
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Introdugdo Exemplos de formulagdo

Exemplo 1 (cont.)

Area Total /-/\rea,etgnguk, + 2 x Areac;rcub @
= base x h+2 (7Tr2) .
= Perimetrocircuio X h + 27r? "
= 2mrh+ 2wr? Q
Volume = #r¥xh

1000 = 7r>x h

Formulacdo do problema:

minimizar A(r, h) = 27rh 4 27r?
sujeitoa  wr’h = 1000

Problema com 2 variaveis e 1 restricao
Problema multidimensional com restricoes
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Introdugdo Exemplos de formulagdo

Exemplo 1 (cont.)

Este problema pode ser transformado num problema sem restricoes e

1
uma variavel: 1000 =7’ x h< h= 0?20
T
Substituindo em A(r, h) vem
1 2
A(r):2ﬂr%—|—2ﬂ'r2 @_’_27‘. #0
T

Formula¢do do problema:

2000
in A(r)=——+2n
min (r)= Tt r#0

Problema com 1 variavel e sem restricoes
Problema unidimensional sem restricGes
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Introdugdo Exemplos de formulagdo

Exemplo 2

O produto de trés nimeros positivos ¢ igual a A (dado). Determine esses
nlimeros por forma que a sua soma seja maxima.

Problema com 3 varidveis e com 1 restricao

maximizar x3 +xo + X3
sujeito a X1xox3 = A

A _
Sendo x3 = —— e substituindo =
X1X2

Problema com 2 varidveis sem restricoes

A
max X1 +Xxp + —, X17X27£0
X1,X2 X1X2
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Introdugdo Exemplos de formulagdo

Exemplo 3

Uma empresa de sumos de frutas pretende lancar no mercado embalagens
de sumos com capacidade de 1.5 litros e com a forma de um prisma
quadrangular regular, como mostra a figura.

Calcule o comprimento da aresta da base, x, e a altura da embalagem, h,
de forma que a drea superficial total seja minima.

Formula¢do do problema:

minimizar 2x2 + 4xh (1)
s.a x2h=1.5
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Otimizag3o n3o linear unidimensional sem restricdes

Formulacdo de um problema sem restricoes

min £(x) (2)

n representa o nimero de varidveis no problema.

problema diz-se unidimensional
e Sen=1=

x € escalar
[ problema multidimensional
X1
eSen>1— X2 , . -
X = ) € vetor de dimens3o n
Xn
Ana Maria A. C. Rocha (DPS-UM) ONL - Otimizagdo n3o linear

12/53



Otimizag3o n3o linear unidimensional sem restricdes Classificagdo de minimos (e maximos)

Minimos vs maximos

max f(x) = — min(—f(x)) J

x* = argmax (f (x)) = arg min (—f (x))
maxir::izante minimizante

3of f(x)=(x-1)2+4 1

(x*)

-f(x*)
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Otimizag3o n3o linear unidimensional sem restricdes Classificagdo de minimos (e maximos)

Classificagdo de minimos (e maximos)

Seja V/(x,0) uma vizinhanga (bola aberta) de x* de raio § (6 > 0).
x* é minimizante local forte (fraco) se 36 > 0:

o f(x) é definida em V/(x*,9)
o f(x*) < (L) f(x), Vx € V(x*,9); x # x*

10

\ T~ t { LS

minimo minimo minimo
local forte local fraco global forte
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Otimizag3o n3o linear unidimensional sem restricdes Classificagdo de minimos (e maximos)

Classificagdo de minimos (e maximos)

min(max)imizante global = min(max)imizante local

min(max)imizante local 4 f convexa (cdncava)
= min(max)imizante global

Non convex function Convex function

PP PP SR PP P P

Local minimum might not Local minimum is a global
be a global minimum minimum
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Otimizag3o n3o linear unidimensional sem restricdes Classificagdo de minimos (e maximos)

Classificagdo de minimos (e maximos)

x* é maximizante local forte (fraco) se 36 > 0:
e f(x) é definida em V/(x*,9)
o f(x*)> (>)f(x) Vx € V(x*,0); x # x*

40 1o

(méximos e minimos fortes) (maximos e minimos fracos)

55
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Otimizag3o n3o linear unidimensional sem restricdes Classificagdo de minimos (e maximos)

Classificagdo de minimos (e maximos)

x* é minimizante global forte (fraco) se f(x*) < (<) f(x), para todo o x
que pertence ao dominio de f(x) (onde a fung3o é definida);

R
IR
AN

(2 minimos globais e 4 minimos locais)
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Otimizag3o n3o linear unidimensional sem restricdes Classificagdo de minimos (e maximos)

Classificagdo de minimos (e maximos)

x* é maximizante global forte (fraco) se f(x*) > (>)f(x) para todo o x
que pertence ao dominio de f(x) (onde a fungdo é definida);

(méximos globais fracos)

Nota: Todo o 6timo global é local; no entanto, um étimo local pode ndo
ser global.
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Otimizag3o n3o linear unidimensional sem restricdes Classificagdo de minimos (e maximos)

Problema unidimensional (n=1)

Exemplo 1 Exemplo 2
min f(x) = x* 4+ 2™~ min f(x) = x>
xeR x€R

Minimizante

(tem 1 minimo) (ndo tem minimos)
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Otimizag3o n3o linear unidimensional sem restricdes Condigdes de otimalidade

Condicoes de otimalidade

Assume-se que f(x) é continuamente diferencidvel até a 22 ordem.

Condigdo necesséria (e suficiente) de 12 ordem:

Se x* é uma solugdo do problema (2) (n = 1) entdo
o f'(x*)=0.

Nota: A condi¢do f'(x*) = 0 define os pontos estaciondrios de f (x):
minimizante (como no exemplo 1), maximizante, ou ponto de inflexdo
(como no exemplo 2).

Condicdo necesséria de 22 ordem (para ser mnimizante):

Se x* é uma solugdo do problema (2) (n = 1) que satisfaz a condigdo de
19 ordem, ent3o

o f(x*) >0.
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Otimizag3o n3o linear unidimensional sem restricdes Condigdes de otimalidade

Condicoes de otimalidade

Condicao suficiente de 22 ordem:

Se x* é um ponto que verifica a condicdo de 1° ordem e se

o f"(x*)>0

entdo x* € um minimizante local forte de (2).

Nota: As condicdes necessérias e suficientes de 29 ordem para um
maximizante s3o respetivamente

o f"(x*) <0

o f(x*) <0.
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Método DSC

Métodos de resolucao para problema unidimensional

inf
TR
@ Métodos de procura (ou pesquisa) direta (que ndo usam derivadas)

@ Métodos de aproximacao

@ Métodos mistos

O método de Davies, Swann e Campey (DSC):

@ ¢ iterativo que s6 usa informac¢ao da funcdo objetivo f
@ ¢ do tipo misto (tem uma fase de procura e uma fase de aproximag&o)
@ a fase de aproximacdo usa interpolagao quadratica

@ é para problemas de otimizac3o unidimensionais.
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Método DSC

Método DSC

© Fase de procura
- procura no sentido positivo e/ou sentido negativo
- constrdi, em cada itera¢do, 3 pontos igualmente distanciados que
definem um intervalo que contém o minimizante da funcao
- compara apenas os valores da funcido objetivo em diversos pontos.

@ Fase de aproximacao
- seleciona 3 pontos igualmente distanciados que definem um
intervalo que contém o minimizante da funcdo objetivo
- aproxima a func3o nesse intervalo por uma quadratica e usa o seu
minimizante como aproximac¢do ao minimizante da func3o.

@ Critério de paragem (CP)
- é baseado na distancia entre os pontos que foram usados na
aproximagdo quadratica.
- se o CP for verificado entdo o minimizante da quadratica é a melhor

aproximacao a solucdo.
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Método DSC

Método de Davies, Swann e Campey (DSC)

Em qualquer iteracdo

a procura comecga com uma aproximacao inicial a solucdo, designada xi, e
uma perturbacdo § > 0.

1. procura no sentido positivo
A partir do x; e no sentido positivo, calcula-se uma sequéncia de pontos
X2, X3, X4, ...

distanciados, respetivamente, de 6, 20, 49, 89, ...

X1
X =x1+0

X3 = xo + 26

X = Xk—1 + 2k=25

até que no ponto xj se tenha f(xg) > f (xk_1).
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Método DSC

Método de Davies, Swann e Campey (DSC)

Nesta altura, tem-se
e < X < Xp—1 < Xk
em que f (xxk—2) > f (xk—1) e f (xk—1) < f (xx) e a disténcia entre xj e

Xk—1 € duas vezes a distancia entre xx_1 € Xi_o.
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Método DSC

Método de Davies, Swann e Campey (DSC)

@ Calcula-se o ponto médio do ultimo intervalo:

X+ Xk_1
Xm =Ty

e fica-se com 4 pontos igualmente espacados

Xp—2 < Xk—1 < Xm < X

@ Para a aproximacdo quadratica, é necessario seleccionar trés dos
quatro pontos.
Comparam-se os valores de f (x) nos dois pontos interiores do
intervalo:
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Método DSC

Método de Davies, Swann e Campey (DSC)

@ Se f(xk_1) < f(xm) entdo escolhem-se os pontos xx_2, Xk—1 € Xm
sendo (f (xk—1) > f (xm)) escolhem-se os pontos Xxx_1, Xm € Xk

35-

30-

250

201

i

I

- E 3
X X, Xy X, X,
e |
x.

4
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Método DSC

Fase de aproximacao do método DSC

AIN q O minimizante da quadrética, x*(q), que passa por estes trés pontos
(nesta fase, redefinidos por x; < xp < x3) determina-se por

f(x1) — f(xs)
(f (x3) —2f (x2) + f (x1))

x*(q) :X2+A2

com A = (x2o — x1) = (x3 — x2).

Critério de paragem:

verificar se a distancia entre os pontos que foram usados para construir a
quadrdtica ndo excede ¢ >0 (= 0):

(e—x1)=(x3—x)=A<e
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Método DSC

Paragem do método DSC 7

i) Se o critério de paragem for verificado, o processo iterativo termina,
sendo x* (g) a melhor aproximag3o calculada a solugdo;

i) Se o critério de paragem n&o se verificar, o processo repete-se e o
minimizante da quadratica, x* (q), passa a ser o x; da nova iteragdo.
A perturbacido § também deve ser reduzida através de: 6 = MJ, com
M < 1.

2. procura no sentido negativo

Quando, a partir de x1, o valor de f (x2) > f (x1) (para x, = x1 + ) a
procura deve voltar-se para o sentido negativo, a comegar novamente por
X].

O préximo ponto, na procura, é x_1 = x3 — 0.
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Método DSC

Método de Davies, Swann e Campey (DSC)

2. 1) Se f(x_1) > f(x1), significa que o intervalo definido por [x_1, x2],
com x; como ponto médio, contém o minimizante desejado. Nesta
altura, determina-se o minimizante da quadratica (que passa pelos
trés pontos agora calculados), x* (g), tal como estd descrito no
ponto MIN q.

20

He—n o
-
-«

Ryl
Rl
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Método DSC

Método de Davies, Swann e Campey (DSC)

2. ii) No entanto, se f (x_1) < f (x1), significa que a procura deve
continuar no sentido negativo até que f(x_x) > f(x_(x_1)), isto é,
procede-se da seguinte forma:

X_92 = X_1 — 20
X_k = X_(k—1) — 2k=15

até que no ponto x_j se tenha £ (x_x) > f (x_(k_1))-
Nesta altura, tem-se

X_k < X_(k-1) < X_(k—2) <L e

em que f (X_(k_Q)) > f (X—(k—l)) ef (X—(k—l)) < f(X_k)
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Método DSC

Método de Davies, Swann e Campey (DSC)

e a distancia entre x_x e x_(,_1) € duas vezes a distancia entre x_(,_1) e

X_(k—=2)-
Calcula-se o ponto médio do dltimo intervalo:

X_k + X_(k—1)
2

Xm =
e fica-se com 4 pontos igualmente espacados

X—ks Xmy X—(k—1)s X—(k—2)

_1)) entdo escolhem-se 0s pontos x_k, Xm € X_(k—1)
X_(k—1))) escolhem-se 0s poNtos Xm,X_(xk_1) € X_(k—2)

v
-
—~X
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Método DSC

Método de Davies, Swann e Campey (DSC)

O processo entra na fase de aproximagdo - ponto MIN q - calcula-se o
minimizante da quadratica que passa pelos 3 pontos agora selecionados -
tal como foi descrito na procura no sentido positivo:

80

60

40|

20+
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Método DSC

Exercicio

Tendo como objetivo fabricar latas cilindricas com um volume de

1000 cm® e tapa-las em ambas as extremidades, qual deverd ser o raio da
base e a altura da lata de modo a minimizar a quantidade de placa
metdlica, em termos de area superficial? Utilize o algoritmo de DSC,
baseado na interpolacdo quadratica, com o valor inicial =7, § = 0.5,
€ =0.3e M =0.5. Use 4 casas decimais nos calculos.

2
min,cr g + 2712
—_———

fun¢do objetivo

< 4 ’
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Método DSC

Resolucao do Exercicio

Area Total = A,rearetgngmo + 2 x Areac,'rcuk, @
= base x h+2 (7rr2) 5
= Perimetrocircuio X h + 27r? "
= 2mwrh+ 2wr? O
Volume = 7r?xh

1000 = 7wr2x h
min 2mrh + 27r?
—_—

A(r,h)
Volume = #r2xh
1000 = 7rPxh= h= 10020
Tr
. 1000 2000
Substituindo em A(r, h) vem A(r) = 2rr— + 2rr? = + 27r?
Tr r
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Método DSC

Resolugdo do Exercicio (cont.)

min @ + 2mr? Iniciar algoritmo DSC

sa rER n=7,0=05¢e=03M=05

=7
(r1) = 593.5904

LA
{ =7+05=75
{

2 8 &8 ¥ 3

A(r) = 620.0958

(r2) > A(r1) = sentido negativo

g 8 8 8 8

r1=7-05=65 oL
A(r_1) = 573.1569
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Método DSC
Resolugdo do Exercicio (cont.)

r,=65-2x05=55

A(r_p) = 553.7027
r3=55-—4x05=35
A(r_3) = 648.3976

A(r_3) > A(r_2) = PARAR.

A(r,l) < A(I’l) = {

A(r2) < Alea) = {

"4 3 [ ) "2
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Método DSC

Resolugdo do Exercicio (cont.)

Calcular ponto médio.
fm=(55+6.5)/2 =45
A(rm) = 571.6789

Escolher 3 pontos igualmente espacados.
rn = 4.5 A (r1) = 571.6789
rn=>55 A(r) = 553.7027
r3 = 6.5 A (r3) = 573.1569

Minimizante da quadratica
fmin = 5.4803
A (fmin) = 553.6508

Testar CP: (A= (rn—n)=1)<0.3
Falso, por isso fazer nova iteracao.
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Método DSC

Resolugdo do Exercicio (cont.)

Fazer 6 = M6 =05x05=025¢€e rpj, > n
r. = 5.4803 r; = 5.4803 + 0.25 = 5.7303’
A(r) = 553.6508 A(ry) = 555.3387

Como A(r) > A(r) entdo /
r_1 = 5.4803 — 0.25 = 5.2303 S D (S

{ A(r-1) =554.2703
Como A (rfl) > A (r1) entdo PARAR. N3o é necessario calcular ponto médio.
rn = 5.2303 A(r) = 554.2703
Ordenar pontos. ¢ rn =5.4803  A(r) = 553.7027
r3 = 5.7303 A(r3) = 555.3387
Imin = 5.4224
A (fmin) = 553.5812
Testar CP: ((r» — r1) = 0.25) < 0.3 < Verdadeiro
r* =5.4224 e a altura h* = 9% — 12 06

. Tr
Solucao= { A(r*) = 553.5812
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Problemas de otimizagdo sem restrigdes

Formulacdo de um problema sem restricoes

){2%1" f(x) (3)

n representa o nimero de varidveis no problema. J

problema diz-se unidimensional
e Sen=1=

x € escalar
[ problema multidimensional
X1
eSen>1— X2 , . -
X = ) € vetor de dimens3o n
- Xn
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Problemas de otimizagdo sem restrigdes

Problema multidimensional sem restricoes

Exemplo 1

min f(x) = (- 2)° + (2 — 1)
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Problemas de otimizagdo sem restrigdes

Problema multidimensional sem restricoes

Exemplo 2

max f(x)=2(—x? —x3 + 1)+ x
x€R?
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Problemas de otimizagdo sem restrigdes

Problema multidimensional sem restricoes

Exemplo 3
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Ponto sela em (0, 0)
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Problemas de otimizagdo sem restrigdes

Problema multidimensional sem restricoes

Exemplo 4

min f(x) = 3x% — 4x1x0 — 4x5
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Ponto sela em (0, 0)
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Problemas de otimizagdo sem restrigdes

Notacao

Vetor gradiente da fungdo f(x) - x € R" -

Vf(x)=

Matriz Hessiana da fungdo f(x)

o
8x12
foatd

Ox10x2

V3f (x) =

9% f
0x10xn

of
0,

of
x>
of
OXn

o°f
Oxp0x1

9*f

8x22

Of
Oxp0xn

vetor de R"

o°f
OxpOx1

o°f
OXxn0x>

o°f
Ox3

Ana Maria A. C. Rocha (DPS-UM) ONL - Otimizagdo n3o linear

matriz
simétrica
de nxn

45 /53



Condicdes de otimalidade

Condicoes de otimalidade

Assume-se f(x) continuamente diferenciavel até a 22 ordem.

Condigdo necessdria (e suficiente) de 17 ordem:

Se x* é uma solugdo do problema (3) entdo o vetor gradiente calculado
em x* anula-se, i.e.,

minimizante (como no Exemplo 1)
maximizante (como no Exemplo 2)
ponto sela (como nos Exemplos 3 e 4)
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Condicdes de otimalidade

Condicoes de otimalidade

Condicao necessdria de 22 ordem:

Se x* é uma solugdo do problema (3) que satisfaz a condi¢do de 17 ordem,
entdo V2f(x*) é semi-definida positiva.

Condicao suficiente de 22 ordem:

Se x* é um ponto que verifica a condicdo de 1? ordem e se a matriz
Hessiana calculada em x*, V2f(x*), é definida positiva, entdo x* é um
minimizante local forte de (3).

Condicao suficiente de 29 ordem:

Se x* é um ponto que verifica a condicdo de 19 ordem e se a matriz
Hessiana calculada em x*, sz(x*), é definida negativa, entdo x* é um
maximizante local forte de (3).
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Condicdes de otimalidade

Condicoes de otimalidade

Assumindo Vf (x*) = 0:

Condic¢des de 27 ordem para um minimizante

V2f(x*) é semi-definida positiva (condigdo necesséria)

V2f(x*) é definida positiva (condigdo suficiente)

—

Condicdes de 29 ordem para um maximizante

V2f(x*) é semi-definida negativa (condig3do necesséria)

—

V?2f(x*) é definida negativa (condigdo suficiente)

—

Se V2f(x*) é indefinida, ent3o x* é ponto sela (ou de descanso).
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Condicdes de otimalidade

Definicoes

@ Uma matriz diz-se definida positiva se os determinantes das submatrizes
principais sdo positivos;

@ se pelo menos um dos determinantes das submatrizes principais é zero e os outros
sdo positivos, a matriz diz-se semi-definida positiva.

@ Uma matriz diz-se definida negativa se os determinantes das submatrizes
principais tém sinais alternados, sendo o de ordem 1 negativo;

@ se pelo menos um dos determinantes das submatrizes principais é zero e os outros
tém sinais alternados, sendo o de ordem 1 negativo, a matriz diz-se semi-definida
negativa.

@ Uma matriz diz-se indefinida se os sinais dos determinantes das submatrizes
principais n3o verificam nenhuma das 4 situa¢des acima mencionadas.

NOTA: Para identificar uma matriz semi-definida positiva ou semi-definida negativa, a

sequéncia dos determinantes tem de ter pelo menos um elemento n3o nulo. Se
toda a sequéncia for constituida por elementos nulos nada se pode concluir.
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Condicdes de otimalidade

Resumo

Seja x* um ponto para o qual Vf (x*) = 0 e Vf (x*) # matriz nula:

e Se V2f (x*) é definida positiva entdo x* é minimizante

@ Se V2f (x*) é definida negativa entdo x* é maximizante

o Se V2f (x*) é semi-definida positiva entdo x* é minimizante ou ponto
sela

e Se V2f (x*) é semi-definida negativa entdo x* é maximizante ou
ponto sela

e Se V2f (x*) é indefinida ent3o x* é ponto sela.
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Condicdes de otimalidade

Exercicio

Dada a funcdo f : R® — IR definida por
f(x1,x2,x3) = 5xf + 2x§ + xg‘ — 32x3 + 6x1x0 + 5xo

verifique que ela tem apenas um ponto estaciondrio. Use a condicdo
suficiente de 22 ordem para o classificar.
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Condicdes de otimalidade

Resolucao do Exercicio

Determinacdo do vetor gradiente e matriz Hessiana da fun¢ao:

10x1 + 6x2 10 6 0
VF(x)=| 40 +6x+5 | eV (x)=| 6 4 0
453 — 32 0 0 12x3

@ Resolver o sistema
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Condicdes de otimalidade

Resolugdo do Exercicio (cont.)

Da condigao de 17 ordem (resolugdo do sistema Vf (x) = 0) temos que

x* = (7.5, —12.5,2)T é ponto estacionario de f (x1, x2, x3) .

Da condicao de 27 ordem

10
6
0

6 0 det (V2f,) =10 >0
4 0 | =< det(V%h)=4>0
0 48 det (V2f3) =192 >0

V2 (x*) =

Como V2f(x*) é definida positiva, entdo

x* = (7.5,—12.5,2) " é minimizante.
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