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Introdugdo

Métodos numéricos de resolucao

Problema sem restricoes

eréliéln f(x) (n>1)

@ Métodos de procura direta (que ndo usam derivadas) ;

@ Métodos do gradiente.

Métodos do gradiente

@ usam informagdo da fungdo e das derivadas (gradiente e/ou
Hessiana);

@ s6 podem ser usados na resolucdo de problemas diferenciaveis;

@ convergem mais rapidamente do que os métodos de procura direta.
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Métodos do gradiente

Métodos do gradiente

Métodos do gradiente

@ geram uma sucessio de aproximacdes {x(¥)} A soluc3o:

| x(k+D) = x0) 4 gk g(R) |

em que d(¥) (vetor) é a direcio de procura (ou passo) e a* (escalar)
é o comprimento do passo.

@ A equacdo iterativa para o cdlculo da direcdo de procura é diferente
para cada método.
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Métodos do gradiente

Algoritmo geral dos métodos do gradiente

Dados: aproximacdo inicial x1) >0 (=0), k1

Enquanto H V1 (x(k) H

> ¢ fazer

medida de estacionaridade

@ k<« k+1

Fim de enquanto

Solucdo: {
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calcular al%)  (comprimento do passo)
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Métodos do gradiente

Métodos do gradiente mais usados

Em cada iteracdo k, para calcular a direcio de procura ou passo d():

@ método de Seguranca de Newton

direcio é dgfv) J

@ método quasi-Newton

direc3o & d'y |

para calcular o comprimento do passo (k) — se a direco for descendente
para f(x) em x(¥):

o critério de Armijo.
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Método de Newton bésico

Método de Newton basico

O método de Newton é baseado numa aproximagdo local de f (x) por uma
funcdo quadratica.

Seja x(%) uma aproximacio a x*.
Usando a expans3o em série de Taylor de f, no ponto x = x(k) + d:

f (x(k) + d) = F(x) + VF(xNT d + %dT V2 (x5 d + ..

e apenas os trés primeiros termos da série, obtém-se uma
funcdo quadratica em d

F (9 +d) ~ F(d9) 4 VF ()T d 4 2dT V2 (9) d
~ q(d)

O minimo de g (d) vai originar uma nova aproximagdo ao minimo de f (x).
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Método de Newton bésico

. a direcao Newton
Derivando em ordem a d e igualando a zero (Vg (d) = 0), obtém-se

VF(x¥)) + V2f(xF))d =0
54

V2F(xK)) ) = —vf(x(0) (1)

A solugdo do sistema (linear) Newton (1) é o vetor d,(vk) — diregdo
Newton.

@ Usa-se EGPP para resolver o sistema Newton.
@ A nova aproximacgao

(D) (k) 4 dl(\lk)

ndo é necessariamente o minimizante de f (x) e o processo deve ser
repetido a partir de x(k*1).
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Método de Newton bésico

1. direcdo Newton ascendente (!)

o No entanto, a direcdo d,(\,k) (solugdo do sistema Newton) pode ser
ascendente para f em x\9), ou seja,

VAT a9 > o

20

direccdo ascendente

20

0
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Método de Newton bésico

2. direcdo Newton ortogonal ao gradiente (!)

@ Ou, a diregao d,(\,k) (solugdo do sistema Newton) pode ser ortogonal
ao gradiente calculado em x(¥)| ou seja,

V)T d(? =0

20

BT S
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Método de Newton bésico
3. direcao Newton descendente, mas ...

@ ou, a direcdo d,(vk) pode ser descendente para f em x(k), i.e.

V)T d() < 0

mas ser muito grande e f(x(k) + d,(vk)) > f(X(k)) ("

20

direccao descendente
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Método de Newton bésico

4. sistema Newton ndo tem solu¢do tnica (!)

e ou ainda, a matriz V2f(x(K)) pode ser singular, o que significa que o
sistema Newton n3o tem solucdo ou tem uma infinidade de solucdes

0

k ~ . . ~ ~ 7o
ﬂd,(v) (ndo existe direcdo ou n3o é dnica)
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Método de Newton bésico

Limitacdes do Método de Newton

Para ultrapassar as limitagoes descritas com a direcdo Newton, em cada
iteracdo k, implementam-se as seguintes solucdes que a seguir se
apresentam — dando origem ao

I

método de Seguranca de Newton
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Método de Newton bésico

Método de Seguranca de Newton

Em qualquer iteracido k:

e Quando V2f(x(K) é singular (sistema n3o tem soluc3o tinica - ﬂd,(vk))

(=Vf (x(k)) é a dire¢do de descida maxima e é descendente para f)

= usar dg-l,(v) = —Vf (x(k)) I

@ Quando d,(vk) é ortogonal ao gradiente < Vf(x(k))T dl(vk) ~0

= usar dék) = -Vf (x(k)) '

e Quando d,(vk) é ascendente < Vf(x(F)T d,(vk) > 7

= usar dg/(v) = —d,(\,k) '
@ Quando d,(vk) € descendente

k k k) .
= usar déN) = d/(v) NOTA: dé,v) é descendente, para todo o k.
Ana Maria A. C. Rocha (DPS-UM) ONL - Otimizagdo n3o linear 13 /48



Método de Newton bésico

Propriedades do método de Newton

@ o método de Newton tem convergéncia

o local
(a convergéncia para a solugdo sé é garantida se a aproximag3o inicial
x(1) estiver na vizinhanca da solu¢go);
e quadrdtica
(verifica-se
4D — | < |8 7|2, > 0);

@ o0 método de Newton possui a propriedade da "terminacao
quadratica”, i.e., se f(x) (x € R") for uma fun¢do quadrética e
convexa o método de Newton necessita no maximo de n iteracoes
para encontrar a solugdo.

Ana Maria A. C. Rocha (DPS-UM) ONL - Otimizagdo n3o linear 14 /48



Técnica de globalizagdo

Desvantagens do método de Newton

o Cilculo das segundas derivadas:

e se a expressdo de f é complicada, estas tornam-se dificeis de calcular;
e exigem um grande esforco de calculo quando n é grande.

@ A convergéncia é local.

Para ultrapassar a convergéncia local

deve implementar-se uma técnica de globalizacdo para garantir que o
método converge para a solucdo, a partir de qualquer aproximacgao inicial.
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Técnica de globalizagdo

Técnica de globalizacao

implementa-se

@ para garantir que o método converge, qualquer que seja a
aproximacio inicial x(1) (i.e., x() pode estar fora da regizo de
convergéncia do método);

@ para garantir que o método converge para um ponto estaciondrio que
€ minimizante.

exata
© Procura unidimensional (line search)
aproximada

@ Regido de confianga (trust region)
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Técnica de globalizagdo

Procura unidimensional aproximada

Dados x(¥) e d(¥), calcular (k) — comprimento do passo — que origina uma
reducdo significativa no valor de f na nova aproximacdo x(K) 4 (k) g(k)

F(x5 1 gy < £(xK)) 1 oDV F(x0)T g0
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Técnica de globalizagdo

Critério de Armijo

Procedimento para calcular %) que origina uma reducdo significativa na
funcdo objetivo, isto é, verifica

@ a condicdo de Armijo
(x4 gy < £(xK)) 4 1ol TF(xENT gk)

com 0 < p < %
o Se d(¥) for descendente para f, ou seja,
VM) T dk) < o

existe um valor de
o) € (0,1]

que verifica esta condicdo.
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Técnica de globalizagdo

Algoritmo do critério de Armijo para calcular (%)

Dados x(k), d(k) v f (X(k))’ f (X(k)) e u

QO a+1
Q x«+ x(k + ozd(k)
Q se (f ( )—i—uan( ))Td(k)>w
fazer a(k) «
sendo

a < «/2 e voltar a 2.
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Técnica de globalizagdo

Critério de paragem

CondicGes

@ estimativa do erro relativo da aproximacgao

[t — <0,
o, =

@ estimativa do erro relativo da funcdo objetivo

[ () = £ (xW))|

FRED) =
@ medida de estacionaridade
IVf (xXED)|, < es

€1, €2 € €3 sao quantidades positivas e préximas de zero.

Nota: Diferentes implementacdes do método podem ter condi¢des diferentes no critério de

paragem.
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Técnica de globalizagdo

Algoritmo geral dos métodos do gradiente

Dados: aproximacio inicial x(1), k « 1
Enquanto HVf (x(kH))H2 > ¢ fazer
o calcular d(¥) (direc3o de procura ou passo)
e calcular ot%)  (comprimento do passo)
o calcular x(KT1) «— x(k) o (K) g(K)
o k<« k+1
Fim de enquanto

x* a x(k+1)

Solugdo: { £~ F (x(kHD)
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Método de Seguranca de Newton

Algoritmo para o calculo da
direcdo de Seguranca de Newton

Dados x(¥) e 1,

Resolver o sistema linear Newton V2f (x(¥)) d,(vk) = —Vf (x()) por
EGPP
se (o sistema Iinear tem solugdo dnica - Eld(k)) entdo
se ’Vf (x(k)) ’<n (com n > 0(=0))
entdo déN) — —Vf (x(¥)) = direcdo ¢ ortogonal ao gradiente
senao
se Vf (x(k))T d(k) >n (comn>0(x0)

entdo déN) — d

senao d_(gN) — d(k)

(k) = direcdo é de subida

= direcdo é de descida
senao

dik)  —VF (x4
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Método quasi-newton

Como evitar o calculo das 22 derivadas no método de
Newton

método de Newton

V2 (x0)) () = —vF(x¥)

Para evitar o calculo das 22° derivadas para a Hessiana, V2f(x), pode
usar-se uma aproximacao:

BK) ~ v2f(x(9)y

e a direcdo de procura seria calculada pela resolucdo deste sistema linear
(por EGPP)

BWdL) = — vF(x¥)
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Método quasi-newton

A direcao quasi-Newton

@ Como o sistema Newton pode ser escrito na forma equivalente -
embora n3o aconselhavel na pratica,

1
di) = = (V) wr(x®)

pode usar-se, em cada iteracdo k, uma aproximac3do a inversa da
Hessiana

H) ~ <V2 (x (k)))

e calcular a direcdo pelo produto da matriz pelo vetor

db = —HW v (x*)

dgk,\), - é a direcdo quasi-Newton.
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Método quasi-newton

Método quasi-Newton

Evita-se desta forma:
@ o cdlculo das segundas derivadas;

@ a resolucdo de um sistema linear em cada iteracdo, substituindo-o
pelo produto de uma matriz por um vetor.

As equacoes que descrevem o método quasi-Newton s3o:

x(k+1) — (k) o a(k)dgj\)/ para k =1,2, ...

Ana Maria A. C. Rocha (DPS-UM) ONL - Otimizagdo n3o linear 25 /48



Método quasi-newton

Propriedades da matriz H

@ A matriz H deve aproximar, o melhor possivel, a inversa de
V2f (x(9)), ou seja, deve verificar a condicdo secante:

Hy (k=1) — §(k—1)

com

yk=D) — vf (x<k>> _vf <x(k_1))
(variagdo verificada no gradiente da iteragdo k — 1 para a iteragdo k)
s(k=1) — (k) _ (k=1) — a(k—l)dg‘,\l—l)
(variagdo verificada em x)
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Método quasi-newton

Propriedades da matriz H

@ A matriz H deve preferencialmente ser
simétrica (pois V2f (x(k))_1 também é simétrica)
definida positiva (pois a diregdo dék,\), = —HWVF(x(K)
é descendente para f em x(¥)).
Para que estas propriedades se conservem ao longo do processo iterativo, a

matriz inicial H(l), para k = 1, deve ser também simétrica e definida
positiva. Pode usar-se, por exemplo

H® = .
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Método quasi-newton

Férmulas de atualizacdo que conservam a matriz H
simétrica e definida positiva

Davidon, Fletcher e Powell - DFP

T T
) _ potiemy_ I | S
y(k=1)T H(k=1)/(k=1) D)7 (k1)

Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno - BFGS

{5 I_s(k—l)y(k—l)T =) I_y(k—ns(k—lﬂ S(k=1) (k-1)7
sk=D)T (k=1) sk=DT(k=1) | T sk=1)T (k1)
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Método quasi-newton

Propriedades do método quasi-Newton

@ o método quasi-Newton tem convergéncia

e local
(a convergéncia para a solucio sé é garantida se a aproximac3o inicial
x(1) estiver na vizinhanca da solugio);

o superlinear
(verifica-se

D — 5] < X — x|

com a sucessdo {7y} — 0 quando k — 0);

@ o método quasi-Newton satisfaz a propriedade da "terminac3o
quadrética” (ou seja, o minimo de uma fun¢do quadratica
g (x), x € R", obtém-se em n, ou menos, do que n iteragdes).
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Método quasi-newton

Limitacdo do método quasi-Newton

% Os erros de arredondamento que se cometem nos célculos podem fazer

com que H) deixe de ser definida positiva e a direcio dék,\), deixa de ser

descendente para f em x(K)

I
Solucdo: fazer | H() = /| (neste caso H(K) é simétrica e definida positiva)
I
k
dS = —VF(xW)
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Método quasi-newton

Algoritmo geral dos métodos do gradiente

Dados: aproximacio inicial x(1), k « 1
Enquanto HVf (x(kH))H2 > ¢ fazer
o calcular d(¥) (direc3o de procura ou passo)
e calcular ot%)  (comprimento do passo)
o calcular x(KT1) «— x(k) o (K) g(K)
o k<« k+1
Fim de enquanto

x* rs x(k+1)

Solugdo: { £~ F (x(kHD)
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Método quasi-newton

Algoritmo para o cdlculo da direcao quasi-Newton

Dado x(K)
Calcular dg,\), +— —H® vFf (x(k)), sendo H(K) dada por:
se k=1 entio
HK)
senao

S(k_l) <— X(k) — X(k_l)
yE D v (x(0) — VF (x(k=1))
atualizar HK) pela férmula DFP ou BFGS

se VF (x¥) " dl9) >0

entdo d((?k,\), +— —Vf (x(k)) = direcdo ndo é descendente
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Método quasi-newton

Exercicio 1

Dada a fungdo f : R? — R definida por
f(x1,x) = x1x22 +(2- x1)2

calcule o seu minimo usando o algoritmo de seguranca de Newton.

O processo iterativo deve ser iniciado com o ponto (1,1) e deve terminar
quando € = 0.1. Considere = 0.0001.

Deve, também, implementar o algoritmo baseado no critério de Armijo
para calcular o comprimento do passo «, em cada iteragdo (use

pu = 0.001).
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Método quasi-newton

Resolucao do Exercicio 1

Determinacdo do vector gradiente e matriz Hessiana da funcdo:

2
(x5 —2(2-x) > 2 2x
Vf(X) - ( 2X1X2 eV f( ) 2X2 2X1

X<1>:<}) W(Xm):<—21> vzf(xm):(gg)

Calculo da direcao d(l)

1 _ 2 2 (1 -1
Vv2f (xMW) dy Vf(())<:>(2 2>d,\, _—< ) >
<§ 5_12>—><(2) é_13>:>V2f<1>ésingu|ar:>39d,(\,1)

ent3o dSV) = —Vf (xV)) = dsy é descendente = é,\z < _12 )
-1

2
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Método quasi-newton

Resolugdo do Exercicio 1 (cont.)

Calculo do comprimento do passo o(!)

(1) (3)
)

f(%) = (_1> f<1>+\,tﬁ/\oz/ Vf(i)ng}\)

—_—— Ne—_— =0.001 =1
1
(-1 2)(_2):5<0

=2 =2
Condigdo de Armijo: 2 < 24 0.001 (1) (—5) (Falso) = a = «/2
e Paraa=05=Xx= < ! > +0.5< 712 > = ( L5 >, f(x)=0.25

1 0
Condigdo de Armijo: 0.25 < 24 0.001 (0.5) (—5) (Verdadeiro)

a) =05
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Método quasi-newton

Resolugdo do Exercicio 1 (cont.)

Calculo do novo ponto
1 1 1
£ — X1 | o gl) — < : ) +o.5< . )

@) < 1(')5 ) f (x?) = 0.25

Testar critério de paragem
VF (x2)) = ( —01 )

vr (@), = |
IV D)L=

20
vr ) = (5 5)
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Método quasi-newton

Resolugdo do Exercicio 1 (cont.)

Célculo da direcdo d.”)

V2f (x@)dP) = —vF (x®) & ( (2) g ) d?) = - ( Bl >

2 0 1 2 (2) , o~ . (2)_ 0.5
<0 3 O>:>V f(x )enaosmgular:>dN = 0

Verificar tipo de direcdo:
T
Se [V (x2) " dP

<1< 0.5<0.0001 (F) - dire¢do n3o ortogonal ao

_ =0.5
gradiente

N 77

=—0.5

d,(vz) € descendente = dg\a = < 0(')5 >
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Método quasi-newton

Resolugdo do Exercicio 1 (cont.)

Calculo do comprimento do passo o(?

5 — 1.5 ta 0.5
o 0 0
_ 2
° Paraazl@x:<0>

-
f(?)zf(é)ﬁf(165>+\/¢/&Vf(x(2)) d®
H’_/ —_——

~——— =0001 =1
—0.25 —0.5

Condicdo de Armuo 0 <0.25+0.001 (1) (—0.5) (Verdadeiro)

a® =1
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Método quasi-newton

Resolugdo do Exercicio 1 (cont.)

Calculo do novo ponto

X3 = % 4 o(@gf2) - ( L5 > +1< 0.5 )
0 0
0

) — < g > F (x(®) —

Testar critério de paragem

Vi (x®) = ( 8 )
|VF (x®)]], = H( 8 >H2 =0<0.1(V)

x* = (2,0)"
f*=0

Solucao: {
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Método quasi-newton

Exercicio 2

Considere o seguinte problema de otimizacao sem restricoes

f(Xl,Xz) :X12 +X22 — X1X2.

Calcule o seu minimo usando o algoritmo quasi-Newton (férmula de
atualizagdo DFP). O processo iterativo deve ser iniciado com o ponto (1,0)
e deve terminar quando o critério de paragem for verificado para ¢ = 0.02.
Para calcular o comprimento do passo «, use, em cada iteracdo, o critério
de Armijo com p = 0.001.
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Método quasi-newton

Resolucao do Exercicio 2

Determinacdo do vetor gradiente da fun¢3o:

VF(x) = ( 24 =X )

2xp — X1
17 iteracao

Vf(x(l)):Vf(é):(_zl)

Calculo da diregdo dy

1 1 10 2
dby = —HOVF (xV) & d5) = - ( 0 1 ) ( _1 )

W _ [ 2
=7
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Método quasi-newton

Resolugdo do Exercicio 2 (cont.)

Calculo do comprimento do passo o(!)

S _ . W _ (1 —2
X—X()—|—adQN—<O>—|—a< 1)

° Paraa:1$2:<_11>

f(%) < F (x®) + pavr (x0) " a5

()=o) wev(s) (7)

=0.001 =1

3 =1 - =5
Condigdo de Armijo: 3 <14 0.001 (1) (—5) (Falso) = o = «/2

- 1 -2 0 -
@ Paraa=05=x= < 0 )+0.5< 1 > = ( 05) f(x)=0.25
Condigdo de Armijo: 0.25 < 14 0.001 (0.5) (—5) (Verdadeiro)
o) =05

Ana Maria A. C. Rocha (DPS-UM) ONL - Otimizagdo n3o linear 42 /48



Método quasi-newton

Resolugdo do Exercicio 2 (cont.)

Calculo do novo ponto

_ m _ (1 —2

0
x(?) = ( 05 > f(x?)=0.25

Testar critério de paragem

VF (x) = Vf( 005 ) _ < —(1).5 )
| vF (x2 H2 ()

(2

Calculo da direcdo dj)),

= 1.118 < 0.02 (Falso) = nova iteracdo
2

Calcular a matriz H® pela férmula de atualizacio DFP
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Método quasi-newton

Resolugdo do Exercicio 2 (cont.)

HOM, W [0 10T
T OTHO,m s,

0 1 ~1
(1) = x(2) _ (1) = _ -
ST (0.5) (0) (o.s)

Y0 = VF (x@) — T (xD) = < 05 ) _ ( 2 > _ ( 25 )

Calculo dos escalares dos denominadores

H@ — H)

2

W7 HOyO) = ( L0 (=25 _
yW Hy (25 2)(0 1>( ) 6.25+4 = 10.25
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Método quasi-newton

Resolugdo do Exercicio 2 (cont.)

Cidlculo das matrizes dos numeradores

Ws" = ( TL) (- _( 1 705
se (0.5>( 1 05) <—o.5 0.25

1), 1), M7 y1) _ —2.5 B _ (625 -5
H@y 0y 07 4 /<2>(2.52)/<_54
<6.25 —5) ( 1 —0.5>
0 -5 4 ~0.5 0.25
2 — _
2 = (o 1)

10.25 * 35
B 1 0y 0.6098 —0.4878 n 0.2857 —0.1429
N 01 —0.4878 0.3902 —0.1429 0.0714

3 (0.6759 0.3449)

1
0

0.3449 0.6812
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Método quasi-newton

Resolugdo do Exercicio 2 (cont.)

Calculo da diregio dy

(2) _ _ @) — _ 0.6759 0.3449 —-0.5 _
don = —HEVE () 0.3449 0.6812 1
—0.0070
—0.5088
Verificar se a direcdo é descendente

VF(x®)"dl) = (-05 1) ( :ggggg ) — —0.5053 < 0

= dg,zl é descendente
Jd@ _ —0.0070
QN ™\ —0.5088
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Método quasi-newton

Resolugdo do Exercicio 2 (cont.)

Calculo do comprimento do passo «(?

X = X7+ adgy <0.5 T 05088

—0.0070 )

@ Paraa=1=Xx = < 00088

f(%) < F (x®) + pavr (x) " 3,

.
~0.0070 0 0 ~0.0070
<
f( ~0.0088 > = f( 0.5 )*&Q‘ﬁl«v'« 0.5 ) < ~0.5088 )

=0.001 = ~-
=0.00006484 =0.25 =—0.5053

Condi¢cdo de Armijo: 0.00006484 < 0.25 + 0.001 (1) (—0.5053)
(Verdadeiro)

o® =1
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Método quasi-newton

Resolugdo do Exercicio 2 (cont.)

Calculo do novo ponto

B) _ @ 1 ,@2g@ _ (0 —0.0070
X =T aldon (0.5 +1{ 05088

—0.0070
(3) — (3)) —
X < 0.0088 ) f(x ) 0.00006484

Testar critério de paragem
—0.0070 —0.0052
(3)) = -
V) = W( —0.0088 ) ( —0.0106 >
|VF (x¥)], = 0.0118 < 0.02 (Verdadeiro)
Solucao:

o 00070
~ \ —0.0088
f* ~ 0.00006484
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