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introducao

A légica consiste no estudo dos principios e das técnicas do raciocinio,
procurando definir linguagens formais que permitam representar de forma
precisa e sem ambiguidade a linguagem natural e definindo regras que
permitam a construc3o rigorosa e sistemdatica de argumentos validos.

Desempenha, pois, um papel fundamental em qualquer drea do saber, em
particular na Matematica e na Informatica.

Na Informatica, a ldgica é usada, por exemplo, no desenvolvimento de
linguagens de programacdo, na verificagdo da correcdo de programas e nos

circuitos digitais.



introducao

Linguagem

Para exprimir argumentos precisos e rigorosos sobre afirmacdes é indispensével
uma linguagem simples e clara, na qual as afirmagdes efetuadas ndo tenham

significado ambiguo.

A linguagem corrente n3o tem estes requisitos.



sistema légico

Um sistema légico apresenta as seguintes componentes:

sintaxe: é o conjunto de simbolos e regras de formacdo que definem as
palavras, designadas por férmulas, que podem ser utilizadas para
representar de forma precisa, concisa e sem ambiguidade a linguagem
natural (ou parte dela);

semantica: é o conjunto de regras que associam um significado as
férmulas;

sistema dedutivo: é um sistema, constituido por regras de inferéncia e,
eventualmente, algumas férmulas designadas por axiomas, utilizado para

construir demonstracées formais.

Ao longo dos anos, foram definidos diversos sistemas légicos. Nesta unidade
curricular, estudaremos algumas no¢des basicas associadas ao Calculo
Proposicional Classico e ao Calculo de Predicados Classico, limitando-nos a
sintaxe e a semantica. Estes temas serdo aprofundados na UC de Légica, onde
também serd estudado um sistema dedutivo para cada um destes calculos.



calculo proposicional classico [sintaxe]

Na linguagem natural, podemos encontrar diversos tipos de frase —
declarativas, exclamativas, interrogativas, imperativas. Na constru¢cdo de um
argumento, recorremos apenas a frases declarativas.

As frases declarativas podem ser simples ou compostas.

exemplo [frases simples]:

Braga tem 193324 habitantes.
Hoje é segunda-feira.
242=5.

No Célculo Proposicional, cada frase simples é encarada como um elemento
indivisivel, n3o se diferenciando partes da afirmagdo como o nome ou o verbo.
Interessa-nos considerar, apenas, frases declarativas sobre as quais é possivel

dizer objetivamente se sdo verdadeiras ou falsas, as chamadas proposicoes.



calculo proposicional classico [sintaxe]

Representaremos as proposi¢des simples por po, p1, ..., Pn, ... (com n € Np).

A estes simbolos chamamos varidveis proposicionais.

A partir de frases declarativas simples e recorrendo a expressdes como “n3o”,

e”, “ou”, “se... entdo”, “... se e s6 se...”, obtém-se frases mais complexas,
designadas por frases compostas.

exemplo [frases compostas|:

[1] Braga tem 193324 habitantes e conta com mais de 2000 anos de histdria
como cidade.

[2] Se hoje é segunda-feira, entdo amanh3 € terca-feira.

[38] Se2+2=5, entio2+2+1=6.



calculo proposicional classico [sintaxe]

No Ciélculo Proposicional, as proposicées compostas sio representadas pelas
chamadas férmulas do Calculo Proposicional usando:

— as varidveis proposicionais;

— os simbolos 1, =, A, V, — e <+, chamados conetivos proposicionais, e
designados, respetivamente, por absurdo, negacao, conjuncao,
disjuncao, implicacao e equivaléncia;

wyn

— os simbolos auxiliares “(" e



calculo proposicional classico [sintaxe]

Representemos por p, e pm duas proposicdes (n, m € Np).

ﬁpn
A frase “n3o p," designa-se por negacao de p, e é representada por —p,.
A —p, também podemos associar as leituras “é falso p,” e “ndo é verdade p,".

Pn A\ Pm

A frase “pn e pm"” designa-se por conjuncao de p, e p,, e é representada por

Pn A\ Pm.

PnV Pm
A frase “p, ou p," designa-se por disjuncao de p, e p, e é representada por
Pn V Pm.



calculo proposicional classico [sintaxe]

Pn = Pm

A frase “Se p,, entdo p," designa-se por implicacao de p,, pm € é
representada por p, — pm.

A pn — pm também podemos associar as leituras
pn implica pm”

pn é suficiente para pm,”

pn s se pm"”

pn somente se pn,"

pm € necessdria para p,”

Pm se p,"

Pm sempre que p,”.

A p, chamamos antecedente ou hipétese da implicacido e a p,, chamamos

consequente ou conclusao.



calculo proposicional classico [sintaxe]

Pn 4 Prm

A frase “p, se e s6 se pn", que resulta da conjuncdo das implicagdes “Se pp,
entdo pn" e “Se pm, entdo p,”’, designa-se por equivaléncia de p, e pp, e é
representada por p, <> pm.

A pn <> pm também se associam as leituras “p, é equivalente a pp,,"” e “p, é
necessario e suficiente para pn".



calculo proposicional classico [sintaxe]

Ao representarmos frases compostas, recorremos aos simbolos auxiliares (" e

u)n

, de modo a evitar ambiguidades.

exemplo:

Consideremos as seguintes frases e as varidveis proposicionais que as

representam:

po : Braga tem 193324 habitantes.

p1 : Braga conta com mais de 2000 anos de histéria como cidade.
p2 : Hoje é segunda-feira.

ps : Amanh3 é terca-feira.

pa : Amanh3 tenho aulas de tarde.

ps:2+2=05.

Pe - 2 =+ 2 + 1= 6.
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calculo proposicional classico [sintaxe]

As frases compostas

[1] Braga tem 193324 habitantes e conta com mais de 2000 anos de histdria
como cidade.

[2] Se hoje é segunda-feira, entdo amanh3 € terca-feira e tenho aulas de tarde.

[3] Se2+2=5, entdo2+2+1=6.

podem ser representadas, respetivamente, pelas seguintes férmulas do Cadlculo
Proposicional:

[1] po A p1 ou (po A p1)
(2] P2 = (p3 A pa) ou (p2 = (p3 A pa))
[3] ps — ps ou (ps — ps)

Estipulados os simbolos que definem o alfabeto da linguagem do Calculo
Proposicional, podemos, agora, definir as palavras destas linguagem.

11



calculo proposicional classico [sintaxe]

O conjunto das férmulas do Calculo Proposicional é o conjunto definido
indutivamente pelas seguintes regras:

(F1) L é uma férmula;

(F2) toda a varidvel proposicional é uma férmula;

(F3) se ¢ é uma férmula, entdo (—¢p) é uma férmula;
(F4) se o, ¥ sio férmulas, entdo (p A ¥) é uma férmula;
(Fs) se ¢, ¥ sdo férmulas, entdo (¢ V ¥) é uma férmula;
(Fe) se ¢, ¥ sdo férmulas, entdo (p — ) é uma férmula;

(F7) se ¢, ¥ sdo férmulas, entdo (p +> ¥) é uma férmula.

12



calculo proposicional classico [sintaxe]

exemplo:

[1] A palavra ((—=po) — (p1 A p2)) € uma férmula do Célculo Proposicional,
uma vez que:

i. Pela regra (F), as varidveis proposicionais po, p1 € p> sdo férmulas;
ii. Pori. e pela regra (Fs), (—po) € uma férmula;

iii. Por i. e pela regra (Fs), (p1 A p2) € uma férmula;

iv. Por ii., iii. e pela regra (Fg), ((—po) = (p1 A p2)) € uma férmula;

[2] As palavras —poA, = po, (po V p1 ndo sdo férmulas do Calculo
Proposicional.
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calculo proposicional classico [sintaxe]

Para que uma palavra seja considerada uma férmula do Cilculo Proposicional,
é necessario que os paréntesis ocorram de acordo com as regras que definem o
conjunto de férmulas.

No entanto, para simplificar, é habitual omitirmos os paréntesis extremos e os
paréntesis a volta da negac3o.

exemplo:

A férmula
(((=po) V p1) > (P2 A (=p0)))
pode ser representada pela palavra
(=po V p1) ¢ (p2 A —po).
A palavra =(po V —p1) € uma representacdo da férmula (—=(po V (—p1))), ao

passo que —po V —p1 n3o o é.

A férmula (po A (p1 V p2)) pode ser representada por po A (p1 V p2) mas ndo
pode ser representada por po A p1 V po.

14



calculo proposicional classico [semantica]

Semantica

A sintaxe do Célculo Proposicional ndo nos permite atribuir qualquer
significado as férmulas. De facto, uma férmula, por si s, ndo tem qualquer
significado — este depende da interpretacdo associada aos simbolos.

exemplo:

Se po representar a afirmacdo 2 x 7 = 14" e p1 representar a afirmacio
“14+2x7=15", entio a férmula (po — p1) representa a afirmacdo “Se
2x7 =14, entdo 1+ 2 x 7 =15", que € verdadeira.

Por outro lado, se po representar a afirmacdo ‘2 x 7 = 14" e p1 representar a
afirmagcdo “1+2 x 7 =16", entio a férmula (po — p1) representa a afirmacdo
“Se2x7=14,entdo 1+ 2 x 7 =16", que é falsa.

A seméntica do Célculo Proposicional consiste na atribuicio de valores de

verdade as suas férmulas. 15



calculo proposicional classico [semantica]

Em ldgica classica, sdo considerados dois valores de verdade.

Os valores légicos (ou valores de verdade) do Célculo Proposicional s3o
verdadeiro (V ou 1) e falso (F ou 0).

Como referimos anteriormente, interessa-nos considerar frases declarativas

sobre as quais se pode decidir acerca do seu valor ldgico, as proposi¢des.

16



calculo proposicional classico [semantica]

exemplo:

Consideremos as seguintes frases:

[1] Lisboa € a capital de Portugal.
[2] 2+ 3=6.

[3] Quando é que vamos almogar?
[4] Toma um café.

[5] 2+x=6.

[6] Todo o nimero inteiro maior ou igual a 4 pode ser escrito como a soma de

dois niimeros primos.

17



calculo proposicional classico [semantica]

As frases 1, 2 e 6 sdo proposigdes:

a afirmac3o 1 é verdadeiras, enquanto que a afirmac3o 2 é falsa;

a afirmagdo 6 é conhecida como a Conjetura de Goldbach (1742) — até ao
momento, n3o existe uma prova da sua veracidade ou da sua falsidade, mas
serd possivel associar-lhe um e um sé dos dois valores |6gicos.

As restantes frases ndo sdo proposicdes:

as frases 3 e 4 n3o sdo do tipo declarativo e, portanto, ndo é possivel
associar-lhes um dos valores |6gicos;

a frase 5, sem haver um contexto prévio de atribuicdo de um valor concreto a x,
n3o é nem verdadeira nem falsa (de notar que a frase se refere a uma varidvel).

18



calculo proposicional classico [semantica]

Uma proposi¢cao diz-se uma proposicao simples se se tratar de uma frase
declarativa simples. Diz-se uma proposicao composta se for uma frase

declarativa composta.

A veracidade de uma frase simples pode depender do contexto em que esta é

considerada.

Por exemplo, a afirma¢3o “Este livro tem uma capa vermelha.” pode ser
verdadeira ou falsa, dependendo do livro em causa.

19



calculo proposicional classico [semantica]

Também a decisdo sobre o valor I6gico de uma frase composta pode depender
do contexto em que se insere. No entanto, para saber se uma frase composta é
verdadeira ou falsa, basta saber o que acontece com as frases simples que a
compdem.

A afirmac3do “Este livro tem uma capa vermelha e esta escrito em portugués.”
é verdadeira para alguns livros e falsa para outros. Porém, é verdadeira sempre
que ambas as frases simples que a compdem forem verdadeiras.

20



calculo proposicional classico [semantica]

exemplo:

Consideremos as seguintes proposices:
[1] 2 é um ndmero par.

[2] Todo o nimero primo é impar.

[3] 2 é um nidmero par e todo o nimero primo é impar.

A proposicdo 1 é uma proposicdo simples que assume o valor I6gico verdadeiro,
enquanto que a proposicdo 2 é uma proposicdo simples que assume o valor

Iégico falso.

A proposicdo 3 é composta: obtém-se a partir da conjuncdo de duas
proposicées simples. Como uma das proposicées simples que a compdem é

falsa, assume também o valor Iégico falso.

21



calculo proposicional classico [semantica]

No Ciélculo Proposicional, ndo se pretende determinar se uma frase simples é
ou n3o verdadeira. O objetivo é estudar a veracidade das proposicdes
compostas a partir da verdade ou falsidade das frases que as compdem e do

significado dos conetivos.

O valor légico de uma proposicdo obtida por aplicacdo de um conetivo é
determinado pelo conetivo e pelo valor légico das proposi¢cdes as quais o

conetivo ¢ aplicado.

Por exemplo, quando se aplica a uma proposi¢do ¢ o conetivo negacao
obtém-se a proposicdo —p de valor légico oposto, isto &,

e se  tem valor légico 1, entdo —p tem o valor légico 0;

e se  tem valor légico 0, entdo —p tem o valor légico 1.

22



calculo proposicional classico [semantica]

A cada conetivo pode ser associada uma fung¢ao de verdade, a qual pode ser
apresentada sob a forma de uma tabela, chamada a tabela de verdade do

conetivo.

O conetivo — tem associada uma fun¢3o de verdade undria e a sua tabela de
verdade é a seguinte, onde  representa uma proposi¢cdo arbitraria:

PP

o =

exemplo:

A proposicdo “24 é divisivel por 8.” € verdadeira. A sua negagcdo, “24 ndo é

divisivel por 8.” € falsa, uma vez que 24 = 8 x 3.

23



calculo proposicional classico [semantica]

Dadas duas proposi¢des ¢ e 1), a conjungdo de ¢ e 1 é verdadeira somente se
ambas as proposi¢les que a compdem sdo verdadeiras. Assim, A estd associado
a uma fung3o de verdade bindria que pode ser descrita pela tabela de verdade

seguinte:
plY ey
1)1 1
10 0
0|1 0
00 0
exemplo:

As proposicbes “24 € divisivel por 8.” e "56 € divisivel por 8.” sdo verdadeiras.
Por outro lado, a proposicdo “28 é divisivel por 8.” € falsa. A proposicdo 24 e
56 sdo divisiveis por 8.”, que resulta da conjuncdo das duas primeiras
proposicOes atras referidas, € verdadeira. A proposicdo “28 e 56 sdo divisiveis

por 8.” € falsa.

24



calculo proposicional classico [semantica]

Dadas duas proposicdes ¢ e 9, a disjuncdo de ¢ e 1) é falsa somente se ambas
as proposicdes que a compdem s3o falsas. O conetivo V tem associada uma
funcdo de verdade binaria e a sua tabela de verdade é a seguinte:

KA AK
1|1 1
1]0 1
0|1 1
0(0 0

exemplo:

A proposicdo “24 n3o € divisivel por 8 ou 5 ndo é um niimero primo.” € falsa
pois € a disjuncdo de duas proposicées falsas. A proposicdo “24 nio € divisivel
por 8 ou 100 € divisivel por 4.” € verdadeira, pois uma das proposicées que a

compdem é verdadeira.



calculo proposicional classico [semantica]

Dadas duas proposi¢des ¢ e 1, ¢ — ¢ é verdadeira se ¢ é verdadeira sempre
que ¢ é verdadeira. Equivalentemente, a proposicdo ¢ — 1 é falsa se e s6 se ¢
é verdadeira e 1) é falsa. Assim, o conetivo — estd associado a uma fun¢3o de
verdade bindria, descrita pela tabela de verdade

el |e—=9
1)1 1
1|0 0
01 1
0|0 1

26



calculo proposicional classico [semantica]

exemplo:

Consideremos as seguintes proposicdes:
[1] Se3 > 1, entdo 2 > 1.

[2] Se3 > 1, entdo 1 > 2.

[3] Sel >3, entdo2 > 1.

[4] Sel > 3, entdo 1 > 2.

A proposicio 2 é falsa, ao passo que as restantes s3o verdadeiras.

27



calculo proposicional classico [semantica]

Dadas duas proposi¢des ¢ e 1), ¢ <> ¢ é verdadeira se ¥ e ¢ sao
simultaneamente verdadeiras ou simultaneamente falsas. Ao conetivo < est3,
portanto, associada uma fun¢3o de verdade bindria, descrita pela tabela de
verdade seguinte:

plY ey
1)1 1
1]0 0
0|1 0
0o 1

28



calculo proposicional classico [semantica]

exemplo:

Consideremos as seguintes proposicoes:
[1]3>1seesdse2>1.

[2] 3> 1 € equivalente a1 > 2.

[3] 1 > 3 € necessario e suficiente para 1 > 2.

A proposicdo 2 é falsa, ao passo que as restantes s3o verdadeiras.

29



calculo proposicional classico [semantica]

Recorde-se que o conjunto das férmulas do Calculo Proposicional é o conjunto
definido indutivamente pelas regras (F1) a (F7).

Assim, para atribuir um valor Iégico as férmulas comegamos por atribuir um
valor légico ao conetivo L. O conetivo L é uma férmula que tem sempre o
valor légico 0. Assim, | estd associado a uma fun¢do de verdade que é uma

o]

As varidveis proposicionais podem tomar o valor légico 1 ou 0.

constante (fun¢do 0 — aria).

O valor Iégico de uma férmula ¢ é determinado pelos valores |6gicos das
varidveis proposicionais que ocorrem em ¢ e pelas funcdes de verdade

associadas aos conetivos =, A, V , = e <.
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calculo proposicional classico [semantica]

As tabelas de verdade dos conetivos podem ser sintetizadas da seguinte forma,

onde ¢ e 1 sdo férmulas,

el || eAY | eVY o229 | ot
n © | = 1)1 1 1 1 1
1 10 0 1 0 0
0 0l 1 o1 o 1 1 0
00 0 0 1 1

Temos que a férmula

- é verdadeira se e sé se ¢ é uma férmula falsa.

@ A ¢ é verdadeira se e sé se ¢ e ¥ s3o ambas verdadeiras e, portanto,
i A ¢ é falsa se e s6 se pelo menos uma das férmulas, ¢ ou ¥, é falsa.
V1) é falsa se e s6 se p e ) sdo ambas falsas, donde ¢ V ¢ é verdadeira
se e somente se pelo menos uma das férmulas, ¢ ou ¢, é verdadeira.

o — 1) é falsa se e s6 se ¢ é verdadeira e v é falsa.

i <> 1) é verdadeira se e s6 se p e Y tém o mesmo valor légico.

31



calculo proposicional classico [semantica]

Conhecidos os valores légicos das varidveis proposicionais que ocorrem numa
férmula, esta tem associado um e um sé valor légico. Na andlise de qual sera
o valor légico de uma férmula, relacionado-o com os valores légicos das
varidveis que nela ocorrem, é (til o recurso a tabelas de verdade.

exemplo:
Queremos estudar o valor Iégico da férmula —po A (p1 V po).

Esta férmula tem duas varidveis, po e pi, pelo que se torna necessario
considerar todas as combinagdes possiveis dos valores I6gicos de po e p1.

Como cada varidvel pode assumir um de dois valores lgicos (0 ou 1), existem
22 combinacdes possiveis. Logo, a tabela de verdade terd 4 linhas.

PL | —po | PV po | —Po A (P1V po)

olo|l~|~J

=1 K=
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calculo proposicional classico [semantica]

Para cada caso, determinamos primeiro o valor Iégico de —po e de p1 V po, para
podermos, depois, determinar o valor Iégico de —po A (p1V po).

po | pr| —po | prVpo | —poA(pLV po)
1

oO|=|O|
=|l=|O|O

1
1 1
0 1
0 0

Da andlise da seguinte tabela de verdade,

Po | p1| —po| PV po | —poA(p1V po)
1 0

OOl

1 0
1 0 1 0
0 1 1 1
0 1 0 0

podemos concluir que a férmula —po A (p1 V po) € verdadeira apenas quando po
é falsa e p1 € verdadeira.



calculo proposicional classico [semantica]

exemplo:
Estudemos, agora, o valor Iégico da férmula —(po V p1) — p2.

Esta férmula tem trés varidveis, py, p1 € p2, pelo que existem 2° combinaces

dos valores I6gicos de po, p1 € p2.

Logo, a tabela de verdade tera 8 linhas:

Po | P | P2 | PoVPL | =(poVp1) | —(poVp1)—p2
1|1 |1 1 0 1
1 1] o0 1 0 1
1|01 1 0 1
1 oo 1 0 1
o |1 [ 1 1 0 1
o 1o 1 0 1
0|0 |1 0 1 1
0| o0 o 0 1 0

Analisando a tabela, podemos concluir que a férmula —(po V p1) — p2 € falsa
apenas quando as trés varidveis proposicionais, po, p1 € p2, sio falsas.
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calculo proposicional classico [semantica]

Se ¢ é uma férmula com n variaveis proposicionais, ent3o existem 2"
combinag¢bes possiveis para os valores légicos das varidveis que ocorrem em .

Assim, uma tabela de verdade de ¢ tera 2" linhas.

Uma tautologia é uma férmula que assume sempre o valor I6gico verdadeiro,
independentemente dos valores ldgicos das varidveis proposicionais que a
compdem.

exemplo:

Para cada n,m € Ny, as férmulas p, V —pn, pn — Pn € pn — (pPn V pm) sdo
tautologias.

35



calculo proposicional classico [semantica]

Uma contradicdao é uma férmula que assume sempre o valor légico falso,
independentemente dos valores légicos das varidveis proposicionais que a
compdem.

exemplo:
As férmulas p, N\ —pn € pn <> —pn sdo contradicées para todo o n € Ny.

A negagdo de uma tautologia é uma contradicio.

(observagdo: nem toda a contradicdo é a negacdo duma tautologia)

36



calculo proposicional classico [semantica]

Se ¢ e 1) forem duas férmulas do Calculo Proposicional e p for uma variavel
proposicional, representamos por ¢[1)/p] (I&-se “¢ com 1 no lugar de p") a
férmula que se obtém de ¢ susbstituindo todas as ocorréncias de p por .

exemplo:

Sep=-po— (p1Vpo) ey =p1 A ps, entido

o[/p] = =(p1 A p2) = (P V (p1 A p2)).
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calculo proposicional classico [semantica]

Para quaisquer férmulas ¢ e ¢ e qualquer variavel proposicional p, se ¢ for
uma tautologia, ento ¢[¢/p] também serd tautologia e se ¢ for uma
contradi¢do, entdo ¢[i/p] também serd contradicdo.

exemplo:

Como po — (po V p1) é uma tautologia, qualquer férmula da forma

» — (¢ V1) é uma tautologia.
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calculo proposicional classico [semantica]

Existem férmulas que, embora distintas, assumem o mesmo valor légico para
cada uma das combinag¢8es possiveis dos valores |6gicos das varidveis

proposicionais que nelas ocorrem.

Se ¢ e 1) foram duas férmulas nessas condi¢des, facilmente concluimos que
( <> 1) é uma tautologia. Nesse caso, dizemos que ¢ e 1) sdo logicamente
equivalentes e escrevemos ¢ < 1.
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calculo proposicional classico [semantica]

exemplo:

As férmulas ¢ : (po A (p1 V po)) — —p1 € ¥ - —(po A p1) sdo logicamente

equivalentes, pois

< ((po APV po)) = —p1) <> (=(po A p1))

€ uma tautologia.

po| P | PLVpo | poA(pLVpo) | —p1 po A p1 P
11 1 1 0 1 1
1]o 1 1 1 0 1
01 1 0 0 0 1
0|0 0 0 1 0 1

Em seguida, listamos algumas das equivaléncias légicas mais conhecidas e

frequentemente utilizadas.
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calculo proposicional classico [semantica]

Para quaisquer férmulas ¢, ¥, o0 do Célculo Proposicional, sdo validas as
seguintes equivaléncias ldgicas:

* (pVUY)VospV(PVo)
(PAYINTCSEA(PAG) oo (associatividade)

e VVYSYVY, PAVSYNQ...co (comutatividade)

o (V) p Ay

(P AY)S OV (leis de De Morgan)
O D D L (dupla negagido)
P YES Y (lei do contrarreciproco)

e po Y VY



calculo proposicional classico [semantica]

e PSS (P=UVIAN(W = ®) o (dupla implicag3o)

O VNV PSP, POAPS P

(idempoténcia)

e pVlep, YA LS. o (elemento neutro)

e pV(pAo)e(pVY)A(pVo)

CAWMVO)S(AYIV(PAT) o (distributividade)
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calculo proposicional classico [semantica]

exemplo:

Usando uma sequéncia de equivaléncias Iégicas, podemos mostrar que a
férmula

(po A p1) V (po A (—p1)),

é logicamente equivalente a férmula po.

De facto,

(PoAp1) V(poA(=p1)) < poA(prLV—pr) [distributividade]

< po [elemento neutro]

Poderiamos, também, mostrar que a férmula (po A p1) V (po A (—p1)) €
logicamente equivalente a py provando que a férmula
((po A p1) V (po A (—p1))) <> po € uma tautologia.
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calculo proposicional classico [semantica]

Dadas duas férmulas ¢ e 1, se ¢ — 1) for uma tautologia, escreveremos
o= 1.

exemplo:

Dado que po — (po V p1) € uma tautologia, podemos escrever py = (po V p1).

observagdo:

e po — (poV p1) € uma férmula do Cdlculo Proposicional, que representa
miiltiplas proposicées (dependentes das proposicées que fizermos
representar por po € p1);

e po = (poV p1) € uma proposicdo, que diz que, sempre que py representar
uma proposicdo verdadeira, po V p1 também representa uma proposicdo
verdadeira.
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calculo de predicados

Frases como x é um inteiro par ou x + y = 2 n3o s3o proposi¢oes, visto que os
seus valores légicos dependem dos valores atribuidos as varidveis x e de y.

No entanto, é frequente encontrarmos, no estudo de qualquer teoria
matemadtica, frases que fazem referéncia a objetos genéricos representados por
variaveis.

Frases como esta s3o objeto de estudo de um ramo da Iégica denominado
Célculo de Predicados.

Nesta Unidade Curricular, ndo pretendemos aprofundar o estudo do Calculo de
Predicados, mas iremos estudar algumas no¢des elementares que permitem a
familiarizagdo com o simbolismo, o significado, o uso e a negac¢3o de frases

quantificadas.

45



calculo de predicados

Em frases que envolvam varidveis, estd implicito um dominio de discurso,
designado por universo ou dominio de variacao das varidveis.

exemplo:

Na frase x é um inteiro par, a varidvel x refere-se a um inteiro, pelo que o

universo de x é o conjunto Z.

A frase x é um inteiro par ndo é uma proposicdo. No entanto, se substituirmos
x por valores do seu universo, obtemos frases as quais ja é possivel associar um
valor de verdade. Por exemplo, 2 é um inteiro par e 3 é um inteiro par sdo
proposi¢es que assumem o valor légico verdadeiro e falso, respetivamente.

Um predicado na variavel x é uma frase declarativa que faz referéncia a
varidvel x e cujo valor lIégico depende da substituicdo desta varidvel por valores
do seu dominio de variagcdo, tornando-se numa proposi¢do sempre que a

varidvel é substituida por qualquer um desses valores.
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calculo de predicados

Representamos um predicado nas variavel x por uma letra minuscula p, q, r,...
seguida da varidvel x colocada entre paréntesis.

Facilmente generalizamos estas ideias para predicados em varias variaveis,
usando, para a representacdo, uma letra minuscula seguida das varidveis que
ocorrem no predicado colocadas entre paréntesis e separadas por virgulas.

exemplo:

Os predicados x é um inteiro par e x € maior do que y podem ser

representados, respetivamente, por p(x) e por q(x,y).
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calculo de predicados

Dado um predicado p(x) na varidvel x, representamos por p(a) a proposi¢do
obtida pela substituicdo da varidvel x pelo valor a (pertencente ao dominio de

variagio de x).

Usamos notagdo idéntica no caso de predicados em varias variaveis.

exemplo:

Considerando os predicados do exemplo anterior com universo Z, p(8)
representa a proposicdo 8 é um inteiro par e q(2,3) representa a proposicdo 2 é

maior do que 3.
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calculo de predicados

Os conetivos légicos que definimos na sintaxe do Célculo Proposicional Classico
estendem-se ao Célculo de Predicados de um modo natural.

Assim, se p(x) e g(x) s3o predicados na varidvel x, entdo

-p(x),  p(x) Aq(x),

p(x)Va(x),  p(x) = q(x)

e p(x) & qlx)

sdo também predicados na varidvel x, e podemos, naturalmente, estender estas

ideias para o caso de predicados em varias varidveis.
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calculo de predicados

exemplo:

Sejam p(x) o predicado x é um inteiro par e q(x) o predicado x é um nimero
primo. Entdo, p(x) A q(x) representa o predicado x é um inteiro par e é um

numero primo.

A substituicdo das varidveis de um predicado por valores concretos dos seus
dominios de variacdo n3o é a unica forma de obter uma proposicdo a partir de
um predicado. Também o podemos fazer recorrendo aos chamados
quantificadores.

”
]

Dado um predicado p(x) na varidvel x, a frases como “Para todo o x, p(x)

“Qualquer que seja o x, p(x).”, “Para cada x, p(x).”, da-se a designagdo de

quantificacdo universal.
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calculo de predicados

Estas frases podem ser representadas por Vi p(x).

Se o dominio de variagdo de x é U, entdo U serd designado o universo de

quantificacdo de x e podemos também escrever Vycy p(x).
Ao simbolo ¥V chamamos quantificador universal e é usual associarmos-lhe

uma das seguintes leituras: “todo”, “para todo”, “qualquer que seja” ou “para

cada”.
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calculo de predicados

Se p(x) é um predicado na varidvel x, a frase representada por Vx p(x) é uma
proposi¢ao.

A proposicdo Vx p(x) é verdadeira se p(a) for verdadeira para todo o elemento
a do universo de quantificacdo de x.

exemplo:

Se p(x) representar o predicado x> > 0 e se o universo de quantificagdo de x
for o conjunto dos reais, a proposicdo V. p(x) € verdadeira, uma vez que a

afirmacdo em causa é verdadeira para qualquer real.
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calculo de predicados

Se existir (pelo menos) um elemento b do dominio de variagdo de x para o qual
p(b) é uma proposicdo falsa, a proposicdo V. p(x) é falsa.

exemplo:

Se q(x) representar o predicado x> > 0 e se o universo de quantificagdo de x
for o conjunto dos reais, a proposicdo V. q(x) € falsa, pois 0 é um nimero real
e q(0) € falsa.

Dado um predicado p(x) na varidvel x, frases como "Existe um x tal que

n

p(x).", “Para algum x, p(x).” sdo designadas de quantificagdo existencial.
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calculo de predicados

Estas frases podem ser representadas por 3« p(x).

Se o dominio de variagdo de x é U, podemos também escrever Jycy p(x).

Ao simbolo 3 chamamos quantificador existencial e é usual associarmos-lhe

uma das seguintes leituras: “existe” ou “para algum”.
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calculo de predicados

A proposi¢do 3y p(x) é verdadeira se p(a) for verdadeira para algum elemento
a do universo de quantificacdo de x.

Por outro lado, se nao existir qualquer elemento b do universo de
quantificagdo de x para o qual p(b) seja verdadeira, a proposicdo I p(x) é
falsa.

exemplo:

Se p(x) representar o predicado x + 3 = 2 e se o universo de quantificacdo de x
for o conjunto dos nimeros inteiros, a proposicdo 7. p(x) é verdadeira, pois
—1 € Z e p(—1) é verdadeira.

Por outro lado, se o universo de quantificacdo de x for o conjunto dos niimeros
naturais, a proposicdo 3. p(x) € falsa, uma vez que a equacdo ndo tem solugcdo

em N.
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calculo de predicados

Se p(x) é um predicado na varidvel x, a existéncia de um dnico objeto no
universo que satisfaca o predicado p(x) pode ser representada pela expressdo
3% p(x) ou, se o dominio de variagio de x é U, Ity p(x), 3 qual é usual
associar uma das leituras “Existe um e um sé x (em U) tal que p(x)" ou
“Existe um dnico x (em U) tal que p(x)".

exemplo:

A proposicdo .., x + 3 = 2 é verdadeira, ao passo que 3., x> —1 =0 ¢é

falsa (tanto 1 como —1 satisfazem o predicado x* — 1 = 0, contradizendo a

unicidade de um objeto que o satisfaca).
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calculo de predicados

Quando consideramos predicados em varias varidveis, os quantificadores
universal e existencial podem ser combinados.

exemplo:

Sejam p(x,y) o predicado (x + y)* = x* + 2xy + y* e g(x, y) o predicado
x+y=0.

Dados dois niimeros reais quaisquer a e b, sabemos que p(a, b) é verdadeira.
Logo, a proposigdo V.cr Vyecr p(x,y) é verdadeira.

Todo o niimero inteiro admite um simétrico em Z, pelo que a proposi¢cdo
Veez ez q(x, y) é verdadeira.

No entanto, a proposi¢do V.cu, Jyen, g(x.y) é falsa.
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calculo de predicados

Quando temos um predicado em duas ou mais varidveis, o valor légico da
proposi¢do obtida pela quantificagdo de todas as varidveis pode depender da
ordem dessas quantificacdes.

exemplo:

Consideremos o predicado x + y = 5.

A proposicao V.cz 7 x + y = 5 é verdadeira.

A proposi¢do T,c7 Viez x +y =5 é falsa.
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calculo de predicados

Referimos ja que a proposigdo =, p(x) é falsa se n3o existe qualquer valor a do
dominio de quantificagdo de x para o qual p(a) seja verdadeira. Por outras
palavras, p(a) é falsa para todo o elemento a do dominio de quantificagdo de x.

Equivalentemente, podemos afirmar que —p(a) é verdadeira para todo o

elemento a do dominio de quantificagdo de x, isto é, a proposi¢cdo V. (—p(x)) é
verdadeira.

Logo, —(3« p(x)) é logicamente equivalente a V. (—p(x)).

De modo andlogo, concluimos que — (V. p(x)) é logicamente equivalente a

3« (=p(x))-
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calculo de predicados

exemplo:

Dizer que “nem todo o ndmero inteiro é primo” é equivalente a dizer que

“existe um ndmero inteiro que n3o é primo”;

e dizer que “ndo existe nenhum ndmero divisivel por zero” é equivalente a dizer

que “qualquer que seja o nlimero x, x ndo é divisivel por zero”.
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alguns métodos de prova

A prova (demonstragcdo) de uma proposicdo matemadtica é um argumento
logicamente vélido (construido com base em principios - regras e axiomas) que
estabelece a veracidade da proposic3o.

Para uma proposi¢do ser aceite como verdadeira (teorema) tem de ser provada

logicamente.
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alguns métodos de prova

Consideremos a proposicdo “2 = 1" e a argumentacdo que se segue, que lhe
conferiria o valor légico verdadeiro.

exemplo:
Sejam a, b € 7.
a=b = aa=ab
= a’=ab
= a—b =ab- b
= (a+b)(a—b)=b(a—b)
= a+b=>b
= b+b=>b
= 2b=b
= 2=1
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alguns métodos de prova

Sabemos que a proposicdo ‘2 = 1" € falsa, pelo que o argumento apresentado
ndo pode ser valido.

Qual é a faldcia do argumento?

Uma vez que estamos a assumir que a = b, facilmente concluimos que
a— b=0, pelo que ndo podemos aplicar a lei do corte no quinto passo da
argumentagao.

O argumento apresentado €, pois, incorreto.
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alguns métodos de prova

A prova de uma proposi¢cdo pode ser direta ou indireta.

Numa prova direta de uma proposicao procura-se estabelecer a veracidade da
mesma a partir de axiomas ou factos conhecidos e sem assumir pressupostos
adicionais.

Porém, em certos casos, a prova direta ndo é simples e pode mesmo n3o ser
possivel. Nestas situagles pode-se optar por um método de prova indireta. Por
exemplo, pode-se provar a veracidade de uma proposigdo mostrando que esta

n3o pode ser falsa.
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alguns métodos de prova

Em geral, os enunciados dos teoremas podem ser interpretados como
implicagOes.

exemplo:

“Num tridngulo retdngulo, o quadrado da hipotenusa é igual &8 soma dos
quadrados dos catetos.” pode ser interpretado como a seguinte implicacio:

Se a, b, ¢ forem os comprimentos dos lados de um tridngulo retdngulo e a for o

lado maior, entdo 2> = b? + 2.
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alguns métodos de prova

prova direta de uma implicacao

Sejam p e q proposi¢cdes. Para demonstrar p = g (isto é que p — g é sempre
verdade), podemos:

1. assumir que p é verdade;

2. usando p, contruir uma prova de q.

exemplo

proposicio: Se x e y sdo niimeros reais positivos tais que x < y, entdo x> < y?.

demonstracdo: Suponhamos que x e y sdo ndmeros reais positivos e que x < y.

(nota 1: Isto ndo & em geral, nem verdadeiro nem falso: depende dos valores
de x e y; mas supomos que € verdadeiro.)

(nota 2: Queremos, agora, provar que x* < y*.)

66



alguns métodos de prova

De x <y, multiplicando ambos os membros da desigualdade pelo nimero

positivo x, concluimos que x> < xy.
Analogamente, multiplicando por y, vem que xy < y®.

Logo, x* < xy < y>.

Nem sempre é simples ou possivel apresentar uma prova direta de uma

implicagdo, optando-se por uma prova indireta como descrevemos de seguida.
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alguns métodos de prova

Atendendo a que, para quaisquer férmulas ¢ e v, as férmulas ¢ — ¥ e

-1 — - sdo logicamente equivalentes, a demonstra¢do de um resultado do
tipo p = g pode ser feita, indiretamente, apresentando uma prova de

—q = —p.

prova de uma implicacdo por contraposicdo ou por contrarreciproco

Sejam p e g proposicdes. Para demonstrar p = g, podemos:

1. assumir que —q é verdade;

2. usando —gq, contruir uma prova de —p.
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alguns métodos de prova

exemplo
proposicio: Se n é um natural tal que n* é impar, entdo n é impar.

demonstracdo: Iremos demonstrar este resultado por contraposicdo. Nesse
sentido, suponhamos que n ndo € impar, ou seja, n € par.

Entao, existe k € N tal que

pelo que

2

Logo, n € par.
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alguns métodos de prova

Atendendo a que, para qualquer férmula ¢, =—¢ < ¢, podemos ainda provar
que uma proposicao é verdadeira provando que a sua negacdo ¢é falsa.

prova indireta por contradicdo ou reducdo ao absurdo

Para provar uma afirmag3o p, assume-se —p e procura-se uma contradi¢3o.

No exemplo que se segue, apresenta-se uma demonsta¢ao do resultado

enunciado recorrendo a uma prova por redu¢do ao absurdo.
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alguns métodos de prova

exemplo
proposicido: Existe uma infinidade de nimeros primos.

demonstracdo: No sentido de provarmos por contradicdo este resultado,
admitamos que existe um nidmero finito de primos, digamos p1, p2, ..., Pn, CcOM
neN.

Considere-se, agora, o nimero

X:P1P2"'pn+1.

E Jbvio que o nimero x ndo € divisivel por nenhum dos nidmeros primos

P1, P2, - .-, Pn (POIs o resto da divisdo é sempre 1).
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alguns métodos de prova

Logo, x tem de ser divisivel por algum niimero primo distinto de p1, p2, ..., Pn,
o que contradiz a hipdtese inicial de que existem apenas n ndmeros primos.

Entdo a hipctese inicial estad errada e, portanto, existe um nimero infinito de

primos.

Uma vez que, para quaisquer férmulas ¢ e v, a férmula ¢ — 1 é logicamente
equivalente a ¢ V 9, temos que —(p — 1) é logicamente equivalente a
—(—¢ V1)) e, por conseguinte, a ¢ A —1). Atendendo a esta equivaléncia légica,

podemos aplicar o método da redugdo ao absurdo para provar uma implicag3o.
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alguns métodos de prova

Sejam p e g proposi¢cdes. Para provar p = g, podemos:

1. assumir que p é verdade;
2. assumir que —q é verdade;

3. usando p e —q, chegar a uma contradi¢do.
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alguns métodos de prova

exemplo
proposicdo: Se x € R € tal que x + x = x, entdo x = 0.
demonstracdo: Iremos demonstrar este resultado por redu¢do ao absurdo.

Nesse sentido, suponhamos que x € R é tal que x + x =x ex #0, e
procuremos uma contradico.

Ora, se x + x = x temos que 2x = x. Sendo x # 0, podemos dividir ambos os

membros por x, obtendo 2 = 1, uma contradig¢3o.
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